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РОЗРОБКА МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛІ ПЛАСТИЧНОЇ ДЕФОРМАЦІЇ 

ПОЛІЕТИЛЕНУ ПІД ДІЄЮ ВАЛКІВ ПРОФІЛЮ РЕЛО 
 
Статтю присвячено розробці моделі напружено-деформованого стану полімерного матеріалу під 

впливом на нього робочих органів перероблювального обладнання. Отримана математична модель зміни 
структури полімерів під дією навантаження розтягу, за допомогою якої можна розраховувати поля напружень 
та деформацій поліетилену.  
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DEVELOPMENT OF MATHEMATICAL MODEL OF PLASTIC DEFORMATION  

OF POLYETHYLENE BY ROLLS OF REULEAUX PROFILE 
 
The article is devoted to the development of a model of stress-strain state of polymer material under the influence of working 

bodies of processing equipment on it. The mathematical model of the change of the structure of polymers under the influence of tensile 
loading is obtained, with the help of which it is possible to calculate stress fields and deformations of polyethylene. 
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Розглянемо модель напружено-деформованого стану нескінченно малого об’єму полімеру, що 

умовно вирізаний із полімерних відходів, які перероблюються в пристроях із зубчастими валками та 
валками профілю Рело (рис. 1). В пристрої із зубчастими валками матеріал спочатку витягується, а потім 
стискається, що дозволяє створити і зафіксувати в матеріалі орієнтовану надмолекулярну структуру. Після 
цього орієнтований полімерний матеріал поступає в пристрій із валками Рело, де він піддається 
деформаціям стиску і зсуву, при яких його структура руйнується в поперечному до попередньої орієнтації 
напрямку [1]. 
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1, 2 – верхній і нижній валки; 3 – полімерні відходи; 4 – нескінченно малий об’єм полімеру 
Рис. 1. Схема деформації полімеру між зубчастими валками (а) і валками профілю Рело (б) 

 
Під впливом складного напружено-деформованого стану в полімерних матеріалах виникають 

в’язкопружні та пластичні деформації. 
Для інтерпретування в’язкопружного напружено-деформованого стану полімеру будемо 

використовувати співвідношення між напруженнями і деформаціями у вигляді інтегралів Стілтьєса, 
записаних у тензорній формі [2]:  
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де  τ – час релаксації; Eijkl, Jijkl – відповідно функції релаксації і повзучості, які утворюють тензори 
четвертого порядку. 

При −∞ < t < 0 тензори Eijkl, Jijkl дорівнюють нулю, тобто Eijkl(t) = Jijkl(t) = 0, і кожен елемент цих 
тензорів має обмежену варіацію в будь-якому замкнутому підінтервалі з області −∞ < t < ∞. 

Напруження, що виникають у полімерному матеріалі в процесі його обробки (рис. 2), визначимо з 
виразу узагальненого закону Гука таким чином: 

klijklij C εσ ⋅=         3,2,1,,, =lkji ,    (2) 

де  σij і εij – тензори другого рангу, відповідно, напруження і деформацій; Cijkl 
 – тензор коефіцієнтів 

четвертого рангу, що описує в’язкопружні властивості полімерних матеріалів.  
Полімер будемо розглядати як трансверсально ізотропний матеріал (в’язкопружні константи в 

напрямках 1 і 2 еквівалентні), що дозволяє описати його за допомогою п’яти в’язко-пружних констант. 
Деформація полімерних відходів у валкових пристроях відбувається в умовах плоского напруженого стану, 
що дозволяє записати: σ33 = 0; σ23 = 0; σ13 = 0.  
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Підставляючи ці умови в рівняння (2), отримаємо 
систему рівнянь, що описує поведінку полімеру при 
створенні в ньому складного напружено-деформованого 
стану за допомогою чотирьох в’язкопружних констант: 
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де E1, E2, G12 − релаксаційні модулі полімерного 

матеріалу, що визначаються за рівняннями, отриманими в [1]. 
Із рівняння (3) визначимо деформації в орієнтованому полімерному матеріалі, на який діють 

напруження стиску і зсуву: 
,;; 12121222112122212111 GEEEE σγσνσενσσε =+−=−=   (4) 

Оскільки зовнішнє навантаження, що призводить до деформації полімеру, задане, то нормальні 
напруження σ1, σ2 та напруження зсуву σ12 мають бути еквівалентними середньому нормальному або 
тангенціальному напруженню. В результаті деяких перетворень виразів (4), враховуючи рівність напружень і 
деформацій у паралельних площинах полімеру, отримаємо [3]: 
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де ;4 2111 hEA ⋅=  ;4 2222 hEA ⋅=  ;4 21233 hGA ⋅= 21122112 4 hEAA ⋅−== ν , 1 2 2ˆ ( )σ = σ + σ  − еквівалентне 

напруження розтягу. 
З рівняння (3), враховуючи рівняння (5), отримаємо такі вирази для визначення нормальних і 

дотичних напружень: 
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де ν12 − коефіцієнт Пуассона.
 

Отримані вирази для розрахунку напружень (6), які створюють в’язкопружні деформації в 
полімерному матеріалі, можна використовувати для визначення раціональних конструктивних параметрів 
перероблювального обладнання та ефективних режимів його роботи, при яких забезпечується необхідна 
орієнтація структури полімеру та його руйнування. 
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1 – T=20 °C;  2 − T=50 °C; 3 − T=80 °C 

Рис. 3. Залежність руйнівного напруження від 
швидкості розтягу полівінілхлориду 

Руйнування полімерних матеріалів, які 
використовуються в легкій промисловості, може мати такі 
види: квазікрихке та пластичне. Наведені вище рівняння (6) 
дозволяють визначати напруження, що передують 
квазікрихкому руйнуванню полімерного матеріалу або 
пластичній деформації. 

У разі квазікрихкого руйнування, досягнувши 
граничного значення в’язкопружної деформації, полімер 
руйнується без течії. На розмір руйнівних напружень, крім 
деформації, суттєво впливає її швидкість. Як видно з рис. 3, 
зростання швидкості деформації розтягу збільшує 
допустиме напруження. Це пояснюється тим, що за такий 
короткий проміжок часу рівноважна деформація не може 
розвинутися, тому що ланцюги макромолекул не встигають 
переходити по потенціальних ямах, в результаті 
в’язкопружний модуль значно перевищує рівноважний 
модуль, через що руйнування відбувається при вищих 
напруженнях. 

Після досягнення граничної в’язкопружної деформації для поліетилену та поліпропілену в них 
виникає пластична деформація. В результаті досягнення граничного значення пластичної деформації згадані 
вище полімери пластично руйнуються. 

Для моделювання процесу пластичної деформації полімерного матеріалу між валками 
перероблювального пристрою скористаємося відомим з теорії пластичності рівнянням [4, 5]:  

 

( ) tes пл
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де snm − компоненти девіатора тензора напружень; σ·δnm − компоненти кульового тензору напружень; σ − 
гідростатичний тиск; δnm − символ Кронекера; λ, μ − коефіцієнти Ламе, Па; σnm та enm − компоненти тензора 
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Рис. 2. В’язкопружна деформація нескінченно  
малого об’єму полімеру 
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напружень та тензора швидкостей деформацій, с-1; ξ − швидкість об’ємної деформації, с-1; t − час дії валків 
на полімерний матеріал, с. 

Вплив температури на активність руху сегментів ланцюгів макромолекул, а отже, на напружено-
деформований стан у полімерному матеріалі визначаємо за допомогою рівняння Арреніуса [6]:

   

)exp(0 RTU⋅=ηη ,      (8) 

де U − енергія активації в’язкої течії; η0 − постійна, яка може бути визначена з умови T > Tпл, де Tпл − 
температура плавлення полімеру.  

Діапазон тиску, при якому полімер зміцнюється (зміцнення враховується кульовим тензором 
напружень σ·δ (7)), визначався за допомогою побудови граничних поверхонь в області пластичної 
деформації. В результаті цього встановлено, що значення тиску, який створюється в полімері робочими 
органами перероблювального обладнання, знаходиться за межами області зміцнювання. Таким чином, в 
дисертаційній роботі моделювався вплив на полімерний матеріал напружень зсуву, що створюються 
валками профілю Рело, як наслідок − форма полімеру змінюється аж до його руйнування при цьому об’єм 
лишається незмінним. 

Відповідно до інкрементальної теорії пластичності швидкість пластичної деформації пропорційна 
девіатору напружень, який є постійним [6]: 

nmnm sde ⋅= λ ,     (9) 

де dλ − множник пропорційності в диференціальній формі. 
На основі рівняння Ламе, враховуючи модель Кельвіна для в’язкопружних деформацій полімеру і 

умову нестисливості та використовуючи гіпотезу квазістаціонарності пластичної деформації, запишемо 
рівняння, що пов’язують напруження і швидкості деформацій таким чином: 
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Рис. 4. Сітка фіксованих комірок, що 
покриває область деформації полімеру 

υητητ 22 ; ∇⋅=∂∂∇⋅=∂∂ yux ,   (10) 

 
де η − динамічна в’язкість полімерного матеріалу, Па·с; u, υ − 

компоненти вектора швидкості пластичної деформації, м/с; τ − 
дотичні напруження, що викликають пластичну деформацію, Па. 

Наведена вище математична модель процесу пластичної 
деформації полімеру між валками перероблювального пристрою 
була розрахована за допомогою скінченнорізницевого методу, згідно 
з яким всі диференціальні рівняння та граничні умови записуються у 
скінченних різницях на сітці фіксованих комірок (рис. 4), що 
покриває область деформованого полімерного матеріалу. 

У результаті цього отримали таку систему рівнянь: 
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До цієї системи рівнянь додаються початкові і граничні умови біля поверхонь валків, що враховують 
радіуси, кутову швидкість валків і притискне зусилля, яке залежить від мінімальної міжвалкової відстані та від 
товщини оброблювального матеріалу. Числове моделювання напружено-деформованого стану здійснювалося 
послідовними кроками протягом певного періоду часу при зміні навантаження. За результатами числового 
моделювання отримано графіки, що пов’язують швидкість зсувних деформацій, створюваних робочими 
органами перероблювального обладнання, з дотичними напруженнями, що виникають у матеріалі (рис. 5, 6). 
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Рис. 5. Залежність зсувного напруження від швидкості деформації 
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Рис. 6. Залежність зсувного напруження від швидкості 

деформації поліпропілену 

З рис. 5, 6 видно, що в результаті збільшення швидкості деформації, яка визначається коловими 
швидкостями та радіусами валків, збільшується значення максимальних дотичних напружень у матеріалі. 
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Одночасно спостерігається суттєвий вплив на величину цих напружень температури матеріалу і тиску, що 
створюється валками. 

Важливе значення для проектування перероблювального обладнання має гранична деформація 
попередньої орієнтації структури полімерного матеріалу (рис. 7, 8).  
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1 – швидкість розтягу υ1 = υ2 =1,5·10-3 м/с; 
2 − υ1 = 1,5·10-3 м/с, υ2 = 3,0·10-3 м/с 

Рис. 7. Графіки залежності руйнівної поперечної деформації розтягу 
для поліетилену від попереднього розтягу 
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1 – швидкість розтягу υ1 = 1,5·10-3 м/с; n2 =0,15 с-1;  
2 − υ1 = 1,5·10-3 м/с, n2 = 0,30 с-1 

Рис. 8. Графіки залежності руйнівної поперечної деформації 
зсуву для поліпропілену від попереднього розтягу 

Експериментальні дослідження впливу цієї деформації на деформацію в поперечному напрямку до 
орієнтації структури показали, що збільшення ступеня попереднього витягування полімерного матеріалу 
призводить до збільшення значень руйнівних деформацій у поперечному напрямку. В результаті проведених 
експериментальних досліджень визначено ефективні значення граничної деформації попереднього розтягу, 
які становлять для поліетилену ε1 = 1,3; для поліпропілену – ε1 = 1,2; для полівінілхлориду – ε1 = 0,32. За 
таких значень граничної деформації попереднього розтягу поліетилену руйнівна деформація в поперечному 
напрямку збільшується на 18 %, а величина руйнівного напруження зменшується на 10 %. 

Висновки. Таким чином, отримано аналітичні вирази для визначення руйнівних напружень, що 
створюють граничні деформації в полімерних відходах залежно від фізико-механічних характеристик 
полімеру; числовий метод для визначення дотичних напружень залежно від швидкостей деформацій, які 
дозволяють визначати раціональні конструктивні параметри перероблювального обладнання при різних 
технологічних режимах переробки полімерних відходів для отримання частинок з анізотропією 
експлуатаційних властивостей, які можуть використовуватися як армувальні елементи у виробництві 
полімерних виробів легкої промисловості. 
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