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SPHERICAL CLUSTERING OF DATA  
Рассмотрена задача разбиения данных на сферические кластеры. Приведена новая оптимизационная постано-

вка задачи, которая является многоэкстремальной. Предложен метод точной квадратичной регуляризации для 
решения оптимизационной задачи. Этот метод сравнивается с методом ближайшего соседа для решения задач 
кластеризации данных. Многочисленные примеры показывают более высокую эффективность метода точной ква-
дратичной регуляризации. 

Ключевые слова: метод точной квадратичной регуляризации, метод ближайшего соседа, сферическая класте-
ризация данных, кластер, многоэкстремальные задачи. 

Розглянуто задачу розбиття даних на сферичні кластери. Наведено нову оптимізаційну постановку задачі, яка 
є багатоекстремальною. Запропоновано метод точної квадратичної регуляризації для розв'язання оптимізаційної 
задачі. Цей метод порівнюється з методом найближчого сусіда для вирішення задач кластеризації даних. Численні 
приклади показують більш високу ефективність методу точної квадратичної регуляризації. 

Ключові слова: метод точної квадратичної регуляризації, метод найближчого сусіда, сферична кластерізація 
даних, кластер, багатоекстремальні задачі. 

In paper we consider a problem of dividing of data on spherical clusters. New optimising statement of a problem which 
is multiextreme is resulted. We offer a method exact quadratic regularization for the solution of this optimising problem. This 
method is compared to a method of the nearest neighbour for the solution of problems clustering of data. Many 
computational examples are provided to show the effectiveness of the proposed method. 

Key words: exact quadratic regularization methods, nearest neighbour a method, spherical clustering of data, cluster, 
multiextremal problems. 

Введение. Одной из основных задач в искусственном интеллекте и теории распозна-
вания образов является разбиение данных на кластеры [1−2]. Как правило, данные (объе-
кты) представляются точкой в n-мерном пространстве. Характеристикам объектов, кото-
рые необходимо разбить на кластеры, соответствуют компоненты n-мерной точки. Если 
расстояние между двумя точками мало, то эти точки входят в один кластер. В качестве 
расстояния может выбираться различная метрика пространства. Существуют эффектив-
ные методы разбиения данных на два кластера. Однако эффективное разбиение множес-
тва точек на более, чем два кластера, представляет сложную задачу [1−2]. Это связано с 
тем, что оптимальное разбиение точек на кластеры является многоэкстремальной зада-
чей. В настоящее время для решения таких задач чаще используют генетические или 
эволюционные методы, которые основаны на случайном поиске и позволяют находить 
оптимальное решение задач кластеризации только с некоторой вероятностью [3]. В рабо-
те использован новый метод точной квадратичной регуляризация для решения многоэкс-
тремальных задач, который показал лучшие результаты, в сравнении с генетическими и 
эволюционными методами, при решении многих тестовых задач [4]. 

Постановка задачи и метод ее решения. Будем рассматривать множество m точек 
},...,{ 1 mxx  в n-мерном евклидовом пространстве. Необходимо разбить это множество на 

k кластеров таким образом, чтобы каждая точка попала только в один кластер и точки с 



близкими расстояниями образовывали кластер. Будем покрывать множество заданных 
точек n-мерными шарами с разными радиусами r i. Необходимо определить центры 

},...,{ 1 kzz  шаров },|||||{ 22 rzxxB i
i ≤−= ki ,...,1= и их радиусы так, чтобы 

jiBB ji ≠∀Θ= ,I . Это условие непересечения шаров равносильно системе неравенств 
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Теперь достаточно потребовать, чтобы каждая точка j
i Bx ∈ , что равносильно сле-

дующим ограничениям, при выполнении условий (1) 
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Если точка xi 
попадает в i-й кластер, то соответствующее выражение в круглых ско-

бках (2) будет отрицательным, а все другие − положительными. 
В качестве критерия оптимальности покрытия множества точек },...,{ 1 mxx  непере-

секающимися шарами выберем минимизацию суммы квадратов радиусов шаров 
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Если данную последовательность точек эффективнее покрыть меньшим числом 
кластеров, то некоторые радиусы шаров будут равны нулю. Эффективность разбиения 
данных на кластеры будем определять суммарным среднеквадратичным отклонением 
точек кластера от их средней точки. 

Решение задачи (1−3) определит центры шаров, которые разобьют множество точек 
},...,{ 1 mxx  на кластеры. Задача (1−3) имеет (n + 1)k искомых переменных },...,{ 1 kzz , 

},...,{ 1 krr и m+k(k+1)/2 ограничений (1−2). Целевая функция (3) является выпуклой, а 

допустимое множество будет невыпуклым, поэтому задача (1–3) будет многоэкстре-
мальной. Классические методы ее решения, такие, например, как методы внутренней 
точки, позволяют найти только локальное решение, при этом могут возникнуть про-
блемы поиска допустимого решения. Поэтому используем метод точной квадратичной 
регуляризации для решения (1−3), который показал значительное преимущество в на-
хождении точек глобального минимума при решении многих тестовых задач [4]. 

Преобразуем задачу (1−3) к виду 
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где параметр s удовлетворяет условию  

.||||
1

2
∑
=

≥
k

i

izs  

Далее, задачу (4) преобразуем к следующей 
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где вектор y равен 
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Добавим к ограничениям задачи (5) квадратичное слагаемое так, чтобы функции, 
определяющие допустимую область задачи, стали выпуклыми. Существует такое зна-
чения параметра q > 0, при котором допустимая область задачи  
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будет выпуклой, за исключением условия dyq =2|||| . В задаче (6) значение новой 

переменной d необходимо определить. Если решение ),( 0
0 dy  выпуклой задачи 
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удовлетворяет условию 0
20 |||| dyq = , то y0 

определяет решение задачи (1−3). В против-
ном случае, необходимо решать задачу  
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и искать минимальное значение d*, при котором будет выполняться условие 
*2* |||| dyq = , где y* − решение задачи (8) при фиксированном значении d*. При увели-

чении переменной d значение целевой функции задачи (8) монотонно возрастает, пока 
не выполнится условие *2* |||| dyq = . Рассмотренная последовательность преобразова-

ний задачи (1−3) к эквивалентной задаче (8), при условии dyq =2|||| , есть метод точной 
квадратичной регуляризации [4]. 

Вычисления. Рассмотренный метод точной квадратичной регуляризации реализо-
ван в виде компьютерной программы. Были проведены многочисленные эксперименты 
по разбиению данных на кластеры. Результаты расчетов сравнивались с решениями, 
полученными методом ближайшего соседа. Этот метод разбивает данные на произво-
льные кластеры. Суть его заключается в том, что ближайшие точки объединяются в 
один кластер. Эта пара точек заменяется одной средней точкой. Следующая пара бли-
жайших точек образовывает новый кластер, если ни одна из этих точек не содержит то-
чку существующего кластера. Иначе новая точка попадает в существующий кластер. 
Таким образом, на каждой итерации число точек, подлежащих кластеризации, сокра-
щается на единицу (каждый кластер представляется средней точкой). Процесс разбие-
ния точек на кластеры продолжается до тех пор, пока минимальное расстояние между 
двумя точками не превысит заданный порог. 

Рассмотрим разбиение точек трехмерного пространства (2, 1, 3; 3, 2, 2; 1, 3, 3; 4, 1, 
2; 5, 1, 3; 3, 1, 2; 1, 1, 3; 2, 2, 2; 1, 4, 3; 2, 3, 3; 3, 5, 4; 4, 4, 4; 5, 3, 5; 5, 4, 5; 3, 3, 5; 4, 3, 3; 
1, 2, 1; 1, 1, 2) 

на три кластера. Для этих данных задача (8) решалась при значениях параметров 
s = 60, q = 90. Найдены центры шаров в точках (1.75, 1.5, 2; 1.19, 3.35, 2.74; 3.85, 2.96, 
3.26) с радиусами соответственно (1.35; 0.72; 2.33). 

Методом ближайшего соседа данные точки были разбиты на три кластера с центра-
ми кластеров в точках (2.93, 2.36, 3.07; 1.33, 3.33, 3; 5, 1, 3).  

Полученные результаты сравнивались по суммарному среднеквадратичному откло-
нению точек кластера от их среднего. Для рассмотренного примера метод точной квад-
ратичной регуляризации дал в 1,6 раз меньшее значение среднеквадратичного отклоне-
ния, чем метод ближайшего соседа. 

Выводы. В работе приведена новая постановка задачи разбиения многомерных 
данных на сферические кластеры. Для решения полученной многоэкстремальной зада-



чи используется метод точной квадратичной регуляризации, эффективность которого 
подтверждена многочисленными экспериментами. 
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