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В качестве иллюстрации возможностей системы аналитических преобразова-

ний MAPLE приводится листинг программы  вывода уравнений движения про-

странственной маятниковой модели колесного экипажа, которая может быть 

применима и к более сложным расчетным схемам экипажа. 
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Введение 

Вывод уравнений движения даже достаточно простой пространственной модели колесного 

экипажа является трудоемким процессом, требующим автоматизации, сохраняющей за иссле-

дователем возможность контроля над ним. Кроме того, задачи, которые стоят перед исследова-

телем, могут быть нацелены на получение некоторых общих (с точки зрения динамического по-

ведения) свойств модели (установление закономерностей свойств устойчивости, вскрытие при-

чин характера поворачиваемости, синтез управления), что предопределяет необходимость исс-

ледования системы в общем виде [1, 2]. В этих случаях удобно воспользоваться системами чис-

ленно-аналитических преобразований [3, 4]. 

Основная часть 

Схему модели можно представить в виде двух частей (несущей неподрессоренной и креня-

щейся подрессоренной), соединенных цилиндрическим шарниром (ось шарнира горизонтальна 

– совпадает с продольной осью симметрии неподрессоренной платформы). Точка крепления 

цилиндрического шарнира совпадает с центром инерции несущей платформы Co; в невозму-

щенном положении центр инерции подрессоренной части C проектируется в точку Co. Расстоя-

ние между точками Co и C – h. При крене корпуса возникает восстанавливающий момент, про-

порциональный углу крена φ (phi) Kphi – коэффициент пропорциональности (суммарная жест-

кость). Массы и моменты инерции частей: m1, m2, J1zz, J2xx, J2xy, J2yy, J2xz, J2yz, J2zz. Ско-

рость изменения курсового угла Ps (ψ –курсовой угол), скорость изменения угла крена  Φ (Phi); 

u – поперечная составляющая скорости точки Co, а v – ее продольная составляющая. Кинетиче-

ская энергия системы Т, потенциальная энергия POT; {omegax, omegay, omegaz} – вектор угло-

вой скорости в связанной с корпусом (подрессоренной частью) подвижной системе координат. 

Последующие обозначения будут ясны из контекста программы, например:  

 : ,DTu diff T u  задает частную производную кинетической энергии по u; 

: ( , )DTPsi diff T Ps  задает частную производную кинетической энергии по Psi; 

            : , , , , , ,DDTPsi diff subs u u t psi psi t Ps Ps t i t t DTPsi t          задает 

частную производную DTPsi по t; 

Yi – сведенные боковые силы на передней и задней осях экипажа;  
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a, b – расстояние точки C0 до передней и задней осей соответственно.  

Уравнение e1 соответствует переменной u; 

e2 – Psi(ω);  e3 – φ. 

 

 restart:  

  



2 2 2 21 1
 : 1 1 2 2 2

2 2

     2 2 2 2 2 2 2 ;

COT J zz Ps m V J xx omegax J yy omegay J zz omegaz

J xy omegax omegay J xz omegax omegaz J yz omegay omegaz m Vc

             

             

 

2 2 2 21 1 1 1 1
: 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2

1
2 2 2 2

2

COT J zz Ps m V J xxomegax J yy omegay J zz omegaz

J xy omegaxomegay J xz omegaxomegaz J yz omegay omegaz m Vc

    

   

 

2 2 : ;Vco u v    

2 2:Vco u v   

     
2 2

 : Phi cos phi sin phi ;Vc u h v Ps h          

     
2 2

: cos sinVc u h v Ps h      

 : Phi;omegax   

:omegax   

  : sin phi ;omegay Ps    

 : sinomegay Ps   

  : cos phi ;omegaz Ps    

 : cosomegaz Ps   

  : , ;DTu diff T u   

  
1

: 2 2 cos
2

DTu m1u m2 u h      

  : , ;DTv diff T v   

  
1

: 2 2 sin
2

DTv m1v m2 v Ps h     

  : ;DTpsi simplify DTv u DTu v      

    : sin cosDTpsi m2h u Ps v     

  : , ;DTPsi diff T Ps   

     

          

2 2
: sin cos sin

cos 2 sin cos sin sin

DTPsi J1zz Ps J2yy Ps J2zz Ps J2xy

J2xz J2yz Ps m2 v Ps h h

  

    

    

    
 

             : , psi psi , , phi phi , , , ;DDTu diff subs u u t t Ps Ps t t t DTu t          

        

      

1
: 2 2 cos

2

2 sin

d d d
DDTu m1 u t m2 u t t h t

dt dt dt

d
t h t t

dt



 

     
        

     

 
   

 

 



 

48 

№ 2, 2014 

             : , psi psi , , , , , ;DDTPsi diff subs u u t t Ps Ps t t t DTPsi t           

         

       

         

2 2

22

: sin cos

sin cos

2 sin cos sin

d d d
DDTPsi J1zz Ps t J2yy Ps t J2zz Ps t

dt dt dt

d d
J2xy t J2xz t

dt dt

d d
J2yz Ps t m2 Ps t h

dt dt

 

 

  

     
       

     

   
      

   

   
    

   

 

  : , ;DT diff T    

         

     

         

2 2

2 22 2

: sin cos cos sin cos

sin cos sin

1
2 cos sin 2 sin cos

2

DT J2yy Ps J2zz Ps J2xy Ps

J2xz Ps J2yz Ps J2yz Ps

m2 u h h v Ps h Ps h

     

  

   

   

   

    

 

  : , ;DT diff T     

        : sin cos cos cosDT J2xx J2xy Ps J2xz Ps m2 u h h          

             : , psi psi , , phi phi , , , ;DDT diff subs u u t t Ps Ps t t t DT t            

             

           

                

            

: sin cos

cos sin

cos sin cos

2 cos sin

d d d
DDT J2xx t J2xy Ps t t J2xy Ps t t t

dt dt dt

d d
J2xz Ps t t J2xz Ps t t t

dt dt

d d d
m2 u t t h t t h t t h t

dt dt dt

d
m u t t h t h t t

dt

  

  

   

  

     
         

     

   
    

   

    
       

    

 
  





 

 2 21
 : ;

2
POT Kphi m2 g h          

2 21 1
:

2 2
POT Kphi m2 g h    

  : , phi ;DPOT diff POT   

:DPOT Kphi m2 g h    

 : ;e1 DDTu omega DTv Y1 Y2       

               

  

1
1: 2 2 cos 2 sin

2

1
2 2 sin

2

d d d d
e m1 u t m2 u t t h t t h t t

dt dt dt dt

m1v m2 v Ps h Y1 Y2

  

 

        
             

        

 
     

 

 

         

       

 : , , , , ,

omega, omega, , Omega, , ;

d d
e1 simplify subs u t u psi t psi phi t phi t Phi t

dt dt

d d d
Ps t Ps u t U Ps t t PP e1

dt dt dt

  
 

       



       

 

 



Вывод уравнений движения пространственной модели колесного экипажа на основе уравнений 

лагранжа II рода в среде пакета MAPLE 

    
49 Вісник Донецької академії автомобільного транспорту 

     

 2

: cos sin

sin Y1 Y2

e1 m1U m2U m2 PP h m2 t h m1

m2 m2 h

   

   

     

   
 

 : Y1 Y2;e2 DDTPsi DTPsi a b        

         

             

        

2 2

22

: sin cos

sin cos 2 sin cos

sin sin cos

d d d
e2 J1zz Ps t J2yy Ps t J2zz Ps t

dt dt dt

d d d
J2xy t J2xz t J2yz Ps t

dt dt dt

d
m2 Ps t h m2 h u Ps aY1 bY2

dt

 

   

   

     
       

     

     
         

     

 
      

 

 

         

       

 : , psi psi, phi phi, Phi, ,

, , , , , 2 ;

d d
e2 subs u t u t t t t

dt dt

d d d
Ps t omega Ps omega u t U Ps t Omega t PP e

dt dt dt

  


      



       

 

 

     

       

    

2 2

22

: sin cos sin

cos 2 sin cos sin

sin cos

e2 J1zz J2yy J2zz J2xy PP

J2xz PP J2yz m2 h

m2h u aY1 bY2

  

   

   

     

    

    

 

 : ;e3 DDT DT DPOT     

             

           

                

            

: sin cos

cos sin

cos sin cos

cos sin

d d d
e3 J2xx t J2xy Ps t t J2xy Ps t t t

dt dt dt

d d
J2xz Ps t t J2xz Ps t t t

dt dt

d d d
m2 u t t h t t h t t h t

dt dt dt

d
m2 u t t h t h t t

dt

  

  

   

  

     
        

     

   
    

   

    
       

    

 
   

 
   

         

            

2

22 2

22

sin cos

cos sin cos sin cos

1
sin 2 cos sin 2 sin cos

2

J2yy Ps

J2zz Ps J2xy Ps J2xz Ps J2yz Ps

J2yz Ps m2 u h h Ps h Ps h

Kphi m2 g h

 

    

     

 



     

     

 

 

         

       

 : , , , , ,

omega, omega, , Omega, , ;

d d
e3 simplify subs u t u psi t psi phi t phi t Phi t

dt dt

d d d
Ps t Ps u t U Ps t t PP e3

dt dt dt

  
 

       



       

 

 

       

             

       

   

22

2 2 2

22 2 2 2

2 2

: sin cos cos cos

2 cos sin sin cos cos sin

2 cos sin cos cos

cos sin

e3 J2xx PP J2xy J2xz m2 h U m2 h PP

m2 h t J2yy J2zz

J2yz J2yz m2 h m2 h

m2 h Kphi m2 g h

   

       

       

    

      

   

    

  
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      sin 0,cos 1 , ;subs e1     

m1U m2U m2 PP h m1 m2 Y1 Y2          

      sin 0,cos 1 , ;subs e2     

J1zz J2zz J2xz PP m2h aY1 bY2      

      sin 0,cos 1 , ;subs e3     

2 2 2J2xx PP J2xz m2hU m2h PP J2yz m2 h Kphi m g h            

Выводы 

Предлагаемый метод выведения уравнений движения дает возможность получить как исхо-

дные нелинейные уравнения движения, так и провести их линеаризацию; достаточно просто 

«контролируется» и имеет определенный запас возможностей по его реализации в случае усло-

жнения расчетной схемы. 
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model of a wheeled vehicle based Lagrange equations of type II in the environment of MAPLE 

Abstract. Program listing output equations of motion of the pendulum spatial model of a wheeled 

vehicle is given to illustrate the capabilities of the system of analytical transformations MAPLE that 

can be applied to more complex calculation scheme vehicle. 
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