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Прикладная физика и материаловедение

Пропонується підхід до вирішення три-
вимірної нестаціонарної задачі теплопро-
відності в варіаційній постановці, заснова-
ний на методі розподілу змінних і подання 
координатних функцій у вигляді відрізків 
рядів по ультрасферичним многочленам
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сферичні многочлени, задача теплопровід-
ності, граничні умови, система лінійних 
алгебраїчних рівнянь

Предлагается подход к решению трех-
мерной нестационарной задачи теплопро-
водности в вариационной постановке, осно-
ванный на методе разделении переменных 
и представлении координатных функций в 
виде отрезков рядов по ультрасферическим 
многочленам
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An approach to solving three-dimensional 
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1. Введение

В настоящее время существует большое коли-
чество методов решения задачи теплопроводности, 
как специально разработанных для этого класса 
задач [1] так и универсальнах (метод конечных эле-
ментов). 

Однако в приложениях возникают ситуации, ког-
да форма решения должна удовлетворять некоторым 
специальным условиям. При решении задач термо-
упругости основных на применении термоупругого 
потенциала перемещений ϕ , требуется, чтобы потен-
циал и функция температуры Θ были связаны соот-
ношением [2]:

∇ = ⋅2ϕ Const Θ . (1)

Тогда представление соответствующих решений в 
виде:

ϕ ϕ=
=

∑bn n
n

N

0

, Θ Θ=
=

∑an n
n

N

0

 (2)

позволяет определить потенциал ϕ  непосредствен-
но путем сравнения коэффициентов в (2).

2. Решение задачи теплопроводности

Рассмотрим задачу нестационарной теплопрово-
дности, которая состоит в определении температуры 
Θ( , , , )x y z τ  в некоторой области Ω  для произвольного 
момента времени τ τ> 0 . В вариационной постановке 
задача сводится к поиску функции, которая доставля-
ет минимум функционалу [1]
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( )  (3)

при этом предполагается, что граничные условия 
для температуры выполнены.

Функция Θ удовлетворяет краевым условиям:

на части границы тела Γ1  Θ Γ = F , (4)

на части границы тела Γ2  −
∂
∂

=λ
Θ

Γn
q  (5)

на части границы тела Γ3  −
∂
∂

=
Θ

ΘΓn
α  (6)

и начальному условию Θ Θ( , , , )x y z τ0 0=  (7)
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Функционал (3), граничные условия (4)-(6) и на-
чальное условие (7)записаны в безразмерной форме 
[1]

x
x
L

= , y
y
L

z
z
L

= =, , Θ Θ Θ Θ= −( ) /* * , q
qL

=
λΘ*

,

τ
λ
ρ

= =t
L c

Fo
1

2  – число Фурье,

α
α
λ

= =
L

Bi  – число Био.

Здесь λ  – коэффициент теплопроводности, c
– удельная теплоемкость, ρ – плотность вещества 
тела, α  – коэффициент теплоотдачи, L  – харак-
терный размер тела, n  – направление внутренней 
нормали к границе, Θ* – температура окружающей 
среды, F q, ,Θ0 . – заданные функции.

В работе [3] предложен метод решения нестацио-
нарных задач математической физики в вариационной 
постановке, основанный на разделении переменных. 
Искомое решение представляется отрезками рядов по 
известным базисным функциям, коэффициенты при 
которых являются неизвестными функциями вре-
мени. В каждый момент времени эти коэффициенты 
считаются варьируемыми параметрами. Из необходи-
мого условия экстремума получается система обыкно-
венных дифференциальных уравнений относительно 
неизвестных функций времени. В [4] этот метод при-
менен для решения задач, обладающих осевой симме-
трией, при этом базисные функции непосредственно 
подбирались из условия удовлетворения граничным 
условиям. В данной работе, исходя из общих свойств 
ультрасферических многочленов, строятся последо-
вательности базисных функций, связанных соотно-
шением (1), которые позволяют удовлетворить гра-
ничным условиям задачи теплопроводности в общем 
случае.

Решение ищется в виде

Θ Θ=
=

∑ak k
k

K

( )τ
0

, (8)

где Θk  – выбранные определенным образом базис-
ные функции. После приближенной замены произво-
дной по времени при помощи правой разности
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задача сводится к определению функций ak i( )τ  
для фиксированного значения времени τi . Здесь ∆τ  
– шаг по времени, τ τ τi i= +−1 ∆ , i  – номер временного 
слоя.

Значение коэффициентов ak i( )τ , предполагаются 
известными из решения задачи для момента времени 
τi−1 .

3. Представление базисных функций

Функция F f tn n q= ( )ργ  ρ = + +x y z2 2 2  t
q
rq = , 

q x y z= , , , будет решением уравнения Лапласа

∇ = − ″ − ′ + +





=−2 2 21 2 1 0F t f tf fn n n nρ γ γγ ( ) ( )

если выражение в квадратных скобках обращается 
в ноль

( ) ( )1 2 1 02− ″ − ′ + + =t f tf fn n nγ γ  (10)

При γ = n  последнее соотношение представляет 
собой дифференциальное уравнение для полиномов 
Лежандра P tn( ) . Эти полиномы являются частным 
случаем для ультрасферических многочленов Pn

( )λ при 

λ =
1
2

 [5]

Ультрасферические многочлены P tn
λ( ) ( )  [5] удо-

влетворяют дифференциальному уравнению
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и для них имеет место рекуррентная формула
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Справедливы следующие соотношения между 
смежными полиномами и их производными
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Введем функцию

Φn
n

nt Pλ
α

α
λρ= − −( ) ( )1 2

2 , n = 0 1, ,...  (17)

где 2 2 1α λ= − , m n= − 2α  и применим к ней опе-
ратор Лапласа. После цепочки преобразований с уче-
том последовательного применения соотношений (10), 
(11), (13), (12), (16) получаем
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−

−− − −( )2 2 2 1 11
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n
mn n t P
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ρ α λ
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Следует отметить , что если функцию (17) пред-
ставить в виде

Φn
n

nn
t Pλ

α
α

λρ= − −
1

1 2 2
2!

( ) ( )  (19)

то согласно (13), будут выполняться рекуррентные 
соотношения для производной

∂
∂
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Φ

Φn
nq

λ
λ1 , q x y z t
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= =, ,     (20)

а формула (18) примет вид
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Таким образом получено, что функции, определен-
ные соотношением (19), удовлетворят уравнению (1).

Как отмечено выше, для значения λ =
1
2

( α = 0 ) ультрасферические полиномы яв-
ляются полиномами Лежандра P tn( ) , и гар-
моническая функция (19) будет иметь вид
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n

nn
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и определим для этих полиномов согласно (19) функ-
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Как следует из соотношения (21), эти функции удо-
влетворяют условиям
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Найдем выражения для производных для случая 
 t t

z
rz= = . Из соотношения непосредственно получаем
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Используя для вычисления производных по ко-
ординате x  свойства (13), (16) а также рекуррентные 
формулы (12), находим
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 – вспомогательная 

функция.

Соответствующие формулы для случаев t
x

x =
ρ

 и 

t
y

y =
ρ

 получаются путем циклической перестановки 

индексов.
Решение задачи теплопроводности ищется в 

виде (8). При этом базис состоит из функций ψn t( )  
n N= 2 3, ,...  для всех аргументов t t t tx y z= , , , а также 
функций ηn t( )  n N= 1 3 5 6, , , ...  и Θ0 01= = η . При n = 2  
и n = 4  функции ηn t( )  являются линейной комбина-
цией ψn t( ) . Общее число слагаемых в (8) составляет 
K N= − −6 1 2( ) .

Условие минимума функционала (3) 
∂

∂
=

J
am

0  по-

зволяет составить систему линейных алгебраических 
уравнений относительно коэффициентов am ( )τ .

При дифференцировании первого слагаемого в (3) 

по am , считается, что производная 
∂
∂
ak

τ
 варьированию 

не подлежит. В результирующей системе линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ)

Α Βmk
k

k ma∑ =  (25)

коэффициенты матрицы и вектор правых частей 
вычисляются соответственно как

Α Θ Θ Ω
Ω

mk m kd= ∫ ,  Β ∆ Θ Γ Αm m k mk
k

q d a= +∫ ∑τ τ( ) 

4. Анализ результатов

В качестве тестовой задачи рассмотрим охлажде-
ние единичного куба 0 1≤ ≤x , 0 1≤ ≤y , 0 1≤ ≤z , темпе-
ратура которого в начальный момент времени была 
постоянной по всему объему ( Θ = 1 ), а в дальнейшем 
происходит теплоотдача с одинаковым коэффициен-
том α  по всем граням. Точное решение этой задачи 
имеет вид [6]

Θ( , , , ) ( , ) ( , ) ( , )x y z F x F y F zx y zτ τ τ τ=  (26)

Здесь F xx
m

m m mm
m m=

+
−

=

∞

∑ 2

1

2sin
sin cos

cos( )exp( )
µ

µ µ µ
µ µ τ , 

функции F Fy z, -определяются аналогично, а µm . – кор-

ни уравнения ctg Biµ µ= / .
На рис. 1а приведены распределения температуры 

в сечении 0 1≤ ≤x , y = 0 5, ; z = 1 , полученные по (26) 
и предлагаемого решения (8) для момента времени 
τ = 0 5.  и значении шага ∆τ = 0 05, .

 Отличие результатов не превосходит 5% и обуслов-
лено применением конечно-разностного приближения 
при вычислении производных по времени. С течением 
времени различия между решениями не увеличивает-
ся, что видно из рис. 1б, на котором приведено измене-
ние температуры во времени в точке x = 1 , y = z = 0 5, .

а)

б)
Рис. 1
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Описанный метод был применен для решения не-
скольких задач. В первой задаче был рассмотрен еди-
ничный куб 0 1≤ ≤x , 0 1≤ ≤y , 0 1≤ ≤z , на гранях x = 0 1,  
которого задан тепловой поток q = 1 . На остальных 
четырех гранях происходит свободная теплоотдача 
с коэффициентом α . Начальное условие имеет вид 
Θ( , , , )x y z 0 0= . На рис. 2а, 2б, 2в приведено распре-

деление температуры на грани z = 1  в сечении y =
1
2

 

для различных моментов времени при значениях 
α = 0 1 0 5 0 9, ; , ; , . Как следует из рис. 2б, при α = 0 5,  в теле 
достигается состояние теплового равновесия.

а)

б)

в)
Рис. 2

Если на части поверхности тела ΓT заданы кра-
евые условия в форме (4) , т.е. Θ( , ) ( , )r F rτ τ= , то вы-
полнение этих условий может быть удовлетворено в 
смысле наименьших квадратов. В этом случае элемен-
ты матрицы и вектора правых частей результирующей 
СЛАУ получаются суммированием взятых с некото-
рыми весовыми коэффициентами соответствующих 
величин в (25) и определенных, согласно методу наи-
меньших квадратов элементов матрицы и вектора 
правых частей

Α Θ Θmk
T

m k
S

dS= ∫ , Β Θm
T

m
S

FdS= ∫

Определения весовых коэффициентов может быть 
построено как в виде итерационного процесса, так и 
выбрано априори. Как правило, принимаются весовые 
коэффициенты равные единице. 

Такой вид граничных условий был рассмотрен 
во второй задаче, в которой определялось темпера-
турное поле единичного куба с начальным условием 
Θ( , , , )0 1 2 2 2x y z x y z= + + + . На плоскостях x = 0 , y = 0 ,
z = 0  была заданы условия теплоизоляции q = 0 , а на 
плоскостях x = 1 , y = 1 , z = 1  фиксировалась темпера-
тура начального условия. Характер изменения тем-
пературы для различных моментов времени в том же 
сечении, что и в первой задаче приведен на рис. 3.

Рис. 3

Если задача обладает осевой симметрией, то выра-
жения для базисних функций получаются непосред-
ственно из (22),(23). Для случая когда осью симметрии 
является ось z  необходимо положить t tz= , а форму-
лы для производных примут вид:

∂
∂

= −
η ψn n

r r
, 

∂
∂

= −
ψ

ηn
nr

r 2

В третьей задаче был рассмотрен круговой цилиндр 
R = 1 , − ≤ ≤1 1z  с начальной температурой Θ( , , )r z 0 0= . 
На верхней грани и боковой поверхности происходит 
теплообмен с коэффициентами α = 0 (теплоизоляция) 
и α = 0 5,  соответственно. Температура всех точек пло-
скости нижней грани одинакова, но изменяется во 
времени по формуле Θ( , )r − =1 τ . Характер изменения 
температуры боковой поверхности в этой задаче для 
моментов времени τ = 0 5.  и τ = 1 5. приведены на рис. 4

Рис. 4
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При решении всех задач длина базиса составляла 
N = 18 , что соответствует СЛАУ с 40 неизвестными в 
задачах для куба и 16 -для цилиндра. Значение шага по 
времени было принято ∆τ = 0 05, .

5. Выводы

Таким образом, получено, что предлагаемая форма 
базисных функций позволяет с достаточной степенью 
точности получить решение задачи теплопроводности 
для различных случаев граничных условий.
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У даній статті проаналізовано методи 
оцінки якісних характеристик бетонних кон-
струкцій і елементів, зокрема визначено сту-
пінь тепловологісного впливу на залізобетонні 
конструкції при пожежі. Показано, що в про-
цесі нагріву теплопровідність та теплоєм-
ність бетону суттєво змінюються

Ключові слова: якісні характеристики, 
залізобетонні конструкції, тепловологісний 
вплив, бетон

В данной статье проанализированы мето-
ды оценки качественных характеристик 
бетонных конструкций и элементов, в част-
ности установлена степень тепловлажност-
ного влияния на железобетонные конструк-
ции при пожаре. Показано, что в процессе 
нагрева теплопроводность и теплоемкость 
бетона существенно изменяются

Ключевые слова: качественные характери-
стики, железобетонные конструкции, тепло-
влажностное влияние, бетон

In this article the methods of assessing the 
qualitative characteristics of concrete structures 
and elements, in particular the degree of therm-
al effect on reinforced concrete structures in fire. 
Shown that in the process of heating the thermal 
conductivity and specific heat of concrete varies 
significantly

Keywords: qualitative characteristics, concr-
ete structures, heat and humidity effect, concrete
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1. Вступ

Сьогодні будівельна галузь України постійно сти-
кається з проблемами тріщиностійкості, водопроник-

ності та довговічності бетону та бетонних конструкцій. 
Ці проблеми виникають як на етапі проектування, 
коли закладаються норми до будівельних конструк-
цій і елементів так і на етапі експлуатації будівель-


