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Вступ

В роботі [2] за допомогою розробленої в роботі [1] 
методики складання диференціальних рівнянь руху 
роторних систем з автобалансирами (АБ) отримані 
диференціальні рівняння руху системи, складеної з 
незрівноваженого ротора з нерухомою точкою, корпуса 
і n -кульового АБ. З їх використанням виділені основ-
ні рухи системи, та складені диференціальні рівняння, 
що описують їх стійкість. В роботі [3] ці рівняння 
перетворені до зручного для аналізу вигляду, зокрема 
приведені до безрозмірного вигляду, виділені критич-
ні випадки, в яких у системи з’являється принаймні 

один нульовий корінь. В даній роботі проводиться 
оцінка стійкості основних рухів та досліджується ха-
рактер перебігу перехідних процесів.

1. Диференціальні рівняння, що підлягають 
дослідженню

В роботі [3] отримано таку замкнуту систему дифе-
ренціальних рівнянь в розмірному вигляді, що описує 
у першому наближенні стійкість основних рухів за-
значеної роторної системи відносно дійсних змінних 
δ1 , θ1 , sη1

, sξ1
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де: A C h c m r h d m r, , , , , , , , , ,p α α ω 0 0  – розмірні параметри 
системи;

s mr m rii

n

ξ ψ ψ ψ
1 1 0 0= −( ) +

=∑ cos cos   ,

s mr m rii

n

η ψ ψ ψ
1 1 0 0= −( ) −

=∑ sin sin    (2)

– проекції дисбалансу;
ψ i , / , /i n= 1  – кутові положення куль в основному 

незбуреному русі;
ψ π∈[ , )0  – деякий фіксований кут.

Також в роботі [3] були одержані такі безрозмірні 
диференціальні рівняння відносно комплексно-спря-
жених змінних δz , θz , szη , szξ , що описують стійкість 
основних рухів

′′+ + − ′ +

+ + − + − ′′ −

 


















δ ω δ

ω ω δ
α

α ξ

z z

z z

h C i

C h i s

[ ( ) ]

[ ( ) ]

2

1 1 2 22 02
   ω ωξ ξis sz z′ + =

,

′′+ − − ′ +

+ + − − − ′′+






















θ ω θ

ω ω θ
α

α η

z z

z z

h C i

C h i s

[ ( ) ]

[ ( ) ]

2

1 1 2 22 02
   ω ωη ηis sz z′ + =

, (3)

− ′′+ ′ − + ′′− ′ − + ′′




















m b i i sz z z z z z z[ ( ) ]δ ω δ ω δ θ ω θ ω θ η2 22 2 ++ ′ =

hszη 0,

− ′′+ ′ − + ′′− ′ − +

+ ′′
























m i b i

s

z z z z z z

z

[ ( )]δ ω δ ω δ θ ω θ ω θ2 22 2

ξξ ξ+ ′ =

hsz 0
, (4)

де     ω α, , , , , ,m C h h b k  – безрозмірні параметри систе-
ми.

2. Оцінка стійкості основних рухів за дослідженням 
характеру перебігу перехідних процесів

2.1. Нульове наближення
Покладемо в рівняннях (4) m = 0  і запишемо їх та 

рівняння (3) у вигляді

′′+ + ′ + + = ′′ + ′ −   

    δ δ δ ω ωα ξ ξz z z z z zh a i a a i s is s( ) ( )13 11 12
22 ξξ ,
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де a C a h11
2

121 1= + − =( ) ,





ω ωα , a C13 2= −( ) ω . (6)

Це – рівняння нульового по m  наближення, які 
розпалися на три підсистеми.

З останніх двох рівнянь випливає, що у нульовому 
наближенні з часом безрозмірні змінні szξ , szη , що за-

дають сумарний дисбаланс ротора, дуже швидко пря-
мують до певних сталих значень:





s sz zξ ξ→ , 


s sz zη η→ ,

величина яких визначається початковими умова-
ми. Цей перехідний процес визначають такі корені 
характеристичного рівняння:

λ λi ii h i= = = − =0 1 2 3 4, / , /, , / , / . (7)

Зауважимо, що при цьому кулі в АБ припиняють 
швидкій рух щодо ротора.

Після встановлення руху по змінним  s sz zξ η,    перші 
два рівняння системи (5) приймуть вигляд

′′+ + ′ + + = −   
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Ці рівняння описують невеликі рухи системи при 
фіксованому сумарному дисбалансі ротора, утворе-
ному масою дисбалансу і кулями в АБ. Оцінимо рух, 
який при цьому встановиться, і швидкість перебігу 
перехідних процесів.

Однорідна система, що відповідає рівнянням (8) 
має вигляд

′′+ + ′ + + =

= ′′+ − ′
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За умови, що система (9) – асимптотично стійка, 
з часом рух корпуса і ротора встановляться, тому по-
хідні від  δ θz z,  будуть дорівнювати 0 і рівняння (8) 
приймуть вигляд:

( )a a i sz z11 12
2+ = −



δ ω η , ( )a a i sz z11 12
2− = −



θ ω ξ . (10)

Розв’язком системи (10) є





δ ωξz za a i s= − −( ) /11 12
2 ∆ , 





θ ωηz za a i s= − +( ) /11 12
2 ∆ . (11)

де ∆ = +a a11
2

12
2 .

Характеристичне рівняння системи (9) розпада-
ється на два комплексно-спряжені рівняння

∆1
2

13 11 12 0= + + + + =λ λα( )h a i a a i , 

∆1
2

13 11 12 0= + − + − =λ λα( )h a i a a i . (12)

Коренями рівнянь (12) є

λ α α α5 6 13
2

13
2

11 13 124 2 2 2
,

[ ( ) ]/= − − ± − − + −  h a i h a a h a a i ,

λ λ
7 8 5 6, ,

= .

або після підстановки aij  з (6), та виділення дійс-
них і уявних частин

λ ωα5 6 1 2 1 22 2 2
,

[ ]/ [( ) ]/= − ± − − − +




h q q i C q q , 
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λ λ
7 8 5 6, ,

= , (13)

де q q C h1 2
2 2 2 2= +   αω , q C h2

2 2 22 2= + −( ) /



ω α .

Зауважимо, що при усіх допустимих значеннях 
параметрів системи

max{Re } ( ) /
,

λ α5 8 1 2 2 0= − − <q q h .

Отже, корені λ
5 8,

 – є комплексними коренями з 
від’ємною дійсною частиною. Тому частинні розв’яз-
ки (11) асимптотично стійки при будь-яких ω . Саме 
такий рух з часом встановиться, причому швид-
кість згасання перехідних процесів буде визначатися 
від’ємними дійсними частинами коренів характери-
стичного рівняння, знайдених у нульовому набли-
женні.

Таким чином, швидкими є такі перехідні процеси:
– припинення (швидкого) руху куль в АБ відносно 

ротора;
– встановлення усталеного руху ротора, що відпо-

відає сумарному дисбалансу, який створюють кулі і 
маса дисбалансу.

Швидкість перебігу цих перехідних процесів за-
лежить виключно від умов закріплення ротора і його 
масоінерційних характеристик, та сил в’язкого опо-
ру, що діють на кулі і не залежить від дисбалансу, що 
урівноважується, та поточних положень куль. Тому 
можлива окрема оптимізація зазначених параметрів з 
метою пришвидшення настання автобалансування.

2.2. Перше наближення
Для остаточного визначення умов асимптотичної 

стійкості основних рухів залишилося знайти у на-
ступних наближеннях два корені, що дорівнюють 0 у 
нульовому наближенні.

На рух ротора з корпусом, що встановиться, почнуть 
повільно реагувати кулі в АБ. Підставивши 




δ θz z,  з (11) 
у систему (4), одержимо диференціальні рівняння, що 
описують відповідну повільну зміну дисбалансу

′′ + ′ = − + +
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При одержанні рівнянь (14) у правій частині 
 

s sz zξ η,    були замінені на  s sz zξ η,   . Можна обґрунтува-
ти це так. У рівняннях (4) ми відкинули похідні від 
 s sz zξ η,   , помножені на малий параметр m , бо функції 
 s sz zξ η,    після встановлення руху за механізмом, опи-
саному у нульовому наближенні, змінюються дуже 
повільно:

| |, | , | |, |   ′ ′ << ′′ ′′ <<s s s sz z z zξ η ξ η  |   |1 1 .

Тому в рівняннях (4) цими складовими знехтува-
ли.

Характеристичне рівняння системи (14) має ви-
гляд
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де Σ = −1 2b  (див. [3]).
У нульовому наближенні отримуємо рівняння 

∆( )λ λ2 2 0+ =h , корені якого знайдені в (7).
Нульові корені λ1 2,  в першому наближенні шукає-

мо у вигляді

λ λ1 2 1 2
1

, ,
( )= m . (16)

Підставивши (16) у рівняння (15) і зібравши кое-
фіцієнти при m2 , одержимо рівняння для визначення 
λ1 2

1
,

( ) :
∆ Σ 

 h h a2
1 2
1 2 4

11 1 2
1 82 0( ),

( )
,

( )λ ω λ ω− + = . (17)

Рівняння (17) буде мати корені з від’ємними дійс-
ними частинами тоді і тільки тоді, коли

a C11
21 1 0= + − <( )

ω . (18)

Розв’язком останньої нерівності є



ω2 1 1> −/ ( )C , C < 1 . (19)

З умови (19) випливає (див. [3]), що зрівноважи-
ти принципово можливо тільки витягнутий умовний 
складений ротор ( C < 1 ), утворений ротором і корпу-
сом.

З рівняння (17) знаходимо

λ ω1 2
1

11 11
2 4

,
( ) ( ) / ( )= ± −a a h∆Σ ∆



і нульові корені у першому наближені приймають 
вигляд

λ ω1 2 11 11
2 4

, ( ) / ( )= ± −a a m h∆Σ ∆ 

 . (20)

Отже, повільними процесами є реакції куль в 
АБ на рух ротора, що встановиться у нульовому на-
ближенні. Кулі почнуть повільно прямувати у авто-
балансувальне положення. При надмірній кількості 
куль буде існувати сім’я усталених рухів і кулі будуть 
прямувати до одного з рухів із цієї сім’ї. Швидкість 
перебігу повільних перехідних процесів залежить 
від умов закріплення ротора, його масоінерційних 
характеристик, сил в’язкого опору, що діють на кулі, 
дисбалансу, що зрівноважується, та поточних поло-
жень куль в АБ.

2.3. Оцінка стійкості основних рухів в критичних 
випадках

При Σ = 0  або b = 1  з (20) маємо

λ λ ω1 2
4

110 2= =, / ( ) 

a m h∆ .

Рівність нулю одного з коренів характеристичного 
рівняння може означати, що кулі отримавши незначні 
відхилення від свого положення в основному русі, 
можуть у нього не повернутися, а автобалансування 
може не настати.

Для інтерпретації даного результату знайдемо ви-
рази для проекцій дисбалансу s sξ η1 1

,  з (2) в околі кри-
тичних випадків, тобто при малих відхиленнях ∆ ψ i  
куль від своїх положень в цих випадках.

Нехай на деякому основному русі для j , ( , )j n= 0  
куль   ψ ψ ψi i= + ∆ , а для n j−  куль   ψ ψ π ψi i= + + ∆  (див. 
[3]), тоді з (2) маємо
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s mr m ri
j

i i j
n

iξ ψ ψ ψ
1 1 1 0 0= − += = +( cos cos ) cosΣ ∆ Σ ∆   ,

s mr m ri
j

i i j
n

iη ψ ψ ψ
1 1 1 0 0= − −= = +( sin sin ) sinΣ ∆ Σ ∆   . (21)

Розклавши в (21) функції cos , sin∆ ∆ ψ ψi i  в ряд 
Маклорена, з точністю до величин першого порядку 
малості включно, одержимо

s mr j n m rξ ψ
1

2 0 0≈ − +( ) cos  , 

s mr m ri
j

i i j
n

iη ψ ψ ψ
1 1 1 0 0≈ − −= = +( ) sinΣ ∆ Σ ∆   . (22)

Враховуючи, що на основних рухах 
mr j n m r( ) cos2 00 0− + =ψ  і m r0 0 0sin ψ =  (див. [3]), з 
(22) з точністю до величин першого порядку малості 
включно, отримаємо

sξ1
0≈ , s mr i

j
i i j

n
iη ψ ψ

1 1 1≈ −= = +( )Σ ∆ Σ ∆  . (23)

Зауважимо, що у критичних випадках центри куль 
і вектор дисбалансу ротора лежать на одній прямий 
ξ1  і sξ1

0= . Як було показано вище, при невеликих 
відхиленнях маятників від цієї прямої, з точністю до 
величин першого порядку малості включно sξ1

0= . 
Так як третє рівняння в (1) при b = 1  приймає вигляд 
ks hs m ξ ξ1 1

0+ =/ , то з (23) випливає, що на повільних 
процесах з точністю до величин першого порядку 
малості включно

s tξ1
0( ) → ≈const . (24)

тобто проекція сумарного дисбалансу на вісь ξ1  
дорівнює нулю. Інші три рівняння системи (1) утво-
рюють незалежну підсистему відносно змінних δ1 , 
θ1 , sη1

. Тривіальний розв’язок цієї підсистеми асим-
птотично стійкий. Отже, на повільних перехідних 
процесах у критичних випадках роторна система 
прямує до автобалансувального положення (одного з 
основних рухів).

Розглянуті критичні випадки отримані в припу-
щенні, що радіуси куль набагато менші за радіуси бі-
гових доріжок і кулі не заважають одна одній при русі. 
Практично ж кулі мають скінчені розміри і можуть 
тільки наближатися одна до одної (див. рис. 1).

а)                                                   б)
Рис. 1. Розташування куль скінчених розмірів в 

трьохкульовому АБ в критичних випадках

Вони не можуть мати спільних внутрішніх точок. 
Рівність Σ = 0  може мати місце тільки при нульовому 
дисбалансі і двохкульовому АБ. Тому доцільно вико-
ристовувати в АБ три і більше куль.

3. Оцінка стійкості основного руху за коренями 
характеристичного рівняння системи

3.1. Характеристичне рівняння системи
Запишемо характеристичне рівняння системи (3), 

(4):
e e

e e

me mbe e

mbe me e

e

11 13

11 13

13 13 33

13 13 33

33
2

0 0

0 0

0

0

−
−

− −
− −

=

=

 

 

ee e e e e e e m e e m11 11 33 11 13
2

11 13
2

13
2

13
2 2 0− + + =( )  Σ

, (25)

де e h a a a i11
2

11 13 12= + + + +λ λ λα
 ( ) , e i13

2 2 2= − +λ ω λω  , 

e h33 = +( )λ λ . (26)

Підставивши (26) в (25), отримуємо характери-
стичне рівняння в явному вигляді
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де A m m0
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3.2. Необхідні умови стійкості
Необхідними умовами стійкості рухів системи (3), 

(4) є додатність коефіцієнтів (28):

A ii > =0 0 8, , . (29)

Так як m  мала величина, то умова (29) викону-
ється при i ∈{ , ; }0 6 8  для усіх допустимих значеннях 
параметрів системи. При i = 7  з (29) одержуємо умову 
a11 0< , яка співпадає з умовою (18).
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3.3. Розкладання коренів характеристичного рів-
няння за степенями малого параметра

Для знаходження коренів характеристичного рів-
няння (27) застосуємо метод прямого розкладання 
коренів поліному за степенями малого параметру [5]. 
Шукаємо корені у вигляді таких рядів
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,
( )= + +m . (30)

У нульовому наближені ( m = 0 ) з (25) отримуємо 
рівняння
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Корені рівнянь (31) отримані в (7), (13). Отже, ко-
рені у нульовому наближенні досліджені.

Для знаходження нульових коренів у першому 
наближені підставимо (30) у рівняння (25) і зберемо 
коефіцієнти при m2 , одержимо

∆ Σ 

 h a h2
1 2
1 2

11
4

1 2
1 82 0( ),

( )
,

( )λ ω λ ω− + = .

Це рівняння співпало із рівнянням (17). Отже, ну-
льові корені у першому наближенні досліджені.

Зауважимо, що цей метод дослідження стійкості не 
дозволяє визначити які корені відповідають за який 
перехідний процес, але дозволяє перевірити розкла-
дання коренів, одержані першим методом.

Висновки

1. Ефективним є метод дослідження стійкості і 
характеру перебігу перехідних процесів, що ґрун-
тується на поділі перехідних процесів на швидкі і 
повільні.

Він дозволяє поділити перехідні процеси на окре-
мі етапи, які відбуваються із різною швидкістю, та 
оцінити швидкість перебігу кожного етапу.

2. Метод дослідження стійкості, що полягає у 
одержанні характеристичного рівняння всієї системи 
і у розкладанні його коренів за степенями малого па-
раметра може бути застосований для перевірки пра-
вильності розкладань коренів, одержаних першим 
методом.

3. Зрівноважити ротор у розглядуваній системі 
принципово можливо тільки у випадку витягнуто-
го умовного складеного ротора, утвореного корпу-
сом і ротором.

Перехідні процеси розглядуваної системи ді-
ляться на швидкі і повільні. На швидких процесах 
кулі припиняють (швидкій) рух щодо ротора і вста-
новлюється рух системи, що відповідає незмінному 
у нульовому наближенні сумарному дисбалансу 
ротора і АБ. На повільних процесах кулі рухають-
ся щодо ротора і прямують до одного з основних 
рухів.

4. Для усунення конфігурацій застою куль і для 
пришвидшення настання автобалансування потрібно 
використовувати в АБ не менше трьох куль.
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