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Прикладная механика

Висновок

Використовування правил дозволить зрівноважити 
збурюючи джерела і дасть можливість конструкторам і 
винахідникам новий напрямок при проектуванні без-

вібраційної механічної обробки та обробних комплек-
сів, що приведе до одержання більш якісної продукції, 
підвищенню надійності і довговічності роботи устатку-
вання, підвищенню продуктивності праці і знизить рі-
вень шуму, що негативно впливає на організм людини.
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В роботі складена система диференці-
альних рівнянь, що описують коливання 
елементу навісного обладнання при про-
веденні динамічних випробувань мостових 
конструкцій, оцінені параметри коливань 
при різних характеристиках обладнання

Ключові слова: коливання елементу, 
моделювання, динамічні характеристики

В работе составлена система дифферен-
циальных уравнений, описывающих коле-
бания элемента навесного оборудования 
при проведении динамических испытаний 
мостовых конструкций, оценены параме-
тры колебаний при различных характери-
стиках оборудования

Ключевые слова: колебания элемента, 
моделирование, динамические характери-
стики

In the article shows the possibility of crea-
tiThe system of differential equation of bridge 
element fluctuation under dynamic influence 
were synthesized
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1. Вступ

Автомобільні мостові конструкції – складні інже-
нерні споруди, створені для сполучення складних ді-
лянок доріг. Під час експлуатації мостова конструкція 

знаходиться під впливом сил зовнішніх та внутрішніх 
навантажень. Проведення діагностичних заходів є 
необхідною умовою забезпечення безпеки та ефек-
тивності експлуатації дорожніх споруд. Існує велика 
кількість засобів та методів діагностики, в яких інфор-
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мативними можуть бути багато характеристик, напри-
клад вібрації. Для їх вимірювання застосовують кон-
тактні та дистанційні методи. 
Під час вимірювань може ви-
користовуватися навісне об-
ладнання, яке закріплене до 
плити мостової конструкції 
на невеликій платформі. Ха-
рактер коливань такої плат-
форми значно залежить від 
динамічних навантажень на 
міст, способу кріплення її до 
плити моста та багатьох ін-
ших факторів. Оскільки від 
динамічних характеристик 
цієї платформи залежать 
важливі показники навісного 
обладнання, то актуальним 
є завдання оцінки характеру 
коливань платформи.

2. Аналіз публікацій

На сьогоднішній день іс-
нує велика кількість публіка-
цій, що присвячені методам оцінки динамічних харак-
теристик конструкцій. В [1] проаналізовані динамічні 
характеристики мостових конструкцій. В [2] представ-
лено основні принципи побудови вимірювальних ком-
плексів для діагностики динамічних об’єктів. Теорія 
оцінки параметрів коливань детально викладена в [3] 
та [4].

3. Мета та постанова задачі

Метою статті є оцінка параметрів коливань неве-
ликих діагностичних платформ, що закріпляються до 
плити мостової конструкції для проведення динаміч-
них характеристик моста при його випробуванні.

Для цього потрібно обґрунтувати розрахункову 
модель і скласти систему диференціальних рівнянь, 
що описують поведінку в часі і просторі платформи, на 
якій може бути встановлений елемент діагностичної 
апаратури.

4. Розрахункова модель

На рис. 1 представлена частина плити моста, до 
якої в точці B  закріплений пружний підвіс. На ньому 
на відстані l  від точки B  встановлюється платформа 
масою m , наприклад, квадратна розміром L L× . Її 
центр мас зосереджений в точці C .

Маса платформи на декілька порядків менше 
маси плити автомобільного моста. Остання в зви-
чайній ситуації коливається з частотою, що стано-
вить декілька герц або менше. Зазначена платфор-
ма у цих випадках практично не буде відхилятись 
від встановленого положення. Під час динамічних 
випробувань спостерігається швидке переміщення 
плити моста донизу. Оскільки платформа закріплена 
тільки з одного боку, то вона спочатку переміщуєть-

ся разом з мостом, а далі самостійно, тобто починає 
коливатись.

Для побудови розрахункової моделі введемо систе-
ми координат: OXY  – нерухома система (абсолютна); 
Ox y0 0  - система координат, що зв’язана з рухомою 
основою, тобто з мостом; O x yp p1  - система координат, 
що зв’язана з платформою.

Положення системи координат, що зв’язана з мо-
стом, відносно нерухомої системи OXY  визначається 
кутом γ , який може довільно у визначених межах змі-
нюватись з часом. Плита моста може переміщуватись 
разом з системою координат Ox y0 0  з прискоренням 


a , напрям якого відносно нерухомої осі OX  визнача-
ється кутом β . Для загальності врахуємо, що на міст 
може діяти похила вібрація, що задається складовими 
віброзміщення xв  і yв

.
Початок системи координат, яка зв’язана з плат-

формою О1хрур, міститься в точці B , оскільки 
OO S1 = , а точки O1  і B  співпадають. Її положення 
відносно системи O x yp p1  визначено довільним, але 
фіксованим кутом γ 0 . Миттєве положення центра 
мас платформи (точка C ) визначається координата-
ми x  і y  в системі координат OXY .

Положення осі, що проходить через точки A  і C  в 
системі координат O x yp p1 , що зв’язана зплатформою, 
визначається кутом θ . Кут між віссю O xp1  і дотичною 
до вигнутої осі пружного елемента в точці B  стано-

вить α ≈
y
l

r . В точці C  прикладені зовнішні сили, 

обумовлені прискореннями 


a  і 


g . Вони також зв’язані 
з віброприскоренням моста. З фізичних міркувань 
зрозуміло, що кути α  і θ  приблизно однакові і до того 
ж є малими.

Рівняння руху платформи отримаємо на основі 
рівняння Лагранжа.
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Рис. 1. Системи координат для моста з пружним підвісом
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де T  - кінетична енергія платформи; Q j  – узагаль-
нені сили по відповідним узагальненим координатам; 
q qj j,   – узагальнені координати і швидкості.

Для нашої задачі узагальненими координатами 
платформи будемо вважати q1 = θ , q yp2 = , де yp  - лі-
нійне відхилення точки A  платформи.

Кінетична енергія платформи з масою m  стано-
вить.

T J
m

x yc= + +( )1
2 2

2 2 2


 θ ,  (2)

де Jc  – головний центральний момент інерції 
платформи навколо осі, яка перпендикулярна площи-
ні XY . Координати x  і y  точки C

x l
L

s x y

y l

в в

= ⋅ + + + + + −

− ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅

cos( ) cos( )

sin sin cos ,

α γ γ θ γ γ

γ γ γ

0 02

ssin( ) sin( )

cos sin cos ,

α γ γ θ γ γ

γ γ γ

+ + + + + −

− ⋅ + ⋅ + ⋅

0 02
L

s x yв в

 (3)

Розв’язання системи диференціальних рівнянь (1) 
здійснювались при малих α , θ , γ , γ 0 . Узагальнені 
сили Q j  включали:

• сили, що обумовлені жорсткістю балки підвісу 
платформи;

• сили, які викликані прискореннями 


a  та 


g ;
• сили демпфування.
Узагальнені сили і моменти були визначені че-

рез зворотну матрицю. З матричного рівняння зна-
ходились демпфуюча сила Fg  і момент Mg , які є 
пропорційними відповідно лінійній yp  і кутовій θ  
швидкості руху платформи у просторі. Всі коефіці-
єнти γ γ ε ε λ ρ ρ ρ ρ ρ ρ1 2 2 3 1 2 3 4 5 6, , , , , , , , , ,  є функціями часу. З 
урахуванням площини квадрата платформи, товщини 
демпфуючого середовища, динамічного коефіцієнту 
в’язкості демпфуючого середовища (повітря), узагаль-
нені сили становлять:
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На основі введених позначень була отримана не-
однорідна лінійна система чотирьох диференціальних 
рівнянь першого порядку з чотирма невідомими.
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З системи (5) можна визначити найбільш важливі 
параметри коливань платформи. На рис. 2 приведена 
часова залежність кута відхилення платформи від 
початкового положення під дією динамічних наван-
тажень на міст. Для даного прикладу маса платформи 
дорівнювала 5 кг, довжина l = 0 5,  м.

Рис. 2. Приклад коливань платформи під дією динамічних 
навантажень на мостову конструкцію

При визначенні коефіцієнта динамічності моста 
важливим є тільки початковий проміжок часу, на про-
тязі якого виникають інтенсивні коливання платфор-
ми. Як видно з рис. 2, вони можуть досягати градусів 
і навіть більше.

Необхідну кутову амплітуду коливань можна 
завжди підібрати завдяки вибору маси платформи 
m , довжини підвісу l , жорсткості підвісу та інших 
параметрів системи, що розглядається. Приведені 
в статті диференціальні рівняння можуть бути ко-
рисними для попередніх оцінок характеру коливань 
платформи.

Висновки

В ході роботи була створена система диференці-
альних рівнянь для визначення характеру коливань 
платформи закріпленої до плити мостової конструк-
ції. Отримані графіки дозволяють оцінити характер 
коливань плити мостової конструкції під час зовніш-
нього динамічного пливу. Бажані характеристики 
коливань платформи можна заздалегідь підібрати 
на основі розв’язаної системи диференціальних рів-
нянь.
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