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У даній роботі розглянуті процеси дефор
мації, що виникають в кантилевері атомно
силового мікроскопа. Отримано математичні 
моделі, що описують деформації кантилевера 
в просторі залежно від величини і напрямку 
зовнішніх сил.

Ключові слова: атомносиловий мікроскоп, 
кантилевер, біосенсор, деформація.

В данной работе рассмотрены процессы 
деформации, возникающие в кантилеверах 
атомносилового микроскопа. Получены мате
матические модели, описывающие деформа
ции кантилевера в пространстве в зависимос
ти от величины и направления внешних сил.

Ключевые слова: атомносиловой микроскоп, 
кантилевер, биосенсор, деформация.

This study focuses on the processes of defor
mation, resulting in the cantilever of an atom
ic force microscope. The mathematical models 
describing the deformation of the cantilever in 
space depending on the magnitude and direction 
of external forces are developed.

Keywords: atomic force microscope, cantilever, 
biosensor, deformation.
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1. Введение

Начало 21 века ознаменовалось бурным развитием 
новой междисциплинарной области фундаментальной 
и прикладной науки и техники — нанотехнологии. Рез-
кий скачок в этой области стал возможен благодаря 
появлению новых классов устройств, позволяющих ма-
нипулировать с объектами на наноуровне, таких как 
сканирующие зондовые микроскопы. Характерным пред-
ставителем сканирующих зондовых микроскопов явля-
ется атомно-силовой микроскоп (АСМ). Изобретенный 
в 1986 г. Гердом Биннигом и Кристофом Гербером [1], 
он получил широчайшее применение в различных об-
ластях науки как высокочувствительный профилеметр 
поверхности. Но уже в скором времени исследователям 
стало понятно, что область применения АСМ не ограни-
чивается только измерением морфологии поверхности 
объекта [2]. Одной из перспективных альтернативных 
областей применения АСМ, является построение на базе 

кантилеверных элементов АСМ высокочувствительных 
селективных биосенсоров, позволяющих не только де-
тектировать биообъекты, но и измерять, возникающие 
между ними силовые взаимодействия [3].

Разработка биосенсоров на базе АСМ требует не 
только усовершенствования аппаратной части АСМ, но  
и разработки математических моделей с учетом специ-
фики работы биосенсоров. Разработка математической 
модели, описывающей деформации кантилевера, являю-
щегося первичным датчиком биосенсора, позволит с вы-
сокой достоверностью интерпретировать сигнал отклика 
сенсора на внешние воздействия на наноуровне. В связи 
с этим в данной работе рассматривается математическая 
модель, описывающая зависимость деформации кантиле-
вера в пространстве от действия внешних сил и приведе-
но соответствующее решение.

Кантилевер представляет собой твердотельную кон-
соль, на свободном конце которой располагается игольча-
тый зонд (рис. 1). В процессе сканирования на  кантилевер  
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действуют силы: Fz — поперечная, Fy и Fx — латеральные. 
В своих рассуждениях мы будем считать, что деформа-
ция кантилевера является линейной, т. е. подчиняется 
закону Гука:

∆ = −C F1 ,  (1)

где ∆  — вектор смещения свободного конца кантилеве-
ра (с компонентами ∆x ,  ∆y ,  ∆z ); F  — вектор силы, при-
ложенной к кантилеверу (компоненты Fx ,  Fy ,  Fz ); C  — 
коэффициент пропорциональности (тензор жесткости).

Коэффициент пропорциональности C  является сим-
метричным тензором второго ранга, связывающим два 
вектора перемещения и силы, называемые тензором жест-
кости. Перепишем уравнение (1) в матричном виде [4]:
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Чтобы найти компоненты тензора С, необходимо ре-
шить задачи статических деформаций кантилевера под 
действием сил, направленных в трех плоскостях xoz, 
yoz, xoy.

2. дифференциальное уравнение кривой изгиба 
кантилеверов

Определим связь между смещением какой-либо точки 
кантилевера с действующей на него силой. Для этого рас-
смотрим консоль-балку, у которой один конец является 
свободным, другой глухо защемлен. Если консоль имеет 
прямоугольное поперечное сечение и на ее гранях нане-
сены две смежные параллельные линии mm и pp (рис. 2)  
то, как показывают многочисленные опытные данные, 
эти линии при изгибе остаются прямыми и поворачи-
ваются так, что остаются нормальными к продольным 
волокнам консоли. Из этого следует, что при изгибе по-
перечные сечения mm и pp поворачиваются относительно 
друг друга около оси, перпендикулярной к плоскости 
изгиба. Линия nn1 есть след пересечения боковой грани 
с поверхностью, по которой волокна не претерпевают 
изменений длины при изгибе. Следовательно, удлинение 

какого либо волокна s′s1, находящегося на расстоянии  
y от нейтрального слоя, может быть найдено если про-
вести линию n1s1 параллельно mm. Рассмотрим треуголь-
ники non1 и s1os′. Данные треугольники являются по-
добными (по двум сторонам и углу между ними), таким 
образом, можем записать:

ε = ′ =s s
nn

y
R

1

1
,  (3)

где r — радиус кривизны изогнутой оси балки; ε  — от-
носительное удлинение волокна консоли.

Усилие, действующее на элементарную площадку по-
перечного сечения консоли, может быть найдено как:

dF dS= σ ,  (4)

где dS  — элементарная площадка поперечного сечения 
консоли; σ  — напряжение в поперечном сечении балки.

Исходя из того, что закон Гука может быть записан  
в виде:

σ ε= E ,  (5)

и учитывая выражения (3—5), получим:

dF
y
R

EdS= .  (6)

Так как при чистом изгибе внешние силы уравновеше-
ны, то равнодействующая всех сил должна быть равна 0:

y
R

EdS =∫ 0 .  (7)

Момент усилия, приходящегося на поперечное сече-
ние, является суммой всех моментов усилия, приходя-
щихся на элементарную площадку dS :

ydF
E
R

y dS
E
R

y dS M= = =∫∫∫ 2 2 ,  (8)

M
E
R

Jz= ,  (9)

где J y dSz = ∫ 2  — момент инерции поперечного сечения 

относительно нейтральной оси [5] ( J
t

z = ω3

12
 — для пря-

моугольного перечного сечения).
Чтобы вывести выражение, устанавливающее зави-

симость между кривизной и формой кривой, мы рас-
смотрим две смежных точки a и a1, находящиеся на 
изогнутой оси на расстоянии ds одна от другой (рис. 3). 
Пусть касательная в точке a образует с осью x угол θ1 , 
а касательная в точке a1 угол θ2 .  Тогда углы Oa a′ ′1   

рис. 1.	Прямоугольный	кантилевер	с	зондом

рис. 2.	Участок	консоли
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и ′ ′a a O1  соответственно равны 90 1° − θ  и 90 2° − θ .  Из 
треугольника: ′ ′a Oa1  можем определить угол α :

α θ θ θ θ θ= ° − ° − − ° + = − =180 90 902 1 2 1( ) .d

Точка o есть точка пересечения перпендикуляров  
к касательным и определяет центр кривизны и длину 
радиуса кривизны. Тогда:

ds Rd= θ .  (10)

Учитывая то, что положительному приращению ds 
соответствует отрицательное приращение dθ ,  получим:

1
R

d
ds

= − θ
.  (11)

Угол θ может быть определен как:

θ = arctg
dy
dx

,  (12)

1

1

2

2

2

2

2R

darctg
dy
dx

dx
dx
ds

d y
dx

dy
dx

dx
dx

= − = −

+ 















+
=

dy2

== −

+ 













 + 





= −

+ 


d y
dx

dy
dx

dy
dx

d y
dx

dy
dx

2

2

2 2

2

2

1

1

1
1 














2
3
2

.  (13)

Подставив выражение (9) в (13) получаем дифферен-
циальное уравнение кривой изгиба кантилевера:

d y
dx

dy
dx

EJ M

2

2

2
3
2

1+ 















= − .  (14)

В случаи незначительных прогибов консоли, которые 

соответствуют значениям 
dy
dx







2

 значительно меньшим 

единицы, можем записать выражение (14) в упрощен-

ном виде:

d y
dx

EJ M
2

2 = − .  (15)

3. Определение деформации кантилевера под 
действием поперечной силы Fz

Перейдем к непосредственному определению сил 
действующих в плоскостях xoz, yoz, xoy (рис. 4).  
В плоскости xoz на кантилевер действует равномерно 
распределенная нагрузка q, вызванная собственной мас-
сой кантилевера, а также приложенная к концу канти-
левера внешняя сосредоточенная сила F (результиру-
ющая силового взаимодействия возникающая между 
зондом и образцом) (рис. 5). В закрепленном конце кан-
тилевера возникает сила реакции опоры r, равная по 
модулю алгебраической сумме сосредоточенной силы  
и результирующей распределенной нагрузки и направ-
ленная противоположно:

R F qlz= + .  (16)

Известно, что[6]:

dM Qdx= ,  (17)

где Q qdx= −∫ .

Для определения момента инерции в произвольном 
поперечном сечении кантилевера, рассмотрим попереч-
ное сечение mn, находящееся на расстоянии x от заделан-
ного конца кантилевера. Теоремы статики нам позволяют 
систему параллельных сил заменить одной силой Q, 
равной алгебраической сумме данных сил, и одной парой 
сил M. Получаем:

Q R qx= − ,  (18)

M Qdx F ql qx dx F x qlx q
x

Cz z= = + − = + − +∫∫ ( ) .
2

2
 (19)

рис. 3.	Кривая	изгиба	кантилевера

рис. 4.	Отклонение	кантилевера	под	действием	
вертикальной	силы

рис. 5.	Распределение	сил	вдоль	кантилевера
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Постоянная интегрирования С может быть найдена 
из граничных условий M(l) = 0:

F l ql q
l

Cz + − + =2
2

2
0 ,  (20)

C F l q
l

z= − −
2

2
,  (21)

M F x qlx q
x

F l q
l

z z= + − − −
2 2

2 2
.  (22)

Учитывая то, что в кантилевере имеют место незна-
чительные прогибы, с достаточной степенью точности 
можно использовать выражение (15):

d y
dx

EJ F x qlx q
x

F l q
l

z z

2

2

2 2

2 2
= − − + + + .  (23)

Угол наклона касательной в произвольной точки кан-
тилевера и смещение данной точки кантиливера могут 
быть найдены последовательным интегрированием вы-
ражения (23). Постоянные коэффициенты могут быть 

определены из начальных условий 
dy

dx
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,
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Перепишем выражения в виде:
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Таким образом, получаем:
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α = +
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Отклонение кантилевера вдоль оси y может быть 
определено геометрически:

∆y ltip= α ,  (35)

тогда:

∆y
F l

EJ
l q

F
lz tip

z
= +





2 3

2 6
,  (36)

Вдоль оси x отклонения не происходит т. е. ∆x = 0 .
Сравнивая выражение (33),(36) с (1) можно сделать 

вывод, что:
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Cxz = 0 .  (39)

4. Определение деформации кантилевера  
под действием продольной силы Fy

В процессе перемещения кантилевера вдоль оси x 
между концом иглы кантилевера и поверхностью иссле-
дуемого образца возникает поперечная сила Fx ,  направ-
ленная противоположно направлению движения канти-
левера (рис. 6). Данная сила создает момент M F ly tip= , 
вызывающий деформацию кантилевера.

Таким образом, выражение (15) может быть записано 
следующим образом:

d y
dx

EJ F ly tip

2

2 = .  (40)

Последовательно интегрируя выражение, и, учитывая 

начальные условия 
dy

dx
( )

,
0

0=  y( ) ,0 0=  получим:

dy
dx EJ

F l xy tip= 1
,  (41)

рис. 6.	Отклонение	кантилевера	под	действием	
продольной	силы
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y x
EJ

F l
x

y tip( ) .= 1
2

2
 (42)

Таким образом, по аналогии с предыдущими рассуж-
дениями можно записать:
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∆x = 0 , (45)

α = 1
EJ

F l ly tip , (46)

C
EJ

l
l

zy tip= 





1
2

2
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C
l l

EJyy
tip=
2

, (48)

Cxy = 0 . (49)

5. Определение деформации кантилевера  
под действием продольной силы Fx

Под действием поперечной силы Fx  возникает 
сложная деформация, которая является суперпозицией 
плос кого изгиба и кручения. Деформация вызванная 
плоским изгибом может быть определена из выраже-
нием (42), для этого необходимо в выражении для по-
лярного момента поменять местами ширину и высоту 
кантилевера:

y x
EJ

F l
x

y tip( ) .= 1
2

2
 (50)

рис. 7.	Отклонение	кантилевера	под	действием	
продольной	силы

Строгое решение задачи о кручении балки прямо-
угольного поперечного сечения является сложным [7], 
потому приведем конечные результаты. Зависимость уг-
ла поворота острия кантилевера в произвольной точки x 
вдоль кантилевера при кручении имеет вид:

β
ω

= 3
3

Mx
G t

,  (51)

где g  — модуль сдвига; M F lx tip=  — момент силы.
Модуль сдвига определяется выражением:

G
E= +2 1( )

,υ  (52)

где E  — модуль Юнга; υ  — коэффициент Пуассона.
Таким образом, конечное выражение для угла поворта 

кантилевера при кручении имеет вид:

β
υ

ω
=

+6 1
3

F l x
E t

x tip ( )
.  (53)

Для свободного конца кантилевера:

β
υ

ω
=

+6 1
3

F l l
E t

x tip ( )
.  (53)

Смещение конца кантилевера вдоль оси z из геомет-
рии изгиба может быть определено как:

∆z l l ltip tip tip= − =cos sin .β β
2

2
2  (54)

Ввиду малости угла β , выражение (54) можно пере-
писать в виде:

∆z l
l F l l

E ttip
tip x tip= =

+





β υ
ω

2

3

2

2 2
6 1( )

.  (55)

Смещение вдоль оси y вызвано действием чистого 
прогиба и может быть записано по аналогии с (44):

∆y
F l l

EJ
x tip=

2

.  (56)

Смещение вдоль оси x вызвано как чистым изги-
бом, так и кручением, может быть определенно как  
сумма смещений вызванных соответствующими дефор-
мациями:

∆x = ∆xкруч + ∆xпрогиб . (57)

Смещение свободного конца кантилевера в результате 
прогиба определяется выражением (50):

∆xкруч = 1
2

2

EJ
F l

l
x tip .  (58)

Смещение свободного конца кантилевера в результате 
кручения определяется выражением:

∆xпрогиб = ⋅ =sin ltipβ βltip .  (59)

Полное смещение:

∆x
EJ

F l
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x tip
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Таким образом, можем записать первый столбец мат-
рицы (2):

C
EJ

l
l l l

E txx tip
tip= +

+











1
2

6 12 2
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 (61)

C
l l
EJyx
tip=
2

,  (62)

C
l l l

E tzx
tip tip=

+



2

6 1
3

2( )
.

υ
ω

 (63)

Выводы

В результате проведенных расчетов были определен-
ны элементы матрицы (2):

Полученное выражение описывает деформацию кан-
тилевера в пространстве.

Ввиду того, что в стандартных АСМ фиксируется 
не величина смещения, а углы поворота нормали к по-
верхности, в качестве результатов работы стоит привес-
ти полученные зависимости углов отклонения нормали  
к поверхности кантилевера:

α = +





+F
EJ

l q
F

l
EJ

F l lz

z
y tip

2 3

2 6
1

,  (65)

β
υ

ω
=

+6 1
3

F l l
E t

x tip ( )
.  (66)

Полученные математические выражения позволяют  
с достаточной степенью точности проводить математи-
чес кое моделирование процессов деформации кантиле-
веров под действием внешней силы, что существенно 

как для понимания процессов, про-
исходящих в АСМ с данным типом 
кантилеверов, так и для целого ряда 
прикладных задач, связанных с раз-
работкой биосенсоров на базе кантиле-
верных элементов АСМ.
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