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Представлена узагальнена математична 
модель динаміки популяцій копитних. Приведені 
результати досліджень узагальненої математич-
ної моделі на предмет наявності особливих рішень

Ключові слова: узагальнена математична 
модель, особливі рішення

Представлена обобщенная математическая 
модель динамики популяций копытных. Приведены 
результаты исследований обобщенной математи-
ческой модели на предмет наличия особых реше-
ний
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The article presents the generalized mathematical 
model of the ungulates population dynamics. The resea-
rch results of a generalized mathematical model for the 
presence of specific solutions are presented
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Постановка задачи

Изучение динамики численности популяций не-
обходимо для создания научных основ оптимального 
использования полезных видов животных. Использо-
вание математического аппарата позволяет создавать 
математические модели, адекватно описывающие ди-
намику численности популяций. Такой моделью яв-
ляется обобщенная математическая модель динамики 
популяций [2], полученная теоретическим путем на 
основе анализа функционирования систем. В связи с 
нахождением решения дифференциального уравне-
ния, которым представлена вышеупомянутая модель, 
возникает вопрос о наличии особых решений.

В данной статье проводится анализ дифференци-
ального уравнения, описывающего динамику числен-
ности популяций, с целью выявления особых решений 
обобщенной модели динамики популяций.

Обобщенная математическая модель динамики 
популяций

Как известно, модель динамики популяций Лотки-
Вольтерра [1] имеет вид:
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Разработанная обобщенная модель динамики по-
пуляций имеет вид нелинейного дифференциального 
уравнения [2]:
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где N  – количество особей в популяции; ϕ  – по-
тенциал экспоненциального роста; a0 , a1  – параметры 
потерь, сдерживающие экспоненциальный рост по-
пуляций.

Сравнительный анализ (1) и (2) показывает, что 
уравнение (2) отличается от уравнения Ферхюльста 

(1) наличием нелинейного элемента a N
dN
dt1 .

Особые решения модели динамики популяций

Сделаем замену N y t x= =, , тогда уравнение (2) 
примет вид:

1 1

2

0

+( )⋅ = −a y
dy
dx

y
y
a

ϕ ;  (2’)

Разделяя переменные, получим:
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Интегрируя, находим:
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Упростим обобщенную логистическую модель:

1 1

1 1

1
2 2

1
2

2
1

2
1

+
−

=
−

+
−

=

=
−

+
−

=
−( ) +

a y
y ky y ky

a y
y ky

y ky
a
ky y ky

a

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕϕ − ky
.

 (4)

Подставив (4) в (3), получим:
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                      (І)                   (ІІ)
Упростив первое и второе слагаемое уравнения (5)
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Получим:
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Правая часть уравнения (3) примет вид:

dx x C= +∫ 0 ,

тогда:
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Рассмотрим общий интеграл уравнения Ф(x, y, 
c)=0:
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Найдем частную производную 
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Это невозможно. Поэтому можно сделать вывод, 
что особых решений дифференциальное уравнение 
(2’) не имеет.

Рассмотрим уравнение:
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Общий интеграл уравнения (3) при условии y=N, 
x=t, а также учитывая уравнение (6), примет вид:
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Положив ϕa b0 0=  , окончательно получим:
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Таким образом, дифференциальное уравнение (2) 
особых точек не имеет. А это свидетельствует о том, 
что внутренняя точка, через которую проходит един-
ственная интегральная кривая дифференциального 
уравнения, является обычной точкой.

Выводы и предложения

Приведенный анализ обобщенной модели динами-
ки популяций на предмет наличия особых решений 
показывает, что таковых решений нет и обобщенная ма-
тематическая модель динамики популяций копытных 
имеет решение в виде семейства интегральных кривых.
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