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Розглянуто застосування неявної схеми 
розщеплення високого порядку точності 
для чисельного моделювання течій нев’язкої 
нестисливої рідини. Наведено математич-
ну постановку задачі. Проведено розрахун-
ки низки тестових задач та виконано аналіз 
отриманих результатів

Ключові слова: нестислива рідина, неявна 
схема розщеплення

Рассмотрено применение неявной схемы 
расщепления высокого порядка точности для 
численного моделирования течений невяз-
кой несжимаемой жидкости. Представлена 
математическая постановка задачи. 
Проведены расчёты ряда тестовых задач и 
выполнен анализ полученных результатов

Ключевые слова: несжимаемая жидкость, 
неявная схема расщепления

This article represents implicit factored high-
order finite volume scheme use for inviscid inc-
ompressible fluid flow simulation. The mathem-
atical formulation of the problem is presented. 
Several representative problems have been solv-
ed and comparison showed good agreements

Key words: incompressible flow, implicit fac-
tored scheme
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1. Введение

В настоящее время решение практических задач 
повышения эффективности гидромашин различного 
назначения неразрывно связано с использованием ме-
тодов вычислительной гидрогазодинамики (Computat-
ional Fluid Dynamics, CFD) [1, 2]. Постановка большого 
числа задач выполняется для областей сложной гео-
метрической формы, дискретизацию которых удобно 
выполнять с помощью неструктурированных сеток с 
произвольной формой ячеек. Такие сетки допускают 
автоматизацию процесса построения и адаптации к ре-
шению, например, в областях с вихревыми структура-
ми или большими градиентами физических полей [3].

В статьях [4, 5] авторами предложен способ постро-
ения кусочно-полиномиальной реконструкции неиз-
вестных, на базе которого с применением метода кон-
трольного объёма разработана явная схема высокого 
порядка точности для численного интегрирования 
уравнений гиперболического типа на неструктуриро-
ванных сетках. Для ускорения сходимости к стацио-
нарным решениям в работе [6] выполнено обобщение 
неявной схемы [2] для случая неструктурированных 
сеток с произвольной формой ячеек, основанное на 
оригинальном способе расщепления по простран-
ственным координатам и собственным значениям.

В данной работе обобщаются разработанные ранее 
подходы для численного интегрирования уравнений 
Эйлера на неструктурированных сетках при модели-

ровании невязких течений несжимаемой жидкости. 
При моделировании стационарных течений исходная 
система дифференциальных уравнений модифициро-
вана с помощью метода искусственной сжимаемости 
[7, 8], а для нестационарных течений дополнительно 
используется концепция псевдовремени [9].

Апробация разностного метода выполнена при реше-
нии задачи моделирования обтекания потоком несжима-
емой жидкости аэродинамического профиля NACA0012 
при различных углах атаки, а также задачи о моделиро-
вании нестационарного течения жидкости в одномерном 
канале с пульсирующим давлением на выходе.

2. Численный метод интегрирования модельных 
уравнений гидрогазодинамики

Рассматривается численное решение системы двух-
мерных уравнений Эйлера, описывающих невязкое 
течение несжимаемой жидкости, представленных в 
консервативной (дивергентной) форме:
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Здесь x y t, ,  − декартовы координаты и время; Ω  − 
расчётная область; p P u v, , , ,*ρ  − статическое давление, 
кинематическое давление, плотность и компоненты 
вектора скорости жидкости. Значения плотности и 
температуры жидкости принимаются постоянными. 
Обезразмеривание неизвестных выполняется следу-
ющим образом:
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где a*  − характерная скорость потока. После обе-
зразмеривания вид уравнений не меняется, поэтому 
для упрощения дальнейшего описания черта над без-
размерными переменными опускается.

Прямое интегрирование по времени системы урав-
нений 1( )  маршевыми методами невозможно [10]. Наи-
более широко для гиперболизации исходной системы 
дифференциальных уравнений используется метод 
искусственной сжимаемости Чорина [7, 8, 10], осно-
ванный на видоизменении уравнения неразрывности. 
Преобразованная с помощью метода искусственной 
сжимаемости система несжимаемых уравнений Эйле-
ра отличается от 1( )  матрицей Rt , которая принимает 
вид R diagt = ( )−β 1 1 1, , . В этом случае решение ищется 
методом установления по времени, а коэффициент ис-
кусственной сжимаемости β  рассматривается как па-
раметр релаксации. В пределе при t → ∞  получается 
стационарное решение, соответствующее физическо-
му несжимаемому невязкому течению жидкости. По-
лучаемое в промежуточные моменты времени неуста-
новившееся численное решение лишено физического 
смысла [10]. Для краткости в дальнейшем изложении 
систему уравнений 1( )  будем ассоциировать также и 
с системой, в которой используется коэффициент ис-
кусственной сжимаемости β .

Существует несколько способов определения ко-
эффициента искусственной сжимаемости. Обычно его 
значение предполагается постоянным, либо кусочно-
постоянным внутри расчётной области. В настоящей 
работе для обеспечения высокой скорости сходимости 
и сохранения порядка собственных значений матриц 
Якоби выбирается постоянное значение коэффици-
ента искусственной сжимаемости, определяемое из 
соотношения β δ δ= +1

2
0cхар. , δ δ1 05 10 0 1= < < , . В каче-

стве характерной скорости cхар.  выбрана максимальная 
скорость потока.

Для численного моделирования нестационарных 
невязких течений несжимаемой жидкости система 
уравнений 1( )  преобразуется с помощью метода искус-
ственной сжимаемости и концепции псевдовремени, 
после чего она принимает следующий вид

R
Q

R
Q
t

E
x

F
ytτ τ

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= 0 , x y,( ) ∈Ω , t > 0 , τ > 0 , (2)

где R diagτ β= ( )−1 1 1, , , а R diagt = ( )0 1 1, , . При таком 
подходе решение исходной задачи в момент времени 
t  получается методом установления по координате τ , 
т.е. Q x y t Q x y t, , , , ,τ
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, а система уравнений 2( )  в 

пределе при τ → ∞  совпадает с 1( ) .
Система уравнений 2( )  решается с применением 

метода контрольного объёма для неструктурирован-
ной сетки G . В качестве контрольного объёма выбира-

ется ячейка сетки (“cell-centered” подход) [3 – 6]. После 
интегрирования по ячейке P Gi ∈ , i NG= 1, , примене-
ния теоремы о среднем и теоремы Грина получается 
следующий полудискретный вид уравнений
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где Si  – площадь ячейки; Li  – кусочно-линейная 
граница ячейки; NG  – количество ячеек сетки.

На временной оси задаётся сетка узлов вида 
t t nn = ⋅∆ , ∆t > 0 , n N∈ ∪{ }0 , где ∆t  − шаг временной 
сетки, а n  − номер временного слоя. Набор узлов для 
псевдовремени имеет вид τ τs s= ⋅∆ , ∆τ > 0 , s N∈ ∪{ }0 , 
где ∆τ  и s  − шаг псевдовременной сетки и номер 
псевдовременного слоя соответственно. В системе 
уравнений 3( ) , записанной для моментов времени t tn= +1  
и τ τ= +s 1 , выполняется аппроксимация временных и 
псевдовременных производных трёхслойными раз-
ностными выражениями

∂
∂

≈
+( ) −( ) −

=
=

+ +

+
+

Q
t

Q Q Q

t
i

t t

i

n s

i

n

i

n

n
s

1
1

1
1 1

τ τ

χ χδ
,

∆
,

∂
∂

≈
+( ) −

=
=

+ + +

+
+

Q Q Q
i

t t

i

n s

i

n s

n
s

τ
χ χ

τ
τ τ

τ τ

1
1

1
1 1 1

∆ ∆
∆

, ,

, (4)

δQ Q Q i Ni

n s

i

n s

i

n s

G

+ + + + +
= − =

1 1 1 1 1
1

, , ,
, , ,

а также линеаризация потоковых вектор-функций 
по индексу s  псевдовремени
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Система уравнений 4( )  примет вид
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Правая часть уравнения 6( )  содержит уже извест-
ные значения сеточной функции и, следовательно, 
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определяет явный оператор. Левая часть зависит от 
приращений δQ n s+ +1 1, , которые необходимо опреде-
лить для расчёта средних значений на текущем вре-
менном слое, и, следовательно, определяет неявный 
оператор. Используемые выше χ χτ,  и ϑ  являются 
коэффициентами неявной схемы. При ϑ = 0  схема 
является явной по псевдовремени. В работе при-
меняется трёхслойная неявная схема по времени с 
коэффициентами χ = 0 5. , ϑ = 1  [6, 11] и двухслойная 
по псевдовремени с χτ = 0  [9].

При дискретизации явного оператора с высоким 
порядком точности применяется предложенный ав-
торами способ построения кусочно-полиномиальной 
реконструкции вектора неизвестных [4]. Подробное 
описание неявной схемы расщепления для системы 

6( )  в случае M diag= ( )1 1 1, ,  представлено в [6, 14]. Для 
обеспечения разностей против потока используется 
упрощённый аналог задачи распада произвольного 
разрыва, в котором значения в области разрыва нахо-
дятся из соотношений на характеристиках L dQn



− =1 0 , 
где Ln



−1  – матрица из спектрального разложения.
Для определения вектора неизвестных на границах 

расчётной области выполняется постановка граничных 
условий и привлечение дополнительных соотношений. 
Так, на границе «входа» обычно задаются либо полное 
давление и направление вектора скорости, либо распре-
деление вектора скорости, а также используется соот-
ношение на «приходящей» характеристике. На границе 
«выхода» задаётся распределение статического давле-
ния и также используется соотношение на «приходя-
щей» характеристике. Для задания граничных условий 
на «стенке» для уравнений Эйлера применяется усло-
вие непротекания u n v nx y⋅ + ⋅ = 0 , где 



 

n n i n jx y= +  − е-
диничный вектор внешней нормали к стенке.

3. Численные результаты

3.1. Обтекание профиля NACA0012. Для оценки точ-
ности разработанного метода выполнено численное 
моделирование стационарного обтекания аэродина-
мического профиля NACA0012 потоком несжимаемой 
жидкости.

На рис. 1 представлен вид расчётной сетки возле 
профиля.

Рис. 1. Вид расчётной области

Внешняя граница расчётной об-
ласти удалена на расстояние, равное 
6-ти длинам хорды. Дискретизация 
расчётной области выполнена с по-

мощью “грубой” (сетка 1) и “подробной” (сетка 2) не-
структурированных сеток, состоящих из 4324 и 9550 
треугольных ячеек соответственно. При использова-
нии грубой сетки верхняя и нижняя стороны профиля 
разбиты на 30 интервалов (каждая сторона) со сгуще-
нием к входной и выходной кромке профиля, а при ис-
пользовании подробной сетки − на 60 интервалов.

В качестве граничных условий на участках втека-
ния жидкости задавались компоненты вектора ско-
рости набегающего потока u C= ( )∞ cos α , v C= ( )∞ sin α , 
где α  – угол потока на входе (отсчитывается от оси 
симметрии профиля против часовой стрелки), а 
C∞  – абсолютная скорость набегающего потока, а на 
участках вытекания жидкости распределение стати-
ческого давления p p= ∞ . Начальное распределение 
вектора неизвестных соответствовало состоянию по-
коящейся жидкости.

Рассмотрены два режима обтекания NACA0012 по-
током невязкой несжимаемой жидкости:

• Task 1: нулевой угол атаки набегающего потока 
α = 0 , C∞ = 1 ;

• Task 2: положительный угол атаки набегающего 
потока α = 5 , C∞ = 1 .

Все расчёты выполнены с помощью неявной схемы 
с различным порядком точности явного оператора (т.е. 
при разных значениях степени полинома реконструк-
ции k ). Значение постоянного во всей расчётной обла-
сти шага интегрирования получено при числе Куранта 
ν = 5 0. .

На рис. 2 представлены графики распределения 
коэффициента давления Cp  по поверхности профиля. 
Результаты, отмеченные прозрачными и закрашен-
ными маркерами, получены на сетке 1 и сетке 2 соот-
ветственно. Соответствие типа маркера степени поли-
нома реконструкции приведено в описании к графику. 
Кривая с меньшими значениями коэффициента на 
рис. 2, б) соответствует нижней поверхности профиля. 
На рис. 3 представлены изолинии коэффициента дав-
ления, полученные на сетке 2 при интегрировании с 
кубической реконструкцией.

Из графиков распределения коэффициента давле-
ния (особенно из увеличенного фрагмента на рис. 2, б)) 
следует, что при повышении степени полинома рекон-
струкции происходит уточнение численного решения. 
Наибольшее различие результатов при k = 3  получено 
между сетками 1 и 2 в случае положительного угла 
атаки.

Рис. 2. Распределение коэффициента давления на поверхности профиля: а) 
Task 1; б) Task 2
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Для рассмотренных задач наиболее существенное 
улучшение результата наблюдается при переходе с ку-
сочно-постоянной k = 0  к кусочно-линейной k = 1  ре-
конструкции. Уточнение решения в большей степени 
проявляется в области входной кромки профиля. В 
случае нулевого угла атаки наблюдается менее суще-
ственное уточнение решения при увеличении степени 
полинома реконструкции. В целом полученные ре-
зультаты хорошо согласуются с данными, приведен-
ными в работах [8, 12].

3.2. Моделирование нестационарного течения жид-
кости в канале. Рассмотрена задача моделирования 
нестационарного течения невязкой несжимаемой жид-
кости в одномерном канале с периодически изменяю-
щимся давлением жидкости на выходе. Данная задача 
рассматривалась в работах S.E. Rogers и D. Kwak [13], 
C.L. Merkle и M. Athavale [14] при проверке адекват-
ности получаемых с помощью метода псевдовремени 
соленоидального поля вектора скорости и распределе-
ния статического давления.

В начальный момент времени t = 0  в канале длиной 
L  задано стационарное течение невязкой несжимае-
мой жидкости с P x t P const,( ) = =0  и u x t u const,( ) = =0 . 
Для моментов времени t > 0  в распределение стати-
ческого давление на выходе из канала (при x L= ) до-
бавляется нестационарное периодическое возмущение 
P L t P P te, sin( ) = + ( )0 ω , где Pe  − давление возмущения, 
ω  − частота колебаний. Возмущение потока осущест-
вляется непрерывно.

Из уравнения неразрывности для одномерного не-
сжимаемого течения следует, что распределение ско-
рости возмущенного потока является функцией толь-
ко времени, т.е. u x t u c t,( ) = + ( )0 , где c t( )  − скорость 
возмущения. Ищется такое решение задачи, для кото-
рого полные удельные энергии возмущенного потока 
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отличаются на входе в канал (при x = 0 ).
Аналитическое решение задачи можно получить в 

случае, когда давление возмущения Pe  является вели-
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где Ω = L uω 0  − изменённая часто-
та колебаний.

В работе приняты следующие 
значения параметров решаемой за-
д ач и: L = 1 , P u0 0 1= = ,  P Pe = 0 1 0. , 
ω = 10 . Численное интегрирование 
выполнено в двухмерной области 
Ω = ( ) × −( )0 1 0 01 0 01, . , . , представляю-
щей тонкий канал заданной длины. 
Для моделирования одномерного по-
тока на границах y = ±0 01.  задаются 
условия периодичности. Фрагмент 
дискретизации расчётной области 
представлен на рис. 4. Линейный раз-

мер сетки вдоль оси x  равен 0.05.

Рис. 4. Вид расчётной сетки в канале

Все расчёты выполнены со значением коэффициента 
искусственной сжимаемости β = 100 . Шаг сетки по вре-
мени выбран таким образом, чтобы на один период коле-
баний давления выхода приходилось 30 шагов интегри-
рования по времени, т.е. ∆t = π 150 . Интегрирование с 
помощью явной схемы по псевдовремени выполнялось 
при ∆ ∆τ = 0 5. t , а с помощью неявной – при ∆ ∆τ = 10 t . 
Дискретизация явного оператора выполнена с помощью 
кусочно-квадратичной реконструкции, что соответству-
ет второму порядку точности по пространству.

На рис. 5 и 6 представлены распределения скоро-
сти в канале и давления на входе в канал в различные 
моменты времени.

Рис. 5. Распределение скорости в различные моменты 
времени

На рис. 7 представлен график сходимости по 
псевдовремени при получении численного решения 
в момент времени t = 8 . В каждый момент времени 
подитерации по псевдовремени выполнялись, пока 
максимальное значение модуля дивергенции вектора 
скорости по всем ячейкам ε  станет меньше 10 8− . Сто-
ит отметить, что для снижения погрешности на 3-4 
порядка требуется 20-30 подитераций, что характерно 
для схем с факторизацией и расщеплением [10, 14].

Из представленных результатов видно, что пере-
ходное состояние распределений скорости и давления, 
вызванное появлением периодических пульсаций на 

Рис. 3. Изолинии коэффициента давления возле профиля: а) Task 1; б) Task 2
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выходе, исчезает приблизительно после времени t = 4 , 
что составляет около 6-ти периодов пульсаций дав-
ления выхода. После этого момента распределения 
давления и скорости изменяются периодически по 
синусоидальному закону. В целом, численные резуль-
таты и точное решение хорошо согласуются. Также 
наблюдается повышение скорости сходимости по псев-
довремени к течению с соленоидальным полем вектора 
скорости при использовании неявной схемы.

Рис. 6. Распределение давления в различные моменты 
времени

Рис. 7. История сходимости по псевдовремени при t = 8

4. Выводы

Рассмотрено применение неявной схемы расщепле-
ния высокого порядка точности для численного моде-
лирования течений невязкой несжимаемой жидкости. 
Представлена математическая постановка задачи. Апро-
бация разностного метода выполнена при решении за-
дачи моделирования обтекания потоком несжимаемой 
жидкости аэродинамического профиля NACA0012 при 
различных углах атаки, а также задачи о моделировании 
нестационарного течения жидкости в одномерном кана-
ле с пульсирующим давлением на выходе. Полученные 
результаты хорошо согласуются с точным решением и с 
результатами, приведенными в других работах.
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