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Розглянуто питання класифікації гетеро-
генних структур і середовищ. Основна увага 
приділена питанню упорядкованих (правильних) 
гетерогенних середовищ з двоякоперіодичною 
структурою. Приведено співвідношення зв’язку 
між парою еквівалентних періодів. Зроблено 
акцент на відмінність понять двоякоперіодична 
решітка періодів і двоякоперіодична струк-
тура та сформульована умова визначення її 
двоякоперіодичності
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Рассмотрены вопросы классификации гете-
рогенных структур и сред. Основное внима-
ние уделено вопросу упорядоченных (правиль-
ных) гетерогенных сред с двоякопериодической 
структурой. Приведено соотношение связи 
между парой эквивалентных периодов. Сделан 
акцент на различие понятий двоякопериодиче-
ская решётка периодов и двоякопериодическая 
структура и сформулировано условие определе-
ния ее двоякопериодичности

Ключевые слова: двоякопериодическая струк-
тура, классификация, параллелограмм перио-
дов, условие двоякопериодичности

1. Введение

Гетерогенная структура (среда) (ГС) – неоднород-
ная система, состоящая из двух или более однородных 
частей (фаз). Деление систем на гомогенные (однород-
ные) и гетерогенные несколько условно, поскольку все 
физические системы состоят из дисперсионной среды 
и дисперсной фазы и различаются лишь размерами ча-
стиц последней: в гомогенных системах частицы дис-
персной фазы имеют размеры молекул и атомов [1]. И 
хотя ГС имеют широкое распространение, в настоящее 
время отсутствует их общепринятая классификация.

Одним из элементов классификации является 
упорядоченность (правильность) ГС. Среди упорядо-
ченных ГС важное место занимают двоякопериоди-
ческие структуры. В теоретическом и практическом 
отношениях важен вопрос о принадлежности ГС к 
классу двоякопериодических структур, который не 

рассматривался в научно-технической литературе. Ус-
ловие двоякопериодичности многокомпонентных ГС 
является конструктивным средством при решении 
задач их композиции и декомпозиции, определения 
локальных и приведенных свойств и т.п.

2. Литературный обзор

Несмотря на то, что чёткую границу между ГС и 
гомогенной фазой в общем случае провести затрудни-
тельно, в научно-технической литературе ГС получи-
ли достаточно точное определение. ГС – неоднородные 
системы, состоящие из внутренней (дисперсной) фазы 
частиц с четко выраженными границами, и внешней 
(дисперсионной) фазы, являющейся той средой, в ко-
торой распределены частицы дисперсной фазы [1]. 
Они имеют широкое распространение и отличаются 
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большим разнообразием физических и геометриче-
ских параметров компонентов, масштабами неодно-
родностей, искусственным и естественным происхож-
дением, назначением и другими особенностями.

Различие в свойствах отдельных фаз ГС иногда 
позволяет осуществить, по крайней мере, их механиче-
ское разделение. Примерами таких ГС могут быть [2]:

- газовзвеси, аэрозоли, дым, туман – смеси газа с 
твёрдыми частицами или каплями, например, вода и 
находящийся над ней водяной пар (различие в агре-
гатном состоянии);

- суспензии или взвеси (иногда их называют ми-
крогетерогенными дисперсными системами) – смеси 
жидкости с мельчайшими твёрдыми частицами, на-
ходящимися чаще всего во взвешенном (не осевшем) 
состоянии, например, пульпа (различие в физических 
свойствах);

- эмульсии – смеси жидкости с каплями другой 
жидкости, например, две несмешивающиеся жидко-
сти, масло и вода (различие в составе);

- газожидкостные среды, пены – смеси жидкости с 
газовыми пузырями, например, все моющие средства, 
содержащие поверхностно-активные вещества (раз-
личие химических свойств);

- зернистые среды (по своим свойствам занимают 
промежуточное место между твёрдым телом и жид-
костью) – упакованные твёрдые частицы, в зазорах 
между которыми содержится газ или жидкость, напри-
мер, пылеулавливающие фильтры (различие механи-
ческих свойств);

- капиллярно-пористые среды – пористые тела, 
содержащие в порах газ или жидкость, например, все 
виды сорбентов, строительные материалы (различие в 
физических свойствах). 

Основной класс ГС образуют дисперсионные сре-
ды, т.е. материалы, содержащие дисперсию включений 
определенной формы и размеров, которые отличаются 
своими термодинамическими, кинетическими, элек-
трическими, магнитными и др. свойствами [3]. 

3. Постановка проблемы

В настоящее время отсутствует общепринятая 
классификация ГС. Очевидно, их можно 
классифицировать по геометрическим параметрам 
(форме и размерам элементов дисперсной фазы), 
концентрации включений, показателям симметрии 
(упорядоченные – с четко выраженной периоди-
чностью – и неупорядоченные); по физическим 
свойствам (изотропные и анизотропные, линейные 
и нелинейные, электрические, магнитные, 
диэлектрические, гальваномагнитные и др.); по 
агрегатному состоянию дисперсионной среды 
(газовые, жидкие или твердые).

Большое распространение на практике получили 
так называемые правильные ГС упорядоченного типа. 
Как отмечалось выше, особо большое теоретическое и 
прикладное значения имеют двоякопериодические ГС. 
В теоретическом плане эти системы привлекательны 
тем, что для их анализа применима теория двоякопе-
риодических (эллиптических) функций, что позво-
ляет получить аналитические и численные решения 
двоякопериодических задач довольно общего вида. В 

практическом отношении двоякопериодические ГС 
также представляют интерес как составляющие мно-
гих технических устройств и материалов.

Рассматривая двоякопериодические ГС общего 
вида, необходимо установить условие двоякоперио-
дичности. Основным здесь является вопрос определе-
ния основных периодов w1 и w2, являющихся образую-
щими основного параллелограмма периодов W.

Рассмотрение указанных вопросов составляет ос-
новной предмет данной статьи.

4. Основная часть

Рассмотрим наиболее распространённые типы упо-
рядоченных ГС:

• Слоистые структуры. Пример такой ГС - ма-
териал, состоящий из периодически череду-
ющихся слоев с различной толщиной и с раз-
личными свойствами (рис. 1). Классическим 
примером слоистой структуры является ших-
тованная ферромагнитная среда. При этом 
слои могут быть как последовательные, так и 
параллельные или продольные и поперечные 
по отношению к внешнему воздействию, на-
пример, по отношению к направлению магнит-
ного поля [4].

Рис.	1.	Пример	слоистой	структуры

• Ленточные структуры – материалы, 
содержащие двоякопериодические прослойки 
одинаково ориентированных узких лент  
(рис. 2) [5].

Рис.	2.	Пример	ленточной	структуры

• Структуры с канонической формой включений: 
двоякопериодические в виде круговых [6] 
или эллиптических [7] цилиндров, стержней 
квадратного или прямоугольного сечения и 
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троякопериодические в виде сферических [8] 
или сфероидальных элементов [9]. Примеры 
таких ГС представлены на рис. 3 и рис. 4.
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Рис.	3.	Двоякопериодические	структуры:	а	–	цилиндры	
круговой	формы;	б	–	цилиндры	эллиптической	формы;		
в	–	стержни	квадратного	сечения;	г	–	стержни	прямоу-

гольного	сечения

а																																																				б	
	

Рис.	4.	Троякопериодические	структуры:		
а	–	сферические	элементы	с	разреженной	упаковкой;		

б	–	сфероидальные	элементы

Приведенные на рис. 3 и рис. 4 ГС являются двух-
фазными однокомпонентными. В более общем случае 
правильные ГС могут быть многофазными и много-
компонентными, когда в пределах дисперсной фазы 
имеется несколько фракций (компонентов) [2]. Приме-
ры таких ГС показаны на рис. 5 [10]. Если элементы 1-4 
трактовать как дискретные (рис. 5, а), то рассматривая 
среда при одинаковых свойствах элементов 2-4 являет-
ся четырехкомпонентной двухфазной, а при различии 
свойств элементов 1-4 – четырехфазной. Если же гра-
ницы 1-й фазы несущественны (например, при опре-
делении проводимости), то рассматриваемую среду  
(рис. 5, б) можно квалифицировать как ГС с дисперси-
онной фазой 1 и дисперсной фазой с компонентами 2-4 

(при одинаковых свойствах элементов 2-4) или четы-
рехфазной (при различии свойств элементов).

а																																																				б	
	

Рис.	5.	Многофазные	системы:	а	–	четырёхкомпонентная;	
б	–	многокомпонентная

Исключительную группу правильных ГС состав-
ляют структуры, являющиеся объединением несколь-
ких однотипных фаз с равными концентрациями, за-
полняющими все пространство (рис. 6) [11]. Эти ГС 
фактически не подпадают под классическое опреде-
ление ввиду отсутствия дисперсионной среды, однако 
к ним применимы основные расчётные соотношения, 
рассматриваемые ниже.
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Рис.	6.	Примеры	двоякопериодических	систем:		
а	–	двухкомпонентная	(система	половинного	состава);		
б	–	трехкомпонентная	(геометрия	фаз	типа	«ромб»);		

в	–	трехкомпонентная	(геометрия	фаз	типа	«шестигран-
ник»);	г	–шестикомпонентная

При анализе двоякопериодических ГС важное 
место занимает понятие двоякопериодической 
функции. В общем случае эта функция может 
иметь множество периодов, например w1, w2, … wk, 
тогда периодами этой функции будут также чисд-
ла m1w1+m2w2+mkwk, где m1, m2, mk – произвольные 
целые числа. Из этого следует, что все периоды 
двоякопериодической функции являются суммой 
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целых кратных двух периодов w1 и w2 [12]. При этом 
будем предполагать, что всегда выполняется условие 
Im(w2/w1)>0. 

Важным в теории двоякопериодических функций 
является также понятие конгруэнтности. Если для 
любых целых чисел m1 и m2 u=v+m1w1+m2w2, то точ-
ки u и v являются конгруэнтными: 1 2u v mod( , )≡ w w .  
Очевидно, что вершинами всех параллелограммов 
периодов являются конгруэнтные точки.

Из сказанного вытекает, что если 0u  – произволь-
ная точка комплексной плоскости, то соотношение 

+ w + w0 1 1 2 2u m m , где = ± ±1 2m ,m 0, 1, 2,..  описывает си-
стему параллелограммов периодов, которые покры-
вают комплексную плоскость один (!) раз [12]. В этом 
случае периоды ω1 и ω2 будем называть основными 
(примитивными) периодами двоякопериодической 
функции. 

Из теории эллиптических функций известно, 
что пара основных периодов w1 и w2 не является 
единственной. Если для произвольных целых чисел 

1 2m ,m  и 1 2m ,m¢ ¢  множества точек w w + w1 1 2 2=m m ,  
w w + w¢ ¢ ¢ ¢ ¢1 11 2 22=m m  совпадают, то пары периодов 1 2( , )w w

и 1 2( , )w w¢ ¢  являються эквивалентными. Известно 
[12], что пара периодов w w1 2( , ) тогда и только тогда 
эквивалента паре периодов w w¢ ¢1 2( , ) , когда справедливо 
соотношение w = aw + βw¢2 2 1, w = gw + δw¢1 2 1,  где a β g δ, , ,  
- целые числа, удовлетворяющие условию aδ − βg ±= 1 .  
Например, паре периодов w =1 2,  w = +2 0,5 1,5j  
эквивалентными являются периоды w = +¢1 2,5 1,5j,  

2 2w = −¢  (рис. 7), поскольку при a β − g δ=0, = 1, =1, =1  
выполняется условие aδ − βg=1 .

Рис.	7.	Пример	эквивалентных	периодов

Понятие двоякопериодической ГС боле сложное, 
чем понятие двоякопериодической решётки периодов, 
поскольку кроме геометрических следует учитывать 
также физические и другие свойства отдельных фаз 
и компонентов. Например, приведенные на рис. 6 ГС 
являются в геометрическом смысле двоякопериоди-
ческими, однако они сохраняют двоякопериодичность 
свойств в более общем случае только тогда, когда фи-
зические параметры конгруэнтных систем тел, (напри-
мер, проводимости), одинаковы. 

Некоторые особенности определения двоякопери-
одической ГС проиллюстрируем на примере сложной 
ГС, показанной на рис. 8.

Дискретная фаза этой ГС представлена двумя 
крупными и четырьмя мелкими фракциями. Нетруд-
но видеть, что каждой фракции соответствует один 
и тот же набор эквивалентных периодов, показанных 
на рис. 9, а-е. Отметим, что в рассматриваемом случае 
в каждый из параллелограммов периодов входит по 
одному элементу дискретной фазы, а площади эквива-
лентных параллелограммов периодов одинаковы. Эти 

свойства сохраняются при параллельном сдвиге любо-
го из приведенных параллелограммов в произвольном 
направлении.

Рис.	8.	Пример	сложной	двоякопериодической	ГС
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Рис.	9.	К	определению	набора	эквивалентных	периодов	
для	каждой	фракции	на	примере	ГС	приведенной	на	рис.	8:	

а	-	е	–	эквивалентные	основные	параллелограммы		
|периодов

С учётом сказанного приведенная на рис. 10, а ГС 
[13] является двоякопериодической, а на рис. 10, б –  
не двоякопериодической. Последнее вытекает из 
того, что основные периоды различных фракций не 
совпадают.

а																												б	
	

Рис.	10.	Примеры	многокомпонентных	ГС:	а	–	двоякопе-
риодическая;	б	–	недвоякопериодическая

Этот подход можно распространить и на более 
общие случаи ГС. Например, на рис. 11 показана дво-
якопериодическая ГС, которую можно рассматривать 
как наложение двух ГС с различными парами перио-
дов: w1/2, w2/2 для ГС из рис. 12, а и w1, w2 для ГС из  
рис. 12, б. 

В данном случае примитивные периоды ГС  
рис. 12, а кратны с коэффициентом кратности 2 прими-
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тивным периодам ГС рис. 12, б. Очевидно, рассмотрен-
ный пример легко обобщить на случай произвольных 
значений коэффициентов кратности, причем не обяза-
тельно одинаковых для основных периодов.

Рис.	11.	Пример	многокомпонентной	ГС

а																													б	
	

Рис.	12.	Составляющие	многокомпонентной	ГС,	приведен-
ной	на	рис.	11:	а	–	пара	периодов	w1/2,	w2/2;	б	–	пара	

периодов	w1,	w2

5. Апробация результатов исследований

Представляет интерес формулирование универ-
сального условия двоякопериодичности некоторой 
многокомпонентной ГС, составленной из ряда пра-
вильных ГС более низкого уровня. Сначала рассмотрим 
вопрос о расчете глобальных периодов многокомпо-
нентной ГС. Пусть задано множество W  примитивных 
решёток i i i

1 2,= w ww , где i=1, 2, 3…Р. В простейшем слу-
чае, когда i i i i

1 1 2 2n , mw = w w = w  , где i in , m  – произвольные 
натуральные числа, глобальные периоды w1, w2 всегда 
существуют и определяются следующим образом. 
Обозначим через N и M наименьшие общие кратные 

для множеств чисел { } { }i in , m : = 1 2 PN HOK(n , n , ...,n ) ,  

HOK= 1 2 PM (m , m , ...,m ) . Тогда 1 1N ,w = w  2 2Mw = w . 
  
Например, пусть 1 23 2j 5

, ; , j
7 5 7

= =w w , что эк- 
 
вивалентно 1 1 j

3 , 2
7 5

= ⋅ ⋅w ; 2 1 j
5 , 5

7 5
= ⋅ ⋅w , т.е.  

 

1 2 1 2
1 2

1 j
n 3, n 5, m 2, m 5, ,

7 5
= = = = w = w =  ; при этом 

 
HOK HOK= = = =N (3, 5) 15, M (2, 5) 10 . Таким образом 

 

1 1

15
N ,

7
w = w =  2 2M 2jw = w = .

В более общем случае может потребоваться переход 
от заданных примитивных решеток к эквивалентным 
согласно методике, приведенной выше. Если 
преобразованное таким образом множество исходных 
решеток удается привести к виду i i i i

1 1 2 2n , mw = w w = w  ,  
то 1 1 2 2N , M .w = w w = w   В противном случае для 
заданного множества W  примитивных решёток 
не существуют глобальные периоды w1 и w2. Пусть, 
 
например, 1 23 2j 3 5

, ; j, j
7 5 7 7

= + − = +w w . Очевидно, 
 
данное множество периодов невозможно привести к 
виду i i i i

1 1 2 2n , mw = w w = w   (i=1, 2). Однако при переходе к 
 
эквивалентным периодам 1

э

3 2j
,

7 5
=w  (которые, как 

 
легко проверить, получаются при α=6/5, β=-2, γ=-6/5, 

δ=3) и 2
э

5
, j

7
=w  (при  α=1, β=0, γ=1, δ=1) – приходим к  

 
примеру приведенному выше.

Приведенное выше условие двоякопериодичности 
относится к двоякопериодическим множествам точек. 
Очевидно, это условие можно распространить и на 
сложные ГС. Единственным ограничением здесь явля-
ется исключение наложения (перекрытия) включений, 
содержащихся в разных примитивных решетках.

6. Выводы

1. Предложена классификация гетерогенных 
структур, основанная на различии геометрических 
и физических параметров компонентов, масштабов 
включений, типом происхождения и агрегатного со-
стояния, назначением, областью применения и др.

2. Для двумерных упорядоченных структур сфор-
мулировано универсальное условие двоякоперио-
дичности сложной многокомпонентной гетерогенной 
среды, полученной объединением произвольного ко-
личества правильных структур более низкого уровня. 
Это условие может быть полезным как при компози-
ции, так и при декомпозиции в процессе анализа таких 
структур.
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Метою даної статті є систематизація 
даних про основні закономірності процесів 
іонного легування арсеніду галію, аналіз 
впливу технологічних факторів на пара-
метри імплантованих шарів, використан-
ня методів іонної імплантації в тому числі 
високоенергетичної багатозарядної при 
формуванні приладних структур швидкісних 
великих інтегральних схем на арсеніді галію

Ключові слова: іонне легування, 
багатозарядні домішки, напівізолюючий 
арсенід галію

Целью данной статьи является система-
тизация данных об основных закономерно-
стях процессов ионного легирования арсени-
да галлия, анализ влияния технологических 
факторов на параметры имплантирован-
ных слоев, использование методов ионной 
имплантации в том числе высокоэнергети-
ческой многозарядного при формировании 
приборных структур скоростных больших 
интегральных схем на арсениде галлия

Ключевые слова: ионное легирование, 
многозарядные примеси, полуизолирующий 
арсенид галлия

1. Вступ

Промислове освоєння технології іонного легування 
на арсеніді галію сьогодні вимагає рішення декількох 
специфічних задач, основними із яких є :

• зниження вартості і покращення якості вихід-
ного матеріалу і підкладок великого діаметру 
(>100 мм);

• модифікація сучасного автоматизованого об-
ладнання, яка обумовлена великою в порівнян-
ні з кремнієм (майже в 2,7 рази) масою пластин 

GaAs , їх хрупкості і прозорістю високоомного 
матеріалу в ІЧ-діапазоні;

• забезпечення ефективного відведення тепла 
від структур GaAs  в процесі обробки і екс-
плуатації внаслідок низької теплопровідності 
матеріалу (складає близько 35% від теплопро-
відності Si );

• розробки методів багатозарядної імплантації 
і відпалу домішок для зниження дефектів в 
структурах ВІС.


