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1. Введение

Крупногабаритные щелочно-галоидные (ЩГК) мо-
нокристаллы выращивают в промышленности методом 

Чохральского на установках типа «РОСТ». Качество 
ЩГК определяется стабильностью массовой скорости 
его роста. Эта скорость косвенно оценивается по диа-
метру растущего монокристалла, который и стабили-
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зируется в процессе управления выращиванием. При 
выращивании крупногабаритных щелочно-галоидных 
монокристаллов предъявляются жесткие требования 
к точности стабилизации диаметра монокристалла, 
устойчивости и качеству управления ростом, поэтому 
в процессе выполнения этих требований решается 
основная проблема эффективности кристаллизации. 
Вопрос о создании эффективных систем оптималь-
ного управления промышленными технологиями вы-
ращивания ЩГК до настоящего времени по-прежнему 
стоит остро.

2. Анализ исследований и публикаций

На ростовых установках практически реализованы 
процессы управляемой кристаллизации, с исполь-
зованием для управления информации о положении 
уровня расплава, который используется для оценки 
диаметра растущего кристалла [1]. При выполнении 
требований к качеству управления объектом, опреде-
ляющим моментом принята точность стабилизации 
диаметра, характеризующаяся, в том числе, и каче-
ством переходного процесса на всем интервале време-
ни решения целевой задачи. В практике решения зада-
чи стабилизации (частный случай задачи модального 
управления – управления спектром) используется ряд 
методов, которые можно распределить следующим об-
разом:

– критерий управляемости Калмана [2] для фор-
мулировки и решения математически строгой задачи 
модального управления обыкновенными многовходо-
выми линейными системами [3];

– использование LMI- областей [4 – 6] для выпол-
нения требований на размещение собственных значе-
ний матриц замкнутой системы;

– синтез стабилизирующего регулятора H∞ - мето-
дом формирования контура [7] (робастное модальное 
управление) c размещением тех или иных нулей пере-
даточной функции замкнутой системы [8];

– размещение собственных значений матриц зам-
кнутой системы и оптимизация [9].

3. Формирование целей и задач синтеза законов 
управления процессом

Особое внимание в настоящее время уделяется ис-
следованиям, устанавливающих связь модального и 
оптимизационного подходов к синтезу обратной связи 
в целях обеспечения заданных требований качества и 
устойчивости переходных процессов управления вы-
ращиванием ЩГК.

Для линейного стационарного объекта управления 
эта задача может быть решена методами конструиро-
вания системы оптимального квадратичного управ-
ления.

Известно, что квадратичная оптимизация в ли-
нейных системах определяет матрицу коэффициентов 
обратной связи K, обеспечивающей устойчивость ма-
трице состояния замкнутой системы А–ВK в случае 
стабилизируемости пары (А, В). Основная проблема 
состоит в том, что матрице состояния свойственна не-
достаточная робастность оптимального управления, 

связанная, прежде всего, с размещением собственных 
значений оптимальной системы.

С другой стороны, известно, что синтез обратной 
связи с помощью модальных методов осуществить 
гораздо проще, чем определить оптимальное квадра-
тичное управление путем решения уравнения Лурье-
Риккати. Исходя из этого, полученное более простым 
путем управление, как правило, не будет оптималь-
ным.

Целью настоящей работы является решение за-
дачи синтеза закона стабилизации для многомерного 
процесса выращивания монокристаллов в области его 
стационарности. 

Для достижения поставленной цели необходимо 
обеспечить оптимальное, в смысле минимума линей-
но-квадратичного функционала, размещение соб-
ственных значений замкнутой системы для системы 
управления процессом кристаллизации.

4. Описание объекта управления системы

Задача назначения собственных значений в линей-
ных динамических системах в той или иной постанов-
ке рассматривалась в многочисленных работах [3 – 9]. 
Управление такими системами является классической 
задачей обеспечения некоторых заданных требований 
к процессу управления, а, именно: (a) на размещение 
собственных значений матриц замкнутой системы в 
заданных точках или областях [4 – 6]; на размещение 
собственных значений и нулей передаточной матрицы 
замкнутой MIMO-системы [3, 7, 8]; (c) обеспечение 
требований к переходным процессам в замкнутой 
системе и оптимизация, например, в смысле мини-
мума заданного функционала [9]. При выдвижении 
дополнительных требований полной управляемости 
и полной наблюдаемости системы [2] требование (a) 
распространяется на все известные постановки задачи 
стабилизации и выражается в постановках модального 
управления [3, 8].

В основе метода стабилизации состояния объекта 
путем обеспечения выполнения требований (a), (c), 
лежит специфическая декомпозиция модели системы 
[10].

Пусть задана математическая модель объекта 
управления (ОУ) в пространстве состояний в виде 
линейной стационарной системы

x t Ax t Bu t x x( ) ( ) ( ), ( ) ,= + =0 0  (1)

y t Cx t( ) ( )= , (2)

где x t Rn( ) ∈  – n-мерный вектор состояния сис-
темы, x0 – его начальное состояние; u t Rm( ) ∈  –  
m-мерный вектор управления и y t Rq( ) ∈  – q-мер-
ный вектор контролируемых координат. Реализа-
цию в пространстве состояний (1), (2) обозначим 
тройкой матриц (A, B, C). Управление в системе с 
обратной связью вида

u Kx t= ( ) , (3)

где K – постоянная матрица коэффициентов усиле-
ния.
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Моделирование процесса выращивания как объ-
екта управления, проводилось на примере получе-
ния крупногабаритных монокристаллов CsJ  методом 
Чохральского.

Процесс выращивания рассматривался как дву-
мерный линейный стационарный объект управле-
ния с двумя входными величинами – температура 
основного Td  и температура дополнительного на-
гревателя Tb  и двумя выходами – диаметр кри-
сталла Ds и температура подпиточного расплава Tp  
[11]. Матричная передаточная функция этого ОУ –  
W. 

В пространстве состояний ОУ имеет следующие 
матрицы

A

x x x x

x

x

x

x

=
−
−

−
−

 1 2 3 4

1 0 1 548 0 0

2 1 5 453 0 0

3 0 0 0 0 4322

4 0 0 0 5 3 124

.

.

.

. .



















,

B

u u

x

x

x

x

=
−

−
−

1 2

1 0 5019 2 142

2 0 2637 5 573

3 0 2915 0 3939

4 1 699 0

. .

. .

. .

. .88284























,

C

x x x x

y

y

=
















1 2 3 4

1 0 4 0 0

2 0 0 2 0

.

5. Синтез системы и результаты обеспечения заданных 
требований

В основе оптимального размещения собственных 
значений замкнутой системы лежит предложенный в 
[10] метод декомпозиции модели исходной системы и 
установленная взаимосвязь модального и оптималь-
ного подходов к синтезу обратной связи в целях обе-
спечения заданных требований качества в виде функ-
ционала Летова-Калмана и устойчивости переходных 
процессов управления.

Декомпозиция многомерной системы, представляе-
мой парой матриц А и В, содержит L ceil n m= −( / ) 1 уров-
ней декомпозиции, где ceil( )∗ – операция округления 
числа ∗  в сторону большего значения. Для рассматри-
ваемого ОУ L=1.

Обозначим для матрицы М: M+ – псевдообратная 
матрица Мура-Пенроуза; M

L
– левый делитель нуля; 

M
TL

– ортогональный делитель нуля. Причем матри-

цы такие, что M M
L

n m m⋅ = − ×0( ) , M M I
L TL

n m⋅ = − .
Уровни декомпозиции:
– нулевой: А и В;

– первый: A B AB
L TL

1 = , B B AB
L

1 = .
В рассматриваемой системе, согласно принятым 

обозначениям, имеем:
для матрицы В (нулевой уровень декомпозиции) –

B
L

=
−
−











0 5142 0 1269 1 0

2 8810 0 9587 0 1

. .

. .
,

B
TL

=

−
−



















7 5366 0 9979

22 6480 4 0418

0 0

0 0

. .

. .
;

для первого уровня декомпозиции –

A1

3 3096 0 5466

10 1454 2 1433
=

−
−











. .

. .
, B1

0 6979 0 4928

4 4782 4 6117
=

− −
−











. .

. .
.

В [10] показано, что для полностью управляемой 
рассматриваемой многомерной системы (1) и матрицах 
коэффициентов усиления

K B A F B= −− −
0 , B K B B

L− += +1 , (4)

K B A FB1 1 1 1 1= −− − , B B1 1
− += , (5)

справедливо утверждение относительно множества 
собственных значений (спектра) матриц замкнутой 
системы:

eig A BK eig F eig F( ) ( ) ( )− = 0 1 , (6)

т. е. регулятор, заданный матричными соотношениями 
(4), (5) обеспечивает выполнение условия заданного 
размещения собственных значений (6).

С другой стороны, для замкнутой непрерывной 
многомерной системы матрица регулятора K∗  явля-
ется оптимальной в смысле минимума квадратичного 
функционала качества Летова-Калмана:

J x Qx u Ru dtT T= +
∞

∫
1
2 0

( ) , (7)

где Q QT = ≥ 0 , R RT = > 0 , т.е. удовлетворяет алгебраи-
ческому уравнению Риккати:

A P PA PBR B P QT T+ − + =−1 0 ,

и Р – (строго) положительно-определенная симметри-
ческая матрица, если и только:

1. eig A BK( )− <∗ 0 , т. е. замкнутая многомерная си-
стема является асимптотически устойчивой;

2. K B∗ > 0 , т.е. матрица K B∗  является (строго) поло-
жительно-определенной симметрической матрицей.

Оптимальный регулятор в смысле минимума 
функционала (7) имеет вид

K K B B A F K B Bopt

L

opt

L
= + − ++ +( ) ( )1 1 , (8)

F K B B AB Iopt

L

m= + −+( )1 α , (9)
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где матрица Fopt  удовлетворяет линейному матрично-
му уравнению (неравенству) F K B B ABopt

L
− + <+( )1 0  и 

условию eig F Copt
stab( ) ⊂ , Cstab  – левая полуплоскость 

комплексной плоскости, α λ> + +Re( ( ) )max K B B AB
L

1 . 
Здесь Re( ( ) )maxλ K B B AB

L

1 + +  – действительная часть 
максимально удаленного от мнимой оси вправо соб-
ственного значения матрицы ( )K B B AB R

L m m
1 + ∈+ × , в 

которой псевдообратные матрицы Мура-Пенроуза для 
уровней декомпозиции представлены следующим об-
разом:

B+ =
−

− −





0 1338 0 1338 0 0858 0 5136

0 0546 0 1569 0 0081 0 0068

. . . .

. . . . 
 ,

B1

0 8500 0 0908

0 8254 0 1286
+ =

− −
−











. .

. .
.

Согласно описанию в пространстве состояний ОУ, 
задаем:

F1 1 0 05 0 059 4 7034= − − − −[ ]. ; . . ,

eig F( ) . ; .1 0 9992 4 7042= − −[ ] .

Тогда матрицы коэффициентов обратной связи и 
регулятора, обеспечивающие оптимальное размеще-
ние собственных значений в задаче стабилизации объ-
екта, запишутся следующим образом:

K1 1 0003 0 3543 0 1044 0 1272= − −[ ]. . ; . . ,

Kopt =
−
−





0 4537 0 0256 0 2427 1 4608

0 4691 0 2268 0 0275 0 1081

. . . .

. . . .



 ,

Fopt =
−
−











0 1594 3 4939

0 2115 3 3693

. .

. .
,

eig Fopt( ) . ; .= − −[ ]0 0641 3 1458 .

Замкнутая система с регулятором Kopt

W C pI A BK Bopt opt= − +( )−

4

1
.

Компоненты матричной передаточной функции W 
по каналам управления:

W
p p p

p p popt( , )
. . . .

. .
1 1

1 055 3 597 12 08 0 8305
12 96 43 36 1

3 2

4 3 2=
+ + +

+ + 44 65 0 8344. .p +
,

W
p p p

p p popt( , )
. . .

. . .
1 2

22 29 127 34 81 1 838
12 96 43 36 14 6

3 2

4 3 2=
+ + +

+ + 55 0 8344p + .
,

W
p p p

p p popt( , )
. . . .

. .
2 1

3 398 26 26 11 45 0 4208
12 96 43 36 1

3 2

4 3 2=
+ + +

+ + 44 65 0 8344. .p +
,

W
p p p

p p popt( , )
. . . .

. .
2 2

1 657 13 06 8 588 0 7838
12 96 43 36

3 2

4 3 2=
− − − −

+ +114 65 0 8344. .p +
.

На рис. 1 приведена переходная характеристи-
ка замкнутой системы для канала управления Wopt(1,1)  
«диаметр монокристалла – температура основного 
нагревателя».

На рис. 2 для этого же канала показаны функции 
чувствительности S и дополнительной чувствитель-
ности Т (сплошная линия).

Рис. 1. Переходная характеристика замкнутой системы: 
изменение амплитуды A (в относительных единицах) 

реакции системы на входное воздействие, в зависимости 
от времени T (мс) переходного процесса

Рис. 2. Результаты оценки качества управления системой 
по функциям T и S: значения сингулярных чисел σ, дБ, в 

зависимости от частоты (рад/с); наклон функций – 
в децибелах на декаду (дБ/дек)

Результаты синтеза, согласно рис. 1 характеризуют 
удовлетворительную оценку совместимости требо-
ваний между качеством переходных процессов и ро-
бастной устойчивостью замкнутой системы: A=1 о.е.,  
T = (150-200) мс.

Из графиков представленных на рис. 2 следу-
ет, что функция чувствительности S имеет на-
к лон примерно 20 дБ/дек на низких частота х  
((10-3-2⋅10-1) рад/с) и остается с наклоном, меньше 
0 дБ для частот около 100  рад/с, без наклона этой 
функции на более высоких частотах.

Тем самым, обеспечивается удовлетворительное 
подавление возмущений на низких частотах и низкая 
колебательность замкнутой системы. Это очень важ-
но, так как в рассматриваемой системе основное воз-
мущение на низких частотах – это колебания уровня 
расплава с частотой 1.0-5.0 рад/с.

Анализ функции дополнительной чувствитель-
ности T показывает аналогичные результаты: в си-
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стеме будет обеспечено подавление высокочастотных 
внешних возмущений (наклон функции, около – 
20 дБ/дек на высоких частотах), в частности, шумов 
измерений, высокое демпфирование замкнутой си-
стемы.

В целом, анализ с использованием аппарата чув-
ствительности показывает, что оптимальная си-
стема обладает робастной устойчивостью и всегда 
будет асимптотически устойчивой для полученных 
в результате моделирования параметров этой систе-
мы, выбор которых не составляет больших слож-
ностей.

6. Выводы

На основе установленной взаимосвязи модально-
го и оптимального подходов к синтезу управления в 
целях обеспечения заданных требований качества и 
устойчивости переходных процессов и декомпозиции 
модели системы управления выращиванием крупно-
габаритных щелочно-галоидных монокристаллов, ре-
шена задача синтеза системы управления с оптималь-
ным в смысле минимума линейно-квадратического 
функционала размещением множества собственных 
значений замкнутой системы.
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