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УДК 004.832.34Представлені теоретичні положення розроб-
ки систем підтримки прийняття рішень, засно-
вані на структурах довіри Демпстера-Шефера. 
Репрезентовано метод підтримки прийняття рішень з 
використанням структур довіри, що дозволяє викори-
стовувати суб’єктивну якісну експертну інформацію, 
представлену у вигляді наборів оцінок, за допомогою 
формування на її основі комбінованих гіпотез і засто-
сування до них операторів упорядкованого середнього 
зваженого

Ключові слова: прийняття рішень, структура дові-
ри, оператори агрегування, комбінування гіпотез

Представлены теоретические положения разработ-
ки систем поддержки принятия решений, основанные на 
структурах доверия Демпстера-Шефера. Представлен 
метод поддержки принятия решений с использованием 
структур доверия, позволяющий использовать субъек-
тивную качественную экспертную информацию, фор-
мализованную в виде наборов оценок, посредством фор-
мирования на ее основе комбинированных гипотез и 
применения к ним операторов упорядоченного среднего 
взвешенного

Ключевые слова: принятие решений, структура 
доверия, операторы агрегирования, комбинирование 
гипотез

1. Введение

Практически все сложные задачи для своего реше-
ния требуют привлечения различных групп специали-
стов – экономистов, инженеров, экологов, социологов 
и др., причем каждая из указанных групп, как правило, 
решает свои специфические задачи [1]. На завершаю-
щем этапе, когда требуется обобщить все суждения, 
междисциплинарная разобщенность в значительной 
степени затрудняет принятие окончательного реше-
ния. А сами группы могут занять жесткие позиции, 
устойчивые к компромиссу. В последнее время, при 
решении задач, в которых фигурируют экспертные 
оценки и неточные сведения, широкое распростра-
нение получили методы теории нечетких множеств. 
Эти методы оказываются очень полезными в случае 
высокого уровня неопределенности и недостатка ис-
ходной информации, однако при решении подобных 
задач возникает необходимость учитывать противо-
речивые данные, получаемые на основе субъективных 
экспертных оценок. Эти данные, как правило, сочета-
ются с фрагментарными объективными сведениями 
о редких событиях, которые, тем не менее, периоди-
чески поступают и требуют их учета, следовательно, 
должны проводиться корректировки ранее сделанных 
оценок. Также с решением такого рода некоррект-
ных задач приходится сталкиваться при прогнозе и 
мониторинге аварий и катастроф, когда осуществля-
ется экстраполяция изменения текущего состояния 
системы в будущем. Таким образом, в случаях, когда 
неопределенность связана с вариативностью параме-
тров, а количество исходной информации о неопреде-
ленных параметрах все же позволяет эксперту сделать 

предположение о типе вероятностного распределения, 
более полезными могут быть специальные методы, 
основанные на использовании так называемых «силь-
ных методов» решения задач, основанных на логике 
немонотонных рассуждений [2].

2. Особенности принятия решений с применением 
структур доверия Демпстера-Шефера

Структура доверия Демпстера-Шефера определе-
на в пространстве Х, состоящем из набора n ненуле-
вых подмножеств Bj, j=1,…,n, называемых фокальными 
элементами и отображения m (basic belief assignment), 
называемого основной функцией назначения вероят-
ностей, мерой доверия [2] или массой вероятности [3], 
определенной как:

m X: [ , ],2 0 1→

такой, что

m B B X

m A A B

j j
j

n

j

( ) , ,

( ) , .

= ∀ ⊆

= ∀ ≠

=
∑ 1

0

1

Модель структуры доверия [4] является распре-
деленной оценкой с уровнями доверия для представ-
ления эффективности альтернативы по выбранному 
критерию. Предположим, что критерий оценивается 
полным набором возможных ситуаций с n оценочны-
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ми классами, H H H H Hj n= … …   { }; ; , , ,1 2 , где Нj это j-й 
оценочный класс. 

Без потери общности, предполагается, что Нn пред-
почтительнее Нn+1. Данная оценка для критерия c  ма-
тематически может быть представлена в виде следую-
щего распределения:

S(c) = {F(H , m(B ))},  j = 1, ..., n,  j j  (1)

где m (Bj)≥ 0, m(B )j ≤
=
∑ 1

1j

N

.

Функция (1) означает, что критерий c  оценивается 
для класса Нn с уровнем доверия m(Bj). Оценка S(с) 

является полной, если m(B )j =
=
∑ 1

1j

N

 и неполной, если 

m(B ) < j 1
1j

N

=
∑ . Особым случаем является m(B )j =

=
∑ 0

1j

N

, 

который представляет собой полное игнорирование 

критерия с.
Со структурами доверия ассоциированы две  

меры – (plausibility) и (belief) [5]. Мера Pl определяется 
как Pls X: [ , ],2 0 1→  такая, что:

Pls A m Bj
A Bj

( ) ( ).=
≠∅

∑


Аналогично, мера доверия Bel определяется как 
Bel X: [ , ],2 0 1→  такая, что:

Bel A m Bj
Bj A

( ) ( ).=
⊆
∑

Bel представляет собой точную поддержку А, в то 
время как Pls представляет собой возможную под-
держку А. С помощью этих мер возможно представить 
интервал доверия А в виде [Bel(A), Pls(A)]. Данный ин-
тервал рассматривается соответственно как нижний и 
верхний уровни доверия А. Модель Шефера опреде-
ляет различающий фрейм, Θ, как пространство всех 
возможных решений. Правило Демпстера позволя-
ет для каждой совокупности исходных подмножеств 
(фокальных элементов) на всем множестве исходных 
данных сформировать результирующие подмножества 
и вычислить для них степени уверенности (комбини-
рованные меры доверия (массы вероятности)).

Правило Демпстера является универсальным для 
комбинирования гипотез X и Y и выполняется путем 
ортогонального суммирования соответствующих им 
мер доверия m1 и m2

m A
m X m Y

k
X Y A

12

1 2

121
( )

( ) ( )
=

−
=

∑
 , (2)

где

k m X m Y
X Y

12 1 2=
=∅

∑ ( ) ( ).


 (3)

Основной проблемой использования данного под-
хода при проектировании автоматизированных си-
стем поддержки принятия решений является наличие 
нормирующего фактора (1-k12), который полностью 

игнорирует конфликты. Практически, при k12 равном 
единице, правило комбинирования свидетельств (2) 
математически не определяется. 

Для решения данной проблемы в задачах поддерж-
ки принятия решений разработан ряд модификаций 
правила (2) для комбинирования различных гипотез 
[6 – 10].

В результате проведенных исследований в настоя-
щей работе использована комбинация модификаций 
свидетельств Лефевра [7] и Ягера [10], применяя сле-
дующую процедуру:

1. Рассчитывается общее число конфликтов от-
носительно конъюнктивного консенсуса по (3), где 
X Y, ∈2Θ . 

2. Осуществляется комбинирование гипотез на под-
множестве различающего фрейма ( )A ≠ ∅ ⊆ Θ  с соот-
ветствующим набором коэффициентов ϖm A( ) [ , ]∈ 0 1 :

m km( ) ( )∅ = ∅ϖ 12 ,

m A m X m Y A k
X Y A

m( ) ( ) ( ) ( )= +
=

∑ 1 2 12


ϖ

где ∀ ≠ ∅ ∈( )A 2Θ и ϖm
A

A( ) .=
⊆
∑ 1

Θ

Использование данной процедуры позволяет пред-
ставить правило комбинации, выбрав определенный 
набор коэффициентов. 

3. Проводится расчет по правилу Ягера, кото-
рый осуществляется путем выбора ϖm ( )Θ = 1  и 
ϖm A( ) :≠ =Θ 0

m( )∅ = 0 ,

m A m X m Y
X Y A

( ) ( ) ( ),=
=

∑ 1 2


 (4)

m m m m X m Y
X Y

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Θ Θ Θ Θ= + = + ∅
=∅

∑1 2 1 2


ω ω , 

если A = Θ ,

где ∀ ∈ ≠ ∅A A2Θ , .
Например, для наборов {s1,s2,s4}, {s2,s3,s4}, {s2,s4} воз-

можные пересечения, фокальных элементов X Y1 2 , 
X Y1 2, ⊆ Θ  представлены в табл. 1.

Таблица 1

Возможные пересечения, фокальных элементов X Y,

                          m1(X)

           m2(Y)

m1(x1) m1(x2) m1(x3)

{s1,s2,s4} {s2,s3,s4} {s2,s4}

m2(y1) {s1,s2,s4} {s1,s2,s4} {s2,s4} {s2,s4}

m2(y2) {s2,s3,s4} {s2,s4} {s2,s3,s4} {s2,s4}

m2(y3) {s2,s4} {s2,s4} {s2,s4} {s2,s4}

m s s s m x m y({ , , }) ( ) ( ),1 2 4 1 1 2 1= ⋅

m s s s m x m y({ , , }) ( ) ( ),2 3 4 1 2 2 2= ⋅

m s s m x m y m x m y

m x m y m

({ , }) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) (

2 4 1 2 2 1 1 3 2 1

1 1 2 2 1

= ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + + xx m y

m x m y m x m y m x m y

3 2 2

1 1 2 3 1 2 2 3 1 3 2 3

) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).

⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅
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Данный подход к решению задачи принятия ре-
шений при наличии конкурирующих гипотез вполне 
согласуется с базовой теорией и представляет про-
блему конфликтов принципиально разрешимой для 
дальнейшей алгоритмизации и использования в авто-
матизированных системах.

Еще одной особенностью использования структур 
доверия Демпстера-Шефера является необходимость 
агрегирования информации для принятия решений. 
Одним из наиболее распространенных методов агре-
гации является метод с использованием оператора 
упорядоченного взвешенного усреднения (ordered we-
ighted averaging (OWA) operator), введенный в работе 
[11]. С момента описания, данный оператор использо-
вался в широком диапазоне приложений [12 – 18]. Он 
предоставляет параметризированное семейство опера-
торов, включающее арифметическое среднее (средне-
арифметическое взвешенное - САВ), геометрическое 
среднее (среднегеометрическое взвешенное - СГВ), 
гармоническое среднее, интеграл Сугено (СИ), инте-
грал Твофолда (ТИ), взвешенный минимум, взвешен-
ный максимум, а также расширенные операторы упо-
рядоченного взвешенного среднего [16, 19]. Операторы 
агрегирования, использованные в настоящей работе, 
представлены ниже.

В отличие от [11], в данной работе рассматрива-
ется два порядка оператора среднеарифметической 
взвешенной (САВ) – прямой и обратный, а также не-
которые из основных результатов их использования в 
модели принятия решений.

Пусть X представляет собой набор источников ин-
формации, f(хi) - значение, поставляемое xi (с a f xi i= ( )), 
σ и s - перестановки, такие что

a ai iσ σ( ) ( )≥ +1 ,

a as i s i( ) ( )≤ +1 .

Тогда, в соответствии с [20], оператор среднеариф-
метической взвешенной прямого порядка вычисляет-
ся по (5), обратного – (6).

CAB w ai i
i

n

σ σ=
=
∑ ( ),

1

 (5)

CAB w as i s i
i

n

=
=
∑ ( ),

1

 (6)

где w – весовой вектор, такой что:

w

w

i

i
i

n

∈

=
=
∑

[ , ],

.

0 1

1
1

Если индивидуальные значения характеристик 
представляют собой относительные величины дина-
мики, например характеризуют средний коэффициент 
роста, целесообразно применять среднюю геометриче-
скую [21].

В этом случае, операторы средней геометрической 
взвешенной [22] прямого и обратного порядка вычис-
ляются по (7), (8).

C B a
i

iw

i

n

Γ σ σ
=

=
∏ ( )

,
1

 (7)

C B as
w

i

n

s i

iΓ =
=

∏ ( )
.

1

 (8)

2. Формирование целей и задачи

Пусть А – набор альтернатив {A1; A2; ...; Аq}, зна-
чения которого характеризуют варианты принятия 
решения; S – набор состояний природы {S1; S2; ...; 
Sn}, характеризующий возможные варианты развития 
ситуаций; значения c11; c12; c1n; c21; c22; c2n; сn1; сn2; ...; 
сln — конкретный уровень эффективности решения, 
соответствующий определенной альтернативе при 
определенной ситуации.

Знания о состоянии природы зафиксированы в 
терминах структуры доверия m. Фокальными элемен-
тами m являются B1, ..., Br и связанные с ними веса 
m(Bk).

Задача заключается в выборе лучшей альтернати-
вы, которая доставляет выигрыш лицу, принимающе-
му решение.

Причем, при решении задачи необходимо учиты-
вать следующие условия:

1) наличие субъективной качественной экспертной 
информации, характеризующейся набором конкури-
рующих гипотез и требующей агрегации;

2) вид матрицы решений может меняться в зависи-
мости от выбранных показателей эффективности;

3) метод должен обеспечивать поддержку приня-
тия решений, как для задачи поиска минимальных 
потерь, так и для задачи нахождения максимальной 
эффективности.

Матрица возможных решений может быть пред-
ставлена в виде матрицы выигрышей, включающей 
показатели эффективности, или в виде матрицы ри-
сков, в котором вместо показателя эффективности 
используется показатель финансовых потерь, соот-
ветствующих определенным сочетаниям альтернатив 
принятия решений и возможным ситуациям развития 
событий.

Резюмируя вышеска занное, ставится за дача 
разработки метода поддержки принятия решений, 
сформулированного в терминах структур доверия, 
позволяющего оценивать минимальные и макси-
мальные цели (риски и выигрыши) и различающе-
гося на шаге агрегирования типами используемых 
операторов.

Для обеспечения вариативности целей в работе 
использованы различные типы упорядочения в за-
висимости от типа конкретной проблемы - порядок 
убывания для задач, целью которых является полу-
чение наилучшего результата и порядок возрастания 
для задач, в которых наименьшее значение является 
лучшим результатом.

4. Метод поддержки принятия решений с 
использованием структур доверия

Метод поддержки принятия решений с использова-
нием структур доверия формализован в виде следую-
щей последовательности.
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Шаг 1. Формирование матрицы альтернативных 
решений

s s s

A c c c

A c c c

Al c c c

n

n

n

l l

1 2

11 12 1

21 22 2

1 2

1

2

...

...

...

... ln

    

Шаг 2. Определение наборов фокальных элементов 
B ⊆ Θ и назначение основных масс вероятности под-
множествам

B B B B Bi q
1

1
1

2
1 1 1= ( , ,..., ,..., ) , B B B B Bj

2
1
2

2
2 2 2= ( , ,..., ,..., )τ .

Шаг 3. Расчет функции доверия для объединенных 
наборов с использованием (4):

m B m B m Bk i j
B B B

( ) ( ) ( ).=
=

∑ 1
1

2
2

1 2


Шаг 4. Определение коллекции весовых коэф-
фициентов w, используемых в функции агрегиро-
вания для отдельных множеств фокальных элемен-

тов: w w w wn= ( , ,..., )1 2 , такой что w j ∈[0,1] ; w j
j

n

=
∑ =

1

1 .

Для вычисления значений весовых коэффициен-
тов w j  ( j n= 1,.., ) может быть использована формула, 
предложенная в [20]:

w j = 





−
−





Q
j
n

Q
j
n

1
, (9)

где

Q r

пpи r

r
пpи r

пpи r

( )
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, .
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<

−
−

≤ ≤

>
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1

α

α
β α

α β

β

 (10)

Согласно [20] нечеткий квантор представляет со-
бой отображение Q :[ , ] [ , ]0 1 0 1→ , такое что:

1) Q Q( ) , ( ) ;0 0 1 1= =

2) r t Q r Q t< ⇒ ≤( ) ( );

3) w Q
j
n

Q
j
n

Q Qj
j

n

j

n

= =
∑ ∑= 





−
−











= − =
1 1

1
1 0 1( ) ( ) .

Квантор Q в (10) определяется в виде линейной 
функции принадлежности для всех α , β , r ∈[0,1]  [23]. 
Значения α , β  определяются в зависимости от линг-
вистического смысла квантора Q .

На рис. 1 представлены примеры неубывающих 
нечетких кванторов «большинство», «по крайней 
мере, половина (почти все)» и «не менее половины 
(как можно больше)» с функцией принадлежности 
(10), характеризуемой значениями параметров ( α , 
β ) равных соответственно (0.3, 0.8), (0, 0.5) и (0.5, 1) 
[24, 25].

Рис. 1. Графическое представление нечетких кванторов:
а – «большинство»; б – «по крайней мере, половина»;

с – «не менее половины»

Шаг 5. Определение набора Nik, который образу-
ется при выборе i-й альтернативы и k-го фокального 

элемента, ∀i k, : N c s Bik ij j k= ∈{ }.

Шаг 6. Проведение процедуры упорядочивания на-
боров Nik для каждого из критериев:

CAB C B s s s s sj n nσ σ, : ,..., ,..., .1 2 1> > > > > >−

CAB C B s s s s ss s j n n, : ,..., ,..., ,1 2 1< < < < < <−

∀ ∈ =s N j nj ik 1,..., .

Шаг 7. Расчет агрегированных значений Mik.

M w sik j
j

n

j= ⋅
=
∑

1

.  (11)

Шаг 8. Расчет обобщенного показателя ожидаемого 
значения для каждой альтернативы

C M m Bi ik k
k

r

=
=

∑ ( )
1

. (12)

Шаг 9. Упорядочивание и выбор альтернативы в 
соответствии с целями и правилом использованного 
порядка.

Для иллюстрации представленного метода, далее 
представлен численный пример. 

Пусть основа анализа включает в себя четыре эле-
мента: Θ=s1,s2, s3,s4. Предположим, что проблема при-
нятия решений имеет четыре альтернативы А1, А2, 
А3, А4:

s s s s

A

A

A

A

1 2 3 4

1 10 40 20 30

2 15 20 25 30

3 40 30 10 20

4 40 50 10 30

Предположим далее, что имеется две группы экс-
пертов (Gr1, Gr2), каждая из которых определила 
собственные суждения, используя модель структуры 
доверия для каждой альтернативы по каждому крите-
рию следующим образом.

Gr1: ({s1,s2,s4}, 0,8; {s2,s3,s4}, 0,1; {s2,s4}, 0,1).

Gr2: ({s1,s2,s4}, 0,5; {s2,s3,s4}, 0,4; {s2,s4}, 0,1).
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Тогда набор фокальных элементов для объединен-
ных наборов может быть представлен в следующем 
виде (табл. 2).

Таблица 2

Пересечения, фокальных элементов Gr1, Gr2

               Gr 1
      Gr 2

{s1,s2,s4}
0,8

{s2,s3,s4}
0,1

{s2,s4}
0,1

{s1,s2,s4}
0,5

{s1,s2,s4}
0,4

{s2,s4}
0,05

{s2,s4}
0,05

{s2,s3,s4}
0,4

{s2,s4}
0,32

{s2,s3,s4}
0,04

{s2,s4}
0,04

{s2,s4}
0,1

{s2,s4}
0,08

{s2,s4}
0,01

{s2,s4}
0,01

Проведем расчет функции доверия по (4):

m B m s s s( ) ({ , , }) , ,1 1 2 4 0 4= =

m B m s s s( ) ({ , , }) , ,2 2 3 4 0 04= =

m B m s s( ) ({ , }) , .3 2 4 0 56= =

Пусть весовые коэффициенты w, которые будут ис-
пользоваться для функции агрегирования для отдель-
ных множеств фокальных элементов: w1 = (0,4; 0,6), 
w2 = (0,3; 0,4; 0,4).

Определим набор Nik, который образуется при 
выборе альтернативы Ai и фокального элемента 
Bk, N c s Bik ij j k= ∈{ }.

Проведем упорядочивание наборов Nik в соответ-
ствии с типом оператора. Для САВσ, СГВσ: a ai iσ σ( ) ( )≥ +1 , 
для САВs, СГВs: a as i s i( ) ( )≤ +1 .

Расчет агрегированных значений Mik выполняется 
по (11), результаты представлены в табл. 3.

Расчет обобщенного показателя ожидаемого зна-
чения для каждой альтернативы проводится по (12). 
Результаты сведены в табл. 4.

Таблица 4

Результаты расчета обобщенного показателя

Альтернатива
Значение показателя

САВs САВσ СГВs СГВσ

A1 33,92 31,52 30,81 28,37

A2 25,48 23,72 23,92 22,16

A3 29,08 27,08 26,96 24,96

A4 42,92 39,72 39,89 37,87

Упорядочивание альтернатив проводится по ре-
зультатам, представленным в табл. 2, выбор альтер-
нативы – в соответствии с использованным правилом 
предпочтения (табл. 5):

Таблица 5

Результаты упорядочивания альтернатив 

Операторы Порядок предпочтения альтернатив

САВs, СГВs A A A A2 3 1 4  

САВσ, СГВσ A A A A4 1 3 2  

Как видно из табл. 5, для САВσ, СГВσ операторов, 
в качестве наилучшего решения выбирается вариант 
А4, поскольку он дает самую высокую ожидаемую 
стоимость.

Для САВs и СГВs операторов, выбирается вариант 
А 2, поскольку в этих случаях считается, что лучшим 
результатом является наименьший.

5. Выводы

В статье рассмотрены особенности принятия ре-
шений с использованием структур доверия. Выде-
лена проблема конфликтов в классической модели 
доверия Демпстера-Шефера, вызванная наличием 
нормирующего фактора и не позволяющая ее даль-
нейшую алгоритмизацию и использование в ав-
томатизированных системах поддержки принятия 
решений.

Для решения указанной проблемы предложена 
процедура комбинирования гипотез с использова-
нием известных модификаций свидетельств Лефев-
ра и Ягера.

Получил дальнейшее развитие метод поддерж-
ки принятия решений с использованием 
структур доверия, позволяющий исполь-
зовать субъективную качественную экс-
пертную информацию, характеризующу-
юся набором конкурирующих гипотез, 
требующих агрегации, и отличающийся 
от известного метода применением раз-
личных порядков операторов агрегиро-
вания, что в свою очередь позволяет рас-
ширить типы решаемых задач.

Разработанна я форма льна я основа 
автоматизированных рассуждений, осно-
ванная на методах теории свидетельств 
Демпстера-Шефера, была успешно при-

менена к ряду практических задач, в частности для 
мультисенсорной интеграции экологических и тех-
нологических данных [26].

Опе-
ратор

Агрегированные значения

M11 M12 M13 M21 M22 M23 M31 M32 M33 M41 M42 M43

САВs 31 34 36 24,5 28 26 34 23 26 45 35 42

САВσ 28 32 34 23 27 24 32 21 24 43 31 38

СГВs 24,2 29,8 35,6 21,6 25,1 25,5 29,8 19,1 25,5 40,1 26,5 40,7

СГВσ 21,1 27,8 33,6 20,1 24,1 23,5 27,8 17,1 23,5 38,1 22,5 36,8

Таблица 3

Результаты расчета агрегированных значений
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