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1. Вступ

Система комп’ютерної алгебри Maple перший реліз 
якої випущений у 1981 році канадською фірмою Wate-
rloo Maple, Inc., успішно поєднує символьні маніпуля-
ції, обчислювальну математику, потужну графіку та 
зручну мову програмування. В силу своєї зручності та 
універсальності система Maple стала незамінним ін-
струментом наукових досліджень для багатьох вчених, 
інженерів та студентів.

Останнім часом спостерігається активне проник-
нення систем комп’ютерної алгебри в освітній процес 
оскільки це дає можливість формування принципово 
нових технологій навчання [1 – 3].

Практично для кожного розділу математики в  
Maple розроблено окремий спеціалізований пакет ко-
манд. Проте на даний час ці технології, незважаючи на 
свою ефективність та наочність, в силу різних причин, 
ще недостатньо поширені в навчальному процесі.

2. Аналіз джерел та постановка проблеми

Метою даної статті є розгляд основних команд 
спеціалізованого пакету numtheory, який розроблений 
для розв’язання типових задач теорії чисел. Початкові 
навики роботи в системі комп’ютерної алгебри Maple, 
детально розглянуто в [4 – 5]. Також, ми будемо дотри-
муватися стандартної термінології елементарної теорії 
чисел, див. [6 – 7].

Дана стаття є продовженням статтi [8], спрямова-
них на популяризацію систем комп’ютерної алгебри. 
Матеріали статті можуть бути використані студентами 

та викладачами ВНЗ для розв’язання типових задач, 
які зустрічаються в процесі вивчення дисциплін “Дис-
кретна математика”, “Дискретні структури”, “Захист 
інформації”, “Безпека програм та даних”.

3. Опис пакету numtheory

Дамо короткий опис тієї частини мови програму-
вання системи Maple та стандартних процедур, які 
необхідні для вирішення типових задач елементарної 
теорії чисел.

Пакет numtheory являє собою великий набір про-
цедур для роботи з цілими та раціональними числами, 
числами Гауса, многочленами над скінченними поля-
ми, мультиплікативними функція та стандартними 
іменованими числами. У цій статті ми опишемо лише 
команди для роботи з цілими числами.

Для підключення пакету numtheory потрібно в 
робочому рядку Maple після символу запрошення вве-
дення команди > набрати командний рядок такого 
вигляду:

> with(numtheory):
Розглянемо основні типи команд з цього пакету.
3.1. Подільність чисел. Нагадаємо, що, згідно основ-

ної теореми арифметики, для всякого натурального 
числа n>1 має місце його розклад у вигляді добутку 
простих чисел:

n p p pk
k= 1

1
2

2α α α... .

де pi – i-те просте число, а αi – натуральне число. Та-
кий запис називається канонічним розкладом.
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Канонічний розклад числа отримується при допо-
мозі команди ifactor:

>ifactor(30!);
226 · 314 · 57 · 74 · 112·  132 · 17 · 19 · 23  29.
Команда divisors(n) знаходить множину всіх діль-

ників числа n:
>divisors(128);
{1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128}.
Для знаходження простого числа із порядковим 

номером i використовується команда ithprime(i), а для 
перевірки того, чи дане число n є простим, – команда 
isprime(n):

> isprime(123454321);
false
> ithprime(15);isprime(%);
47
true.
Команди nextprime(n) і prevprime(n) знаходять 

відповідно найменше просте число яке перевищує 
число n i найбільше просте число яке не переви-
щує:

> nextprime(2013),prevprime(2013);
2017, 2011.
Задача 1. Знайти всі числа-близнюки серед перших 

50 простих чисел.
Прості числа називаються простими, якщо різниця 

між ними рівна 2.
Відповідна програма має вигляд:
> BL:={}:for i from 1 to 50 do
if ithprime(i+1) = ithprime(i) + 2 then
BL:=BL union {[ithprime(i),ithprime(i+1)]};
end if;end do: BL;
[3,5] ,[5,7] ,[11,13],[17,19],[29,31],[41,43],[59,61], 

[71,73],[101,103],[107,109],[137,139],
[149,151],[179,181],[191,193],[197,199],[227,229].
Команда factorset(n) обчислює множину простих 

дільників числа n:
> factorset(2013*2014);
{2, 3, 11, 19, 53, 61}.
Задача 2. Знайти спільні прості дільники чисел 

12345678 i 1112131415161718.
Маємо
> f ac t o r s et (12 3 4 5 6 78)  i nt e r s e c t  f ac t o r s et 

(1112131415171718);
{2, 3}.
3.2. НСД та розширений алгоритм Евкліда.
При діленні з остачею числа а на число b остача 

від ділення знаходиться командою irem(a,b) а частка 
командою iquo(a,b):

> irem(13,4),iquo(13,4);
1, 3.
Функції igcd, ilcm знаходять найбільший спільний 

дільник та найменше спільне кратне довільного набо-
ру цілих чисел:

> igcd( -10, 6, -8 );
2.
> ilcm( -10, 6, -8 );
120.
Команда igcdex реалізує розширений алгоритм Ев-

кліда, i для заданих цілих чисел a i b знаходить їхні 
коефіцієнти Безу, тобто такі цілі числа x i y, для яких 
виконується рівність x a y b d⋅ + ⋅ = ,  де d = (a,b):

> igcdex(2,3,’x’,’y’);x, y;
1

-1, 1.
3.3. Арифметичні функції.
Нагадаємо, що арифметичною функцією назива-

ється довільна функція f:N→C. Часто використову-
ються такі функції:

- trunc(x) – округлює число x до найближчого 
цілого в напрямку до 0. Відповідає стандартному по-
значенню [x].

> trunc(Pi),trunc(3.9),trunc(-1.9);
3, 3, -1,
- round - округлює число до найближчого цілого:
> round(Pi),round(3.9),round(-1.9);
3, 4, -2,
- frac – знаходить дробову частину числа, відпові-

дає стандартному позначенню {x}=x-[x]:
> frac(Pi),frac(3.9),frac(-1.9);
π – 3, 0.9, -0.9,
- floor – знаходить найбільше ціле число, яке менше 

або дорівнює даному числу 
> floor(Pi),floor(3.9),floor(-1.9);
3, 3, -2,
- ceil – знаходить найменше ціле число, яке більше 

або рівне даному числу
> ceil(Pi),ceil(3.9),ceil(-1.9);
4, 4, -1.
Задача 3. Знайти показник, з яким число 7 входить 

в канонічний розклад 50!
Згідно формули Лежандра, якщо
n p p pk

k! ...= 1
1

2
2α α α ,

то показник α i  дорівнює

α i
k
i

i

n
p

=










>
∑

0

.

Відповідна Maple процедура має вигляд
> P:=proc(n,d) local a,P: a:=round(n/d):P:=a: while 

a>0 do d:=d*d:a:= round(n/d): P:=P+a end do: return 
(P) end proc:P(50,7);

8.
Важливі мультиплікативні функції теорії чисел за-

даються таким чином:
- tau(n) обчислює кількість додатніх дільників 

числа n:
> divisors(128);tau(128);
{1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128},
8.
- sigma(n) обчислює суму додатніх дільників числа 

n:
> divisors(128);sigma(128);
{1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128},
255,
- phi(n) обчислює функцію Ейлера ϕ( )n , тобто кіль-

кість додатніх чисел, які не перевищують число n і є 
взаємно прості з ним:

> phi(128);
64.
- mobius(n) обчислює функцію Мебіуса 
> mobius(2013);
-1.
- lambda(n) обчислює значення функції Кармайкла, 

тобто найменшого числа λ(n) , такого, що n | a nλ( ) −1  при 
(n,a)=1.

Задача 4. Перевірити співвідношення ϕ( )
|

d n
d n

=∑    
для n=2013.

Програма на Maple має вигляд
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> DD:=divisors(2013);S:=0:for i in DD do S:=S+ 
+phi(i) end do:is(S=2013);

DD: = (1, 3, 11, 33, 61, 183, 671, 2013},
true.
Задача 5. Обчислити перші 10 членів послідовності 

Роланда,
{ai+1-ai}, an=an-1+(n,an-1), a1=7.
Програма на Мaple має вигляд
> a:= proc(n) local T: if n=1 then T:=7 else
a(n-1)+igcd(n,a(n-1)); end if; end proc: 
> seq(R(i+1)-R(i),i=1..10);
1, 1, 1, 5, 3, 1, 1, 1, 1, 11.
Відомо, що всі елементи цієї послідовності, які від-

мінні від l є простими числами.
3.4. Порівняння
Для обчислення за модулем цілого числа викори-

стовується команда
a mod b:
> 15 mod 2, 7∧5 mod 11, 1/3 mod 26;
1, 10, 9.
Перевірку того, чи два числа a i b порівняльні за 

модулем n можна виконати при допомозі логічного 
оператора is:

> is(15=23 mod 3);
false.
Для розв’язання систем лінійних рівнянь за спіль-

ним модулем n використовується команда msolve:
> msolve({3*x-4*y=1,7*x+y=2},19);
{x = 15, y = 11}.
Систему рівнянь вигляду x=ai mod bi розв’язують 

при допомозі команди chrem([a],[b])(китайська теоре-
ма про остачі):

> chrem([2,3,2],[3,5,7]);
23.
Квадратний корінь із числа a за модулем n (якщо 

він існує) знаходиться командою msqrt(a,n):
> msqrt(3,11),msqrt(3,7);
5, FAIL.

Символ Лежандра 
a
p







 обчислює функція legendre 

(a, p):

> legendre(2,5);
-1.
Задача 6. Перевірити формулу Ейзенштейна для 

символу Лежандра

p
q

qn
p

q
p

n

p







=
=

−

∏
sin( )

sin( )

2

21

1
2

π

π .

для перших 10 пар сусідніх простих чисел.
Пишемо процедуру на Maple, яка виконує обчис-

лення за формулою Ейзенштейна:
> Lg: = (q,p) -> product(si n (2*P i*q*n/p)/si n 

(2*Pi*n/p), n=1..(p-1)/2);
Порівнюємо результат обчислень за цією форму-

лою із стандартною процедурою:
> f:= 0:for i from 1 to 10 do if Lg(ithprime(i), 

ithprime(i+1))=
legendre(ithprime(i),ithprime(i+1))
then f:=f+1 end if; end do; is(f=10);
true.

Символ Якобі обчислює функція jacobi(a, b):
> jacobi(3,10);
1.
Символи Лежандра та Якобі використовуються 

для встановлення числа розв’язків модулярних ква-
дратних рівнянь.

За дача 7.  Ск і льк и ро зв’я з к і в м а є р і в н янн я  
3 4 5 02x x+ + = за модулями 7, 9,12,15,17?

Домножимо рівняння на 3. Отримаємо
9 12 15 3 2 11 0 3 2 2 112 2x x x x+ + = + + = = + = −( ) ( )^ .
Знаходимо символи Якобі
> jacobi(-11,7),jacobi(-11,9),jacobi(-11,12),jacobi  

(- 11,15),jacobi(-11,17);
-1, 1, 1, 1, -1.
Отже, рівняння має розв’язки за модулями 9, 12, 15, 

а за модулями 7, 17 розв’язків немає.
Самі розв’язки можна знайти при допомозі коман-

ди msolve:
> msolve(3*x∧2+4*x+5,9);msolve(3*x∧2+4*x+5,12); 

msolve(3*x∧2+4*x+5,15);
{x = 7},
{x = 1}, {x = 7},
{x = 7}, {x = 10}.
Якщо нам потрібно знати кратності коренів рівнян-

ня то для цього використовується команда Roots:
> Roots(x∧3-x) mod 6;
[[0,1], [1,1], [2,1], [3,1], [4,1], [5,1]].
В квадратних дужках на першому місці знаходить-

ся корінь, а на другому – його кратність.
3.5. Первісні корені та дискретні логарифми.
Порядком числа a за модулем n, (a,n)=1, назива-

ється найменше число r, таке, що ar=1 mod n. Порядок 
числа шукає команда order:

> order(7,12),order(2013,nextprime(2013));
2, 168.
Перевірка
> 7∧order(7,12) mod 12;
1.
Число a називається первісним коренем за модулем 

n, якщо його порядок за модулем n дорівнює знайчен-
ню функції Ейлера ϕ(n) . Найменший первісний корінь 
за даним модулем знаходить команда primroot:

> primroot(41);
6.
Перевірка
> order(6,41),phi(41);
40, 40.
Первісні корені за модулем n існують лише тоді, 

коли множина ненульових елементів в кільці Zn утво-
рює циклічну групу. У цьому випадку кожен ненульо-
вий елемент x Zn∈  подається як степінь породжую-
чого елемента a цієї групи. Цей степінь називається 
дискретним логарифмом (або індексом) числа x за мо-
дулем n i основою a i позначається logax. Дискретний 
логарифм знаходить команда mlog(x,a,n):

> mlog(9,4,11);
3.
> 4∧3 mod 11;
9.
Задача 8. Перевірити явну формулу [9] для обчис-

лення дискретного лагарифма

log mod .a

i

i
i

p

x
x

a
p=

−=

−

∑11

2
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для x=9, a=6, p=41.
Процедура на Maple
> Dlog:=(x,a,p)->add(x^i/(1-a^(i)),i=1..p-2) mod p;

D x a p add
x

a
i p p

i

ilog : ( , , ) , .. mod= →
−

= −




1

1 2 .

Знаходимо
> Dlog(9,6,41), mlog(9,6,41);
30, 30.

4. Висновки

В статті дано опис опис команд пакету numtheory 
системи комп’ютерної алгебри Maple. Розглянуто спо-
соби розв’язання деяких типових задач елементарної 
теорії чисел в Maple.

Використовуючи розглянуті команди пакету Maple 
можна ілюструвати розв’язання задач на заняттях із 
курсу дискретної математики, дискретних структур, 
теорії чисел.
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