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Розглядається загальна задача квадратичної міні-
мізації з квадратичними обмеженнями. За допомогою 
напіввизначеної релаксації вона перетворюється до зада-
чі лінійної напіввизначеної оптимізації, розв’язок якої 
дозволяє знайти нижню оцінку розв’язку квадратичної 
задачі. Знайдений розв’язок використовується в якості 
початкової точки в прямо-двоїстому методі внутріш-
ньої точки для розв’язання квадратичної задачі. Чисельні 
експерименти показали ефективність запропонованого 
методу
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Рассматривается общая задача квадратичной мини-
мизации с квадратичными ограничениями. При помощи 
полуопределенной релаксации она преобразуется к зада-
че линейной полуопределенной оптимизации, решение 
которой позволяет найти нижнюю оценку решения ква-
дратичной задачи. Найденное решение используется в 
качестве начальной точки в прямо-двойственном мето-
де внутренней точки для решения квадратичной зада-
чи. Численные эксперименты показали эффективность 
предложенного метода
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1. Введение

Математическими моделями задач из области эко-
номики, финансов, оптимизации сложных проектов, 
планирования, компьютерной графики, управления 
сложными системами, являются задачи квадратич-
ной оптимизации в конечномерном пространстве, 
когда целевая функция и ограничения заданы общи-
ми квадратичными функциями [1]. Часто сложные 
задачи комбинаторной оптимизации с булевыми и 
целочисленными переменными преобразуют к ква-
дратичным задачам [2]. Такие задачи могут содер-
жать множество локальных минимумов и относятся 
к классу NP -сложных.

Одним из общих подходов при решении задач 
квадратичной оптимизации является полуопреде-
ленная релаксация [3].

Она позволяет преобразовать квадратичную 
функцию x AxT  к виду A xxT•  или A X• , где A  − 
симметричная матрица, X  – положительно полу-
определенная матрица ранга единица, а A X•  – ска-
лярное произведение матриц. Полуопределенная 
релаксация позволяет свести общую квадратичную 
задачу к линейной задаче полуопределенной опти-
мизации (SDP), в которой неизвестной является 
полуопределенная матрица ранга единица. Для ре-
шения задач полуопределенной оптимизации пред-
ложен прямо-двойственный метод внутренней точки 
[3]. В этом методе решается прямая и двойственная 
задача полуопределенной оптимизации, что при-
водит к необходимости решения задачи большой 
размерности. В данной работе предлагается полу-

определенный симплекс-метод для решения задач 
полуопределенной оптимизации, который решает 
только прямую задачу [2].

Другие общие подходы к решению общей задачи 
квадратичной оптимизации используют схемы ме-
тодов ветвей и границ, которые предусматривают 
построение дерева подзадач посредством разбиения 
допустимой области на множество подобластей и 
сравнение решений на каждой из этих подобластей. 
Процесс разбиения подобласти завершается, если 
на ней найдена точка глобального минимума. Оче-
видно, что такой подход может быть эффективен 
только для задач малой размерности, либо когда 
удается локализовать точку глобального миниму-
ма. Разбиение всей допустимой области на подо-
бласти для пространств больших размерностей не-
эффективно. Поэтому большинство схем методов 
ветвей и границ не представляют практической 
значимости [4].

Существуют и иные подходы, использующие 
двойственность [5] или декомпозицию [6]. Но и в 
этих случаях гарантируется получение только при-
ближенных оценок.

Поэтому проблема эффективного решения об-
щих квадратичных задач до настоящего времени 
остается открытой.

2. Постановка задачи и методы ее решения

Рассмотрим общую задачу квадратичной оптими-
зации
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min{ ( ) | ( ) , ,..., , },f x f x i m x Ei
n

0 0 1≤ = ∈  (1)

где все функции f x x A x b x ci
T

i i
T

i( ) = + −  – квадратичные, 
b xi ,  – векторы n -мерного евклидового пространства, 
ci  – константы, а все матрицы Ai  – симметричные. Бу-
дем предполагать, что решение задачи (1) существует 
и x*  – ее точка глобального минимума на допустимом 
множестве.

Если задача (1) имеет множество точек глобального 
минимума, то достаточно найти одну из них.

Используем полуопределенную релаксацию [7] 
для преобразования задачи (1) к виду

min |     , 1,..., , A X A X i m Xi0 0 0• • ={ }  , (2)

где

X
x x

x

x xx

T T

T
=













=






1 1 1     

   
,

x A x b x c
c

b

b
A

x

x
T

i i
T

i

i
i
T

i
i

T

+ − =
−



















•
   

2

2
     

     

  

1

  

   
2

2
     

xx

c
b

b
A

X A X i

T

i
i
T

i
i

i







=

=
−



















• = • =, ,0 1,,..., ,m

а

A X a xij ij
j

n

i

n

• =
==
∑∑

11

определяет скалярное произведение матриц. Преоб-
разованная задача (2) будет эквивалентной задаче (1), 
если решением X* задачи (2) будет полуопределенная 
матрица ранга единица. Однако это условие невозмож-
но задать аналитически. Поэтому задачу (2) решают 
без этого условия и находят нижнюю оценку решения 
задачи (1).

Лучшим методом для решения задачи (2) считается 
метод внутренний точки [3].

Однако он позволяет находить решение задачи (2) 
с большей погрешностью, чем новый полуопределен-
ный симплекс-метод, в котором используется пред-
ставление полуопределенной матрицы в виде линей-
ной комбинации матриц ранга единица X Xj jj

= ∑ α , 
где α ≥ 0.

Это позволяет преобразовать задачу (2) к виду

min{ | , ,..., , }C X A X b i mj jj i j jj i• • = = ≥∑ ∑α α α    1 0

или

min{ | , ,..., , }α α αj jj j i jj iC X A X b i m• • = = ≥∑ ∑ 1 0 . (3)

Для решения задачи (3) необходимо выбрать 
начальный набор матриц ранга единица X x xj j j

T= , 
которые определяются линейно независимыми 

векторами x j . Решение задачи (3) α* определяет по-
луопределенную матрицу X Xj jj

= ∑ α* . Это решение 

будет оптимальным для задачи (2), если не существу-
ет матрицы ранга единица Xk  такой, что матрица 
X X Xj jj k k= +∑ α α  позволит получить меньшее значе-

ние целевой функции задачи (2). Добавим матрицу Xk  
в задачу (3) и проверим оценку в преобразованной 
строке целевой функции. Если эта оценка неотрица-
тельна, то найденное решение является оптималь-
ным, в противном случае необходимо найти матрицу 
Xk , которая даст соответствующую минимальную 
отрицательную оценку в целевой функции. Эта оцен-

ка равна Q X x Qxk k
T

k• = , где

Q C C x x b Ai i
T

ij
j

m

jj
= − • −

=
∑∑ 1

1

,

а bij
−1  – элементы базисной матрицы B−1 симплекс-ме-

тода в задаче (2).
Вектор xk найдем, решая простую задачу квадра-

тичной оптимизации

min{ | || || }.x Qx xT 2 1=  (4)

Очевидно, что решение задачи (4) совпадает с ре-
шением задачи

min{ (|| || ) | || || }.x Qx r x xT + − =2 21 1

Выберем r > 0  таким, чтобы матрица Q Q rI* = +  была 
положительно определенной. Для этого достаточно, 
чтобы

q q iii ij
i j

* *| |, ,> ∀
≠
∑

где qij
*  – элементы матрицы Q* . Таким образом, реше-

ние задачи (4) сводится к поиску собственного вектора 
матрицы Q* , соответствующему ее минимальному 
собственному значению. Это равносильно решению 
задачи

min{ | || || }*x Q x xT 2 1=

или задачи

max{ || || | }.*x x Q xT2 1=  (5)

При надлежащем выборе начального значения 
x0 , k -е приближение решения задачи (5) может 
быть найдено в явном виде (используя метод мно-
жителей Лагранжа для последовательности задач 
max{( ) | }, , ,...*x x x Q x kk T T = =1 0 1 )

x
Q x

x Q x
k

k

k
=

−

− −

( )

( )

*

* ( )

0

0 2 1 0
.

В работе использован метод сопряженных направ-
лений для решения задачи (5).

Положим z x xk k k+ += −1 1 α , где параметр α  выберем 
из условия сопряженности векторов xk  и zk+1
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Полагаем z xk k+ +=1 1 , и процесс поиска решения 
задачи (5) продолжается. Искомое решение будет до-
стигнуто, если выполнится условие | |x xk k+ − ≤1 ε , где 
ε > 0  − заданная точность вычислений. Пусть x*  −  
решение задачи (5), тогда матрица Q  − положитель-
но полуопределенная при условии x QxT* * ≥ 0 . В этом 
случае задача (2) решена, в противном случае поиск 
решения задачи (2) симплекс-методом будет про-
должено.

Сходимость полуопределенного симплекс-метода 
является следствием следующего утверждения.

Теорема 1. Если существует решение задачи (2) 
с меньшим значением целевой функции, чем в точке 

α j jj
X*∑  ( α* - решение задачи (3)), то тогда суще-

ствует матрица Xk  ранга единица, что для реше-
ния расширенной задачи (3) справедливо неравенство 

C X X C Xj jj k k j jj
• +( ) < •∑ ∑α α α* .

Доказательство. Пусть X*  − решение задачи (2), 
тогда

X Xii

* *,= ∑
где Xi

* − матрицы ранга единица. Добавим к ограниче-
ниям задачи (3) новые столбцы, содержащие матрицы 
Xi

*

α α α α1 1 1 1 1 1 1 1A X A X A X A X bm m k r r• + + • + + • + + • =... ... ... ,

.........

* *

..................................................................................................

...α α1 1A X A Xm m m• + + • mm k m r m r mA X A X b+ + • + + • =... ... .* *α α1

Решение задачи (3) при этих ограничениях опреде-
лит матрицу X* , так как это решение допустимо и 
оптимально.

Таким образом, значение целевой функции бу-
дет уменьшено. Это возможно только тогда, когда, по 
крайней мере, одна оценка в преобразованной стро-
ке целевой функции, соответствующая добавленным 
столбцам будет отрицательной ( ∃ • <i Q Xi, * 0 ), так как, 
в противном случае, текущее решение задачи (3) будет 
оптимальным.

Добавление одного из таких столбцов с отрица-
тельной оценкой в матрицу ограничений задачи (3) 
приведет к убыванию ее целевой функции (см. теорему 
4 в [8], с. 101), что доказывает теорему.

Далее, найденное решение задачи (3) исполь-
зуем в качестве начальной точки для решения за-
дачи (1) прямо-двойственным методом внутренней 
точки [9].

Преобразуем ограничения задачи (1) к равен-
ствам

min{ ( ) ln( ) | ( ) , ,..., },f x z f x z i mi
i

m

i i0
1

0 1− + = =
=
∑µ

тогда функция Лагранжа этой задачи будет иметь вид
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Метод Ньютона для этой нелинейной системы 
уравнений будет иметь вид
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где G x y( , )  – гессиан функции Лагранжа,

A x f x( ) ( ),= ∇  Y diag y ym= ( ,..., ),1

Z diag z zm= ( ,..., ),1  f x f x f xm( ) ( ( ),..., ( )),= 1

I − единичная матрица, а e = ( ,..., ).1 1
Решение линейной системы (6) используем для 

перехода в следующую точку

x x x
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Параметр α  выбирается так, чтобы zk+ ≥1 0 . Пока-
зано, что данный метод сходится к точке локального 
минимума за полиномиальное время [10].

Как показали численные эксперименты, рассмо-
тренный метод внутренней точки часто позволяет на-
ходить точку глобального минимума задачи (1), если в 
качестве начальной точки выбирается решение задачи 
(2).

3. Численные эксперименты

Рассмот рим тестовые за дачи к ва д рати чной 
оптимизации, приведенные в [11 − 13]. С помощью 
полуопределенной релаксации эти задачи преоб-
разовывались к виду (2). Задача (2) решалась полу-
определенным симплекс-методом и найденное реше-
ние использовалось в качестве начальной точки для 
решения задачи (1) прямо-двойственным методом 
внутренней точки. Результаты численных экспери-
ментов приведены в табл. 1 − 3, которые показывают 
в большинстве случаев нахождение точного решения 
задачи (1). Только в задачах fp_2_1, g_15 [11 − 12] 
найдено приближенное решение.
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Таблица 1

Результаты решения задач из [11]

Название
задачи 

Размерность 
задачи n×m

Задача 
SDP

Задача 
QCQP

Оптимальное 
решение

fp_2_1 6×7 -18,869 -16,5 -17

fp_2_2 7×9 -213 -213 -213

fp_2_4 7×12 -24,3639 -11 -11

fp_3_3 7×13 -315,143 -310 -310

fp_3_4 3×6 -5 -4 -4

f_a 3×5 -5,98 -1,083 -1,083

f_b 2×3 -8,57 -8,5 -8,5

f_c 5×11 -13 -13 -13

f_f 2×6 -2,828 -2,828 -2,828

s_3 3×5 -16,74 -16,739 -16,739

Таблица 2

Результаты решения задач из [12]

Название
задачи 

Размерность 
задач n×m

Задача 
SDP

Задача 
QCQP

Оптимальное 
решение

g01 13×22 -15 -15 -15

g04 5×11 -32232,3 -30665,539 -30665,539

g07 10×18 24,3062 24,3062 24,3062

g11 3×4 0,75 0,75 0,75

g15 3×2 943,985 968 961,715

g18 10×23 -0,866 -0,866 -0,866

Таблица 3

Результаты решения задач из [13]

Название
задачи

Размерность 
задачи n

Задача 
SDP

Задача 
QCQP

Оптимальное 
решение

2.1 8 294,988 280 280

2.2 7 107,5393 107 107

2.3 6 159,997 150 150

2.4 7 127,0274 127 127

2.5 8 1189,51 900 900

4. Выводы

Общие квадратичные задачи с помощью полу-
определенной релаксации преобразованы к задачам 
линейной полуопределенной оптимизации. Для за-
дач полуопределенной оптимизации разработан но-
вый полуопределенный симплекс-метод (PSM). Пре-
имущества этого метода перед прямо-двойственным 
методом внутренней точки (PDIMP) для решения 
задач SDP следующие: PSM решает только прямую 
задачу, размерность которой значительно ниже, чем 
в PDIMP; область задач, решаемых PSM шире (раз-
рыв двойственности не влияет на решение задачи 
методом PSM); PSM нечувствительный к выбору 

начальной точки; точность решения задачи PSM зна-
чительно выше.

Проведенные численные эксперименты (исполь-
зующие PSM и прямо-двойственный метод для реше-
ния исходной задачи с начальной точкой, полученной 
PSM) на известных тестовых задачах показали, что в 
большинстве этих задач находится точка глобально-
го минимума исходной задачи.
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