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Побудовано розв’язок осесиметричної температур-
ної задачі для системи тіл циліндр-шар, який лежить на 
жорсткій основі з круговою виїмкою, у випадку ізотроп-
них матеріалів. Тепловий контакт між тілами припу-
скається неідеальний. Отримано формули для визначен-
ня температурних полів на бічних поверхнях циліндра і 
шару. Досліджено вплив контактної провідності на роз-
поділ температурних полів у зоні контакту двох тіл
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Построено решение осесимметричной температур-
ной задачи для системы тел цилиндр-слой, который 
лежит на жесткой основе с круговой выемкой, в слу-
чае изотропных материалов. Тепловой контакт между 
телами допускается неидеальный. Получены форму-
лы для определения температурных полей на боковых 
поверхностях цилиндра и слоя. Исследовано влияние 
контактной проводимости на распределение темпера-
турных полей в зоне контакта двух тел
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1. Вступ

Визначення контактних деформацій і напружень, 
з урахуванням температурних полів, є важливою за-
дачею для дослідження міцності деталей машин і 
елементів конструкцій у місцях їхньої взаємодії, при 
розрахунку конструкцій на пружній основі з метою 
раціонального використання матеріалу конструкції і 
несучої здатності основи. Тому визначення темпера-
турного поля для системи тіл циліндр-шар при неіде-
альному тепловому контакті є необхідним для знаход-
ження напруженого стану контактуючих тіл.

2. Аналіз досліджень і публікацій

Аналіз основних теоретичних і експерименталь-
них робіт по контактному теплообміну за останні 
40 років проведено в роботі [1]. Вплив температур-
них факторів на характер контактної взаємодії тіл 
досліджується в багатьох працях [2 – 7]. Теплова 
контактна провідність між плоскими поверхнями 
розглядається в роботі [8]. В роботах [9, 10] розв’яза-
на задача теплообміну між двома концентричними 
циліндрами, в роботі [11] – між циліндром та не-
скінченною областю. Зокрема осесиметричні темпе-
ратурні задачі для системи тіл циліндр-півпростір і 
циліндр-шар при неідеальному тепловому контакті 
для ізотропних і трансферсально-ізотропних матері-
алів розв’язані в роботах [4 – 7]. Проте недостатньо 
вивченим є вплив умов неідеального теплового кон-
такту на величину і характер температури в системі 
тіл циліндр-шар, який лежить на жорсткій основі з 
круговою виїмкою.

3. Мета і завдання дослідження

Побудувати розв’язок осесиметричної температур-
ної задачі для системи тіл циліндр-шар, який лежить 
на жорсткій основі з круговою виїмкою, для ізотроп-
них матеріалів, з урахуванням неідеального теплового 
контакту. Знайти формули для визначення темпера-
тури в циліндрі і шарі, а також дослідити вплив кон-
тактної провідності на розподіл температурних полів 
у зоні контакту.

4. Розв’язуваня задачі теплопровідності 

Нехай круговий циліндр радіуса R і довжиною L 
знаходиться в неідеальному тепловому контакті з ша-
ром скінченної товщини H. На вільному торці цилін-
дра задана постійна температура T0 , а бічна поверхня 
циліндра теплоізольована. На вільних поверхнях шару 
здійснюється теплообмін із зовнішнім середовищем по 
закону Ньютона. При зроблених припущеннях необ-
хідно визначити температурні поля в циліндрі і шарі.

Введемо циліндричну систему координат r , θ , z , 
центр якої лежить на поверхні шару, а вісь OZ  спрямо-
вана вздовж осі циліндра. Всі величини, які позначені 
верхнім індексом “1”, відносяться до шару, без індек- 
сів – до циліндра.

Граничні умови мають вигляд:

T T= 0,  z L r R= ≤ ≤( ); 0 , (1)

∂
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де λz , λz
1 , H1

1 , H2
1 , H3

1  – коефіцієнти теплопровідності 
і теплообміну; h0  – контактна провідність.

Розв’яжемо крайову задачу для рівняння теплопро-
відності. Відомо [12], що в осесиметричному випадку 
температурне поле T  для ізотропного тіла визнача-
ється із рівняння

∇ =2 0T . (7)

За допомогою методу Фур’є загальний розв’язок 
рівняння (7) для циліндра матиме вигляд
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де Ak , Bk , Ck , Dk  – довільні постійні; J rk0 β( )  – 
функція Бесселя першого роду дійсного аргументу; 
I rk0 γ( )  – функція Бесселя першого роду уявного ар-
гументу; βk , γ k  – власні значення, які визначаються із 
граничних умов.

Для знаходження температури в шарі введемо 
трансформанту Ганкеля функції T r z1( , )  нульового 
порядку

T z rT r z J r dr
1 1

0
0

( , ) ( , ) ( )ξ ξ=
∞

∫ ,

за допомогою якої, із рівняння (7) знаходимо вираз T1( , )ρ ζ  
через дві довільні функції φ η1( )  і φ η2( ) :

T e e J d1
1 2

0
0( , ) [ ( ) ( ) ] ( )ρ ζ φ η φ η ηρ ηηζ ηζ= + −

∞

∫ ,

де ρ = r R/ , ζ = z R/ .
Умова (2) задовольнятиметься, якщо покласти D0 0= ,  

Dk = 0,  Ck = 0  ( k = ∞1, ); β µk k R= / , де µk  – корені 
рівняння J1 0( )µ = .

Гранична умова (1), з урахуванням ортогональ-
ності функції Бесселя, приводить до деяких спів-
відношень між постійними Ak  і Bk , в результаті 
чого, температурне поле в циліндрі виражається 
через одну нескінченну систему постійних Ck

( )1  за 
формулою
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Граничні умови (3)-(6) приводять до системи інте-
гральних рівнянь, які зв’язують функції φ ηk k( ) ( , )= 1 2  з 
коефіцієнтами C kk
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де h H R= / ,  h H R ii i
1 1 1 3= =( , ),  h h R z0

1
0= / ,λ  c R R= 1 / .

Рівняння (11) і (13) представимо у вигляді:
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де Y1( )ρ , Y2( )ρ  – невідомі функції, U x( )  – функція 
Хевісайда:
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x

x
( )

, ,
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Припустивши, що підінтегральні функції в рів-
няннях (14), (15) задовольняють умовам застосування 
інтегрального перетворення Ганкеля [13], одержимо:
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Функції Y1( )ρ  і Y2( )ρ  наближено представимо у 
вигляді поліномів по функціям Бесселя:
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де ak
( )1 , ak

( )2  ( , )k N= 0  – невідомі, які необхідно визна-
чити.

Підібравши N  достатньо великим, представлення 
функцій Y1( )ρ  і Y2( )ρ  у вигляді поліномів можна зро-
бити із як завгодно малою похибкою, якщо ці функції 
на відповідних інтервалах 0 1≤ ≤ρ  і 0 ≤ ≤ρ c  задо-
вольняють умови Діріхле. При цьому припускається 
існування і абсолютна збіжність інтегралів
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Розв’язавши систему рівнянь (16), з урахуванням 

(17), знайдемо формули для визначення функцій φ η1( )  
і φ η2( ) :
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Підставивши значення функцій φ η1( )  і φ η2( )  (18) 
в рівняння (8), (9) і (12), з урахуванням (19) прийдемо 
до співвідношень, які зв’язують невідомі коефіцієнти 
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Обчисливши невласні інтеграли згідно [14], одер-
жимо:
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Розв’язавши систему лінійних алгебраїчних рів-
нянь (24), (25), знайдемо an

( )1 , an
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хідні для знаходження температурного поля в цилін-
дрі і в шарі.
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T T l a az

z
k k k k

k

N

( , ) ,
( ) ( )

,
( ) ( )ρ ζ

λ
λ

ζ β β= + −( ) + 



=
∑0

1

0
1 1

0
2 2

0

1 2


+

+
−

+
=

∑2 1 0
0
2

1

1 1λ
λ

µ ρ
µ ζ

µ µ µ
βz

z
m

m

m m mm

N

k m kJ
sh l

ch l J
a( )

( )
( ) ,

( ) ( ) ββ

ρ

k m k
k

a,
( ) ( ) ,

( ).

2 2

0

1

 




<
=

∞

∑

Формула для обчислення температури в шарі:

T T a ai
k k

i

k

N
1

0 0 1 0
1 1

1
1

0

( , ) ( , ) ( , ),
( ) ( ) ( )

,
( )

,

ρ ζ ρ ζ ρ ζ= + +




+

=
∑∆ ∆

∆ 22 0
2 2

2
1

1 2 3 4( ) ( ) ( )
,

( )( , ) ( , ) ( , ; , ),j
k k

j

k

N

a a i jρ ζ ρ ζ+




= =
=

∑ ∆

 (26)

де ∆0 1
1 1 0 1

0
,

( )( , )
( , ) ( ) ( )

( )
ρ ζ

η ζ ηρ η
η

η= =
∞

∫
G J J

Q
d

=
+ +

+ +
+

1
21

1

1
1

2
1

1
1

2
1

1 0 1h h
h h h h h

G y I y K y
Q iy

m m m

m

( ) ( , ) ( ) ( )
'( )

(
*ζ ζ ρ

ρρ <
=

∞

∑ 1
1

),
m

∆0 1
2 1 0 1

1

2 1,
( )

*

( , )
( , ) ( ) ( )

'( )
( ),ρ ζ

ζ ρ
ρ= − >

=

∞

∑ G y I y K y
Q iy

m m m

mm

∆k k
k

J
G J J

Q
d J,

( )( , ) ( )
( , ) ( ) ( )

( )( )1
1

0

2
1 0 1

2 2
0

ρ ζ µ
η η ζ ηρ η

η η µ
η=

−
=

∞

∫ 00( )µk ×

× − +




+

π µ µ ζ
µ

µ µ ρ

ζ ρ

2

2

1
1 0

2
1 0

k k

k
k k

m m m

G
Q

N J

y G y I y K

( , )
( )

( ) ( )

( , ) ( )*
11

2 2
1

1
( )

'( )( )
( ),

y
Q iy y

m

m m km +




<
=

∞

∑ µ
ρ

∆k k
m m m m

m m

J
y G y I y K y

Q iy y,
( )( , ) ( )

( , ) ( ) ( )
'( )(1

2
0

2
1 0 1

22ρ ζ µ
ζ ρ

µ
= −

+ kkm
2

1

1
)

( ),
=

∞

∑ >ρ

∆0 2
3 2 0 1

0
,

( )( , )
( , ) ( ) ( )

( )
ρ ζ

η ζ ηρ η
η

η= =
∞

∫c
G J J c

Q
d

=
−
+ +

+
=

c
h

h h h h h
G y I y K y c

Q iy
m m m

mm

1
22

1

1
1

2
1

1
1

2
1

2 0 1

1

ζ ζ ρ* ( , ) ( ) ( )
'( )

∞∞

∑







<

,

( ),ρ c

∆0 2
4 2 0 1

1

2,
( )

*

( , )
( , ) ( ) ( )

'( )
( ),ρ ζ

µ ζ ρ
ρ= >

=

∞

∑c
G I y K y c

Q iy
cm m m

mm

∆k k
k k

k

k kcJ
c

N
Q c

G
c

J,
( )( , ) ( )

( )
/

,2
3

0 2

2
1

2 02
ρ ζ µ

π µ µ
µ

µ
ζ

µ
=

−
( )







ρρ
c







+






+
( )

′ +




=

∞

∑2
3

0 2 1
2 2

1

y I y G y K y c

Q iy y c
m m m m

m m km

( ) , ( )

( )[ ( / ) ]

*ρ ζ
µ

(( ),ρ < c

∆k k
m m m m

m m

cJ
y G I y c K y

Q iy y,
( )

*

( , ) ( )
( , ) ( ) ( )

'( )[2
4

0

3
2 1 02ρ ζ µ

µ ζ ρ
= − 22 2

1 +

>

=

∞

∑ ( / ) ]
,

( )

µ

ρ

km c

c

G ch h h sh h1 1
1( , ) ( ) ( ),η ζ η η ζ η ζ= + + +  

G ch h sh2 2
1( , ) ,η ζ η ηζ ηζ= −

G y y y h h y hm m m m1 1
1*( , ) cos ( ) sin ( ),ζ ζ ζ= + + +  

G y y y h ym m m m2 2
1* ( , ) cos sin .ζ ζ ζ= −

Якщо контактна провідність h
h R

z
0
1 0= → ∞

λ
, то одер-

жимо розв’язок задачі у випадку ідеального теплового 
контакту.

Розглянуто числовий приклад для знаходження 
температури в шарі згідно формули (26) при l = 1, 
h = 1,5, с = 1,3, λ λz z

1 0 1/ , ,=  h1
1 0 01= , ,  h h2

1
3
1 10= =  

(рис. 1).

Рис. 1. Зміна розподілу температури T T1
0  в шарі у зоні 

контакту уздовж безрозмірної координати ρ  при різних 
значеннях контактної провідності:

крива 1 – h0
1 0 1= , ; 2 – h0

2 1= ; 3 – h0
1 5= ; 4 – h0

1 = ∞

Для підвищення точності розрахунків (3 – 5 %) 
в системі лінійних алгебраїчних рівнянь (24), (25) 
вибрано N = 19 . З графіків видно, що розподіл темпе-
ратури в зоні контакту системи тіл залежить від зна-
чення контактної провідності.

5. Висновки

Осесиметрична температурна задача для системи 
тіл циліндр-шар, який лежить на жорсткій основі з кру-
говою виїмкою, для ізотропних матеріалів, з урахуван-
ням неідеального теплового контакту зведена до край-
ової задачі. Застосовуючи інтегральне перетворення 
Ганкеля та методу Фур’є, її розв’язування зведено до 
визначення деяких постійних із системи лінійних ал-
гебраїчних рівнянь. Отримано формули для знаходимо 
температурні поля в будь-якій точці циліндра і шару. 
Досліджено вплив контактної провідності на розподіл 
температурних полів у зоні контакту. Встановлено, що 
контактна провідність h0

1  значно впливає на розподіл 
температури в зоні контакту системи тіл.
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