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У роботі представлена математич-
на модель, що описує динаміку розкидан-
ня часток зернової суміші в закручених 
повітряних потоках для трьохрівневого 
вертикального змішувача. Запропоновано 
критерій ефективності роботи кон-
сольних валів з крильчаткою у процесі 
перемішування. Результати чисельних 
розрахунків, які були проведені по даній 
моделі, використані при проектуванні й 
виготовленні малогабаритної комбікормової 
установки ВМКУ – 04
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перемішування, комбікормова установка, 
метод дискретних вихорів

В работе представлена математическая 
модель, описывающая динамику разбрасы-
вания частиц зерновой смеси в закручен-
ных воздушных потоках для трехуровне-
вого вертикального смесителя. Предложен 
критерий эффективности работы консоль-
ных валов с крыльчаткой в процессе переме-
шивания. Результаты численных расчетов, 
выполненных по данной модели, использо-
ваны при проектировании и изготовлении 
малогабаритной комбикормовой установки 
ВМКУ – 04

Ключевые слова: сыпучая среда, каче-
ство перемешивания, комбикормовая уста-
новка, метод дискретных вихрей

1. Введение

Современное состояние развития животноводства 
требует использования прогрессивных технологий. 
Возникает необходимость в обеспечении этой отрасли 
более новым высокотехнологичным оборудованием, 
которое обеспечивало бы качественное приготовление 
полнорационных ингредиентов комбикормов для раз-
личных видов животных и птицы. Хорошо известно, 
что нормируемое кормление животных полноценными 
комбикормами, согласно зоотехническим требовани-
ям, играет первостепенную роль в повышении их про-
изводительности.

При наличии собственной зернового сырья произ-
водители продукции животноводства и птицеводства 
должны иметь возможность самим изготавливать ка-
чественные комбикорма. Решением этой проблемы 
является использование высокоэффективных мало-
габаритных комбикормовых установок [1].

Одним из основных процессов в производстве 
комбикормов является качественное смешивание 
компонентов кормовой смеси. Существующие на се-
годняшний день малогабаритные кормосмесители 
отечественного производства имеют невысокую по 
сравнению с зарубежными аналогами эффективность, 
поэтому разработка высокоэффективного кормосме-

сителя представляет собой важную научно-техниче-
скую задачу.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

В работе [2] была предложена схема нового смеси-
теля, в которой авторы дополнили хорошо известную 
конструкцию вертикального шнекового смесителя че-
тырьмя вертикальными консольными валами с крыль-
чаткой в верхней части (рис.1). Быстро вращающиеся 
крыльчатки, лопасти которых расположены под зна-
чительным углом, создают сильные циркуляционные 
потоки воздуха, способствующие качественному пере-
мешиванию ингредиентов смеси. Выбор оптимальных 
геометрических параметров крыльчаток, оптималь-
ных режимов работы смесителя представляет доста-
точно сложную задачу, при решении которой на первое 
место выходят методы математического моделирова-
ния механики гранулированных сред [3].

В работе [1] проводится детальный анализ суще-
ствующих на сегодняшний день конструкций смесите-
лей кормовых смесей и малых комбикормовых устано-
вок, в разработку которых внесли значительный вклад 
такие выдающие ученые как Г. М. Кукта, В. И. Дешко, 
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Ю. И. Ревенко, В. А. Макаров, А. А. Яцевич, П. В. Васи-
ленко, Н. П. Черняев, Е. А. Раскатова, В. Е. Перельман.

Течения сыпучих сред чаще всего моделируются 
уравнениями гидродинамики [3 – 5]. Явление се-
парации частиц сыпучей среды по размерам частиц 
детально исследуется в работе [6]. Однако в данном 
случае математическая модель должна описывать раз-
брасывание зерновых частиц в воздушном потоке со 
сложной пространственной картиной течения и кор-
ректно учитывать взаимодействие завихренных по-
токов воздуха и витающих частиц зерновой смеси. 
Поэтому в работе используется подход, при котором 
моделируется движение отдельных твердых частиц в 
воздушном потоке [7].

Предложенные в данной работе математическая 
модель и методика проведения расчета рассеивания 
твердых частиц по поверхности смеси были использо-
ваны при проектировании и изготовлении опытного 
образца смесителя, получившего название ВМКУ-04 
(вертикальная малогабаритная комбикормовая уста-
новка), в котором реализована принципиальная схема, 
приведенная на рис. 1.

3. Математическая модель разбрасывания зерновых 
частиц

В исследуемом вертикальном смесителе (рис. 1) 
основным рабочим органом является вертикальный 
шнек 2, который задает вертикальное движение зер-
новых частиц в толще смеси, а также их разбрасыва-
ние по поверхности смеси. Вращающиеся консольные 
валы 3 с крыльчаткой 4 способствуют более эффектив-
ному разбрасыванию частиц за счет создаваемых ими 
воздушных потоков и, как следствие, более эффектив-
ному перемешиванию смеси в целом.

Рис. 1. Конструктивная схема вертикального смесителя 
ингредиентов комбикормов

При построении математической модели разбрасы-
вания частиц сыпучего материала в верхней части сме-
сителя примем следующие предположения. Наличие 
частиц не влияет на потоки воздуха, при этом обратное 
влияние потока на частицы, безусловно, должно быть 
учтено, поскольку именно оно определяет динамику 
перемешивания. Кроме того, будем предполагать, что 
частицы смеси не взаимодействуют между собой при 
движении в воздушном потоке.

Поскольку при разбрасывании сыпучей смеси шне-
ком наблюдается незначительная концентрация твер-
дых частиц в воздухе, то такие предположения в целом 
оправданы. 

Воздух будем предполагать несжимаемой средой, 
поскольку как показывают оценки, скорости воздуш-
ных потоков, возникающие в смесителе, – существенно 
дозвуковые. При решении гидродинамической задачи 
будем пренебрегать вязкостью воздуха. При этом отме-
тим, что при подсчете силы, действующей на частицу 
со стороны потока, вязкость должна учитываться.

Сделанные предположения позволяют разбить ис-
ходную задачу на независимую аэродинамическую 
задачу отыскания поля скоростей воздушных потоков 
и задачу динамики частиц смеси при известном поле 
скоростей. Динамику частицы зерновой смеси будем 
описывать в рамках модели движения материальной 
точки. Столкновение частицы со стенками будем счи-
тать абсолютно упругим.

Предлагаемый подход при рассмотрении доста-
точно большого числа частиц-маркеров позволяет вы-
явить характерные особенности рассеяния по поверх-
ности зерновой смеси в бункере и тем самым оценить 
влияние крыльчаток на процесс смешивания.

3. 1. Постановка аэродинамической задачи
Предполагая, что всюду за исключением области 

схода вихрей с лопастей крыльчаток реализуется без-
вихревое течение, введем потенциал поля скоростей ϕ .  
Тогда из уравнения неразрывности [8], будем иметь 
для потенциала ϕ  уравнение Лапласа:

2 2 2

2 2 2 0
x y z

∂ ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ
+ + =

∂ ∂ ∂
.    (1)

На твердых поверхностях, ограничивающих об-
ласть течения, зададим условие непротекания:

0
n

∂ϕ
=

∂
.     (2)

При этом на поверхности вращающихся лопастей 
крыльчатки условие (2) преобразуется к виду:

0nV
n

∂ϕ
=

∂
,     (2а)

где 0nV  – нормальная скорость движения твердой по-
верхности.

Форму вихревых пелен будем считать заранее не-
известной, так же как и интенсивность распределен-
ных на ней вихрей. На таких вихревых поверхностях 
должно выполняться условие непрерывности поля 
давления.
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Для определения давления по найденному потен-
циалу ϕ  будем использовать первый интеграл урав-
нения движения жидкости, так называемый интеграл 
Коши – Лагранжа [8]:

2

0

( )
p p

t 2

 ∂ϕ ∇ϕ
ρ + + = ∂ 

,   (3)

где 0p  - атмосферное давление при нулевом поле ско-
ростей.

Таким образом, для определения гидродинамиче-
ских параметров воздушных потоков имеем краевую 
задачу (1) – (3), которую следует дополнить заданием 
начальных условий для полей скоростей и давления:

0v 0, p p
 = = , (при t 0= ),  (4)

и заданием закона движения всех подвижных эле-
ментов конструкции:

i 0i(t), i 0,4ω = ω = .    (5)

Здесь ω  обозначает угловую скорость, нижний ин-
декс равный 0 относится к основному рабочему органу –  
шнеку, а при других значениях обозначает один из 
консольных валов.

3. 2. Метод дискретных вихрей
Решение задачи аэродинамики (1) – (5) будем нахо-

дить с помощью численной процедуры, основанной на 
методе дискретных вихрей, позволяющей определить 
пространственные (трехмерные) течения в интересу-
ющей нас области. Данный метод хорошо зарекомен-
довал себя в аэродинамических расчетах летательных 
аппаратов [9]. Использование метода дискретных вих-
рей для аэродинамического расчета винта детально 
описано в [10].

Разобьём все ограничивающие область поверхно-
сти, винтовую поверхность шнека, лопасти крыльчат-
ки консольных валов на отдельные панели. На каждой 
такой панели размещаем присоединенную вихревую 
рамку, которая представляет собой вихревую нить, 
проходящую по границе панели. Интенсивность каж-
дой вихревой рамки будем считать постоянной, и обо-
значать iΓ  (i – порядковый номер рамки). Каждый 
отрезок такого вихревого многоугольника индуцирует 
скорость в произвольной точке области согласно фор-
муле Био – Савара [9]: 

i 1 2 1 2
2 12

1 21 2

r r r r
v (r r ) .

4 r rr r

   

 

 

  Γ ×
= − ⋅ −  π  ×   

  (6)

Здесь 1 2r , r
 

 радиус-векторы концов вихрево-
го отрезка, откладываемые от точки, в которой 
определяется скорость.

Интенсивности i , i 1...NΓ =  (N – общее число 
панелей) заранее неизвестны, они определяют-
ся из условия непротекания на твердых поверх-
ностях. Этому условию будем удовлетворять в 
отдельных точках, так называемых точках кол-
локации, которые разместим в центре каждой панели. 
На панели, примыкающей к задней кромке лопасти, 

вихревая рамка должна быть не замкнутой (П - об-
разной). Этим достигается выполнения условия Жу-
ковского – Чаплыгина [8, 9] о конечности скорости на 
задней кромке профиля.

Кроме этого будем учитывать свободную вихревую 
пелену, сходящую с лопастей крыльчатки. Ее также 
будем моделировать вихревыми рамками, которые на-
зываются свободными вихревыми рамками, в отличие 
от присоединенных рамок, введенных выше.

Пусть N обозначает количество присоединенных 
рамок, N* – число свободных вихрей, сошедших с ло-
пастей. Тогда нормальная скорость в центре i-й панели 
определяется по формуле:

*N N
*

ni ik k ik k
k 1 k 1

v a b
= =

= Γ + Γ∑ ∑ .   (7)

Здесь коэффициент ik ika (b )  представляют собой 
нормальную скорость, индуцированную k-й присоу-
единенной (свободной) вихревой рамкой единичной 
интенсивности в центре i-й панели. Выражение (7) 
при i 1,2, ,N=

 
представляет собой систему линейных 

алгебраических уравнений относительно iΓ , решение 
которой отыскивалось численно на каждом шаге по 
времени.

В качестве критерия сходимости метода выби-
ралась тяга, создаваемая каждой из вращающихся 
крыльчаток. Тяга определяется как равнодействую-
щая подъемных сил, действующих на панели враща-
ющихся лопастей. Поскольку каждая такая панель 
моделируется вихревой рамкой, то по теореме Жуков-
ского подъемная сила, действующая на панель, опре-
деляется выражением [9]:

i i i iF v b= ρ Γ ,     (8)

где vi – скорость набегающего потока (скорость панели 
во вращательном движении относительно вала), bi – 
длина панели, отсчитываемая вдоль лопасти. Тогда 
тяга определяется как сумма iF  по всем панелям лопа-
стей, принадлежащих одному консольному валу. Ко-
личество учитываемых рядов спускаемых свободных 
вихревых рамок *N  фиксируется, когда дальнейшее 
его увеличение не изменяет значения тяги.

3. 3. Динамика частицы смеси
Моделирование движения частицы в процессе раз-

брасывание состоит из двух этапов. Первый этап со-
стоит в решении задачи о движении частиц по винто-
вой поверхности шнека при выходе из сплошной массы 
зерновой смеси. Для этого необходимо найти решение 
следующей системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений для полярных координат частицы ρ и φ:

Здесь ω0 – угловая скорость шнека; k = h / 2π, где 
h – шаг шнека; g – ускорение свободного падения; f – 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1/22 0 2 2 2 2
0

2 2
0

02 2

f g 2
, V ( k ) ,

V

f g 2 k1
gk 2 ( ) .

k V

 

   

 

  

 ρ − ω ρ ρ
ρ = ρ ϕ + ω − = ρ + ρ + ϕ


 ρ − ω ρ ρ + ϕ−ϕ = + ρρ ϕ + ω − ρ +

(9)
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коэффициент трения скольжения; точка над символом 
означает производную по времени. Начальные условия 
для системы (9) определяются начальным положением 
рассматриваемой частицы и угловой скоростью шнека.

Уравнения (8) получены в предположении, что при 
выходе из толщи смеси, частица не испытывает зна-
чительного влияния со стороны других частиц. При 
выводе (8) учитывались центробежная и кориолисова 
силы инерции, сила тяжести и сила кулоновского тре-
ния, действующие на частицу. Решение системы (9) 
осуществлялось численно методом Рунге – Кутты до 
момента времени, когда частица сходит с поверхности 
шнека.

Второй этап моделирования динамики частицы 
заключается в решении задачи о движении частицы в 
воздушном потоке до момента падения на поверхность 
смеси. Для этого отыскиваем решение обыкновенно-
го дифференциального уравнения, представляющего 
собой уравнение динамики свободной материальной 
точки:

(r) (r)
x amr mg 0,5C Sv v ,


 

= + ρ ⋅    (10)

где r


 радиус-вектор частицы, m – ее масса, 
(r)v ( V(r) r)



 

= −  – скорость воздушного потока относи-
тельно частицы, V



 – абсолютная скорость воздушного 
потока, определяемая из решения аэродинамической 
задачи, Cx – коэффициент аэродинамического сопро-
тивления, S – площадь миделевого сечения частицы, 
ρa – плотность воздуха. Значения коэффициента Cx 
выбиралось на основе экспериментальных данных для 
обтекания сферы [8]. В качестве начальных условий 
для системы (10) выбирались значения координат и 
скорости частицы при ее схождении с поверхности 
шнека, т. е. из решения системы (9) при ρ  равном ра-
диусу шнека.

4. Результаты вычислений поля скоростей воздушных 
потоков и коэффициента рассеивания твердых частиц

Для исследования рассеивания частиц по поверх-
ности зерновой смеси в смесителе использовалась сле-
дующая методика проведения расчета. По заданным 
угловым скоростям вращения шнека и консольных ва-
лов определялось поле скоростей воздушных потоков. 
Выбиралось N = 30 частиц-маркеров определенного 
размера и массы в соответствии с гранулометриче-
ским составом реальной зерновой смеси. Они распо-
лагались вдоль радиуса шнека на поверхности смеси. 
Далее рассчитывались положения и скорости частиц 
при сходе со шнека (решение системы (9)). Следую-
щий шаг заключался в расчете свободного движения 
этих частиц в потоке воздуха (решение системы (10)) с 
учетом предварительно рассчитанного поля скоростей 
воздушного потока. Рассчитанное окончательное по-
ложение частицы на поверхности смеси в сравнении с 
начальным положением давало возможность оценить 
степень рассеивания, то есть качество их перемеши-
вания.

Все расчеты проводились для четырех режимов ра-
боты установки. Каждый из режимов характеризуется 
угловой скоростью вращения шнека 0ω  и угловой ско-
ростью вращения консольных валов 1ω . Числовые зна-

чения этих величин приведены в табл. 1. В дальнейшем 
номера режимов, к которым относятся результаты, 
явно указываются на приведенных рис. 2 – 5.

Таблица 1

Режимы работы смесителя

№ режима
0ω , об/мин 1ω , об/мин

1 132 1680

2 165 2100

3 195 2480

4 226 2880

На рис. 2 показаны распределения поля скоростей 
воздушных потоков в меридиональных и осевых сече-
ниях верхней части смесителя (выше уровня засыпки). 
Направления векторов скорости указаны стрелками, 
изолинии дают представление об абсолютной вели-
чине векторов скорости. Приведенные результаты от-
вечают 3-му режиму. Из приведенных рисунков видно, 
что потоки воздуха имеют довольно сложную струк-
туру. Рис. 2, а демонстрирует строгую периодичность 
поля скоростей в азимутальном направлении, кото-
рая определяется расположением консольных валов. 
Обращают на себя внимание вертикальные потоки 
воздуха у стенки смесителя (рис. 2, б), направленные 
вертикально вниз.
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Рис. 2. Поле скоростей воздушных потоков для режима  
№ 3, а – осевое сечение, б – меридиональное сечение
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Прикладная механика

На рис. 3 приведены графики зависимости ради-
альной (рис. 3, а) и азимутальной (рис. 3, б) скоростей 
частиц зерновой смеси в момент схода с поверхности 
шнека для различных режимов работы смесителя, то 
есть при различных значениях угловой скорости 0ω .  
Шаг шнека принимался равным h 0,07= м, а его ра-
диус - R 0,075=  м. Коэффициент трения скольжения 
выбирался равным f 0,2= . Часть графика, изображен-
ная пунктиром, отвечает тем значениям начального 
радиуса, при которых частицы не покидают область, 
ограниченную радиусом шнека.
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Рис. 3. Зависимости скорости схода частицы со шнека RV


 

от ее начального положения 0ρ  ( 0 0ϕ = ) для различных 
режимов работы смесителя: а – радиальная скорость;  

б – азимутальная скорость

Введем декартову систему координат на поверхно-
сти смеси, совместив ее начало с осью смесителя. По-
ложения точек падения частиц на поверхность смеси 
при разбрасывании показаны на рис. 4. В начальный 
момент частиц были распределены на отрезке оси х 
от начала координат до значения x R= , а при сходе с 
поверхности шнека их значения скорости соответство-
вали значениям, приведенным на графиках на рис. 3.

Для приведенных результатов расчета радиус ча-
стиц выбирался равным 1 мм, а их плотность 1,2 г/см3.  
Из сравнения рис. 4, а и рис. 4, б видно, что при нали-
чии консольных валов с крыльчаткой разбрасывание 
частиц происходит на заметно большее расстояние от 
начального положения. При этом кривая, соединяю-
щая частицы-маркеры на поверхности смеси, имеет 
более сложную форму. Таким образом, наличие кон-
сольных валов способствует более эффективному рас-
сеиванию частиц.

Были также проведены аналогичные расчеты для 
набора значений радиуса частиц в диапазоне 0,1 3,0−  мм  

с шагом 0,1 мм в соответствии с гранулометрическим 
составом смеси состоящей из пшеничной, ячменной и 
кукурузной дертей и для значений плотности, отвеча-
ющих плотности компонентов смеси.

Для количественной оценки степени рассеивания 
частиц был введен коэффициент рассеивания kσ , от-
дельно подсчитываемый для каждого набора частиц с 
различными размерами и плотностью по формуле:

( )
2N

2i
i2

i 1

1
1

N 1 R=

 ρ
σ = + ϕ −  ∑ ,   (11)

где ρi, φi – это полярные координаты точки падения 
i-й частицы, R – радиус смесителя. Коэффициент σ 
представляет собой среднеквадратичное отклонение 
частицы от центра смесителя, в котором отдельно учи-
тывается сдвиг частицы в азимутальном (круговом) 
направлении. Суммарный коэффициент рассеивания 
рассчитывался как среднее взвешенное коэффициен-
тов kσ :

k k
k

wσ = σ∑ ,     (12)

где весовые коэффициенты  имеют смысл массовой 
доли частиц k –го набора в смеси. 
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Рис. 4. Рассеивание зерновых частиц по поверхности зер-
новой смеси при различных режимах работы смесителя: 
а – без учета влияния консольных валов, б – с учетом 

консольных валов
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На рис. 5 представлена сравнительная диаграмма 
значений коэффициентов рассеивания при четырех 
режимах работы установки для случаев, когда сме-
ситель оснащен консольными валами, и когда валы 
не установлены (типовой вертикальный смеситель). 
Сравнение двух графиков позволяет утверждать, что 
наличие консольных валов существенно увеличивает 
эффективность смешивания частиц в верхней части и 
смесителя и тем самым общую эффективность работы 
смесителя. При этом наибольшее влияние крыльчатки 
оказывают при больших угловых скоростях работы 
агрегата.

Рис. 5. Значения коэффициента рассеивания при различ-
ных режимах: 1 – без учета влияния консольных валов,  

2 - с учетом консольных валов

5. Выводы

В работе представлена математическая модель, 
описывающая динамику разбрасывания частиц зерно-
вой смеси в верхней части трехуровневого вертикаль-
ного смесителя, оснащенного консольными валами с 
крыльчаткой. Предложенная модель позволяет учесть 
аэродинамику сложных вихревых потоков, создавае-
мых вращающимися консольными валами, и взаимо-
действие зерновых частиц со шнеком.

Данная модель дает возможность проведения вы-
числительного эксперимента с целью определения оп-
тимальных конструктивных параметров крыльчатки и 
оптимальных режимов работы смесителя.

Проведенные расчеты подтвердили эффективность 
установки консольных валов с крыльчаткой в верти-
кальном смесителе. Результаты численных расчетов, 
выполненных по данной модели, использованы при 
проектировании и изготовлении вертикальной мало-
габаритной комбикормовой установки ВМКУ – 04.
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