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Досліджено основні ефекти і закономірності, що 
характеризують модель співіснування двох видів при 
слабких синусоїдальних зовнішніх впливах на швид-
кість розмноження, описувану рішенням системи 
диференціальних рівнянь типу Лотки-Вольтерра. 
Знайдено чисельні рішення при частотах впливу, 
близьких до частоти циклу незбуреної системи; 
досліджено стійкість неавтономної системи
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Исследованы основные эффекты и закономер-
ности, характеризующие модель сосуществования 
двух видов при слабых синусоидальных внешних воз-
действиях на скорость размножения, описываемую 
решением системы дифференциальных уравнений 
типа Лотки-Вольтерра. Найдены численные реше-
ния при частотах воздействия, близких к частоте 
цикла невозмущенной системы; исследована устой-
чивость неавтономной системы
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1. Введение

В работе рассмотрена математическая модель со-
вместного сосуществования двух биологических видов 
(популяций) типа «хищник - жертва», называемая мо-
делью Вольтерра – Лотки. Впервые она была получена  
А. Лоткой (1925 г.) который использовал её для описания 
динамики взаимодействующих биологических популя-
ций. Чуть позже и независимо от Лотки аналогичные 
более сложные модели были разработаны итальянским 
математиком В. Вольтерра (1926 г.), глубокие иссле-
дования которого в области экологических проблем 
заложили фундамент математической теории биологи-
ческих сообществ или так называемой математической 
экологии [1]. В настоящей работе содержится описание 
основных механизмов перехода к неустойчивости и ха-
осу в модели сосуществования двух достаточно много-
численных видов в замкнутом ареале, и алгоритмы их 
численного анализа, необходимые для решения задачи. 
Объектом исследования является процесс динамики 
сосуществования видов «жертв» и «хищников» в среде 
их обитания с внешним воздействием; предметом ис-
следования – модели Лотки–Вольтерра с возмущенной 
правой частью и численные методы их анализа.

Цель работы – системный анализ экосистемы и 
проведение численных экспериментов по исследова-
нию и использованию особенностей и периодических 
процессов в эволюционных моделях.

2. Литературный обзор

Эффект хаотизации движений в детерминиро-
ванных нелинейных системах, еще совсем недавно 

казавшийся просто невероятным в рамках традици-
онных стереотипов классической механики и теории 
колебаний, сейчас уже представляется как научно 
обоснованное явление фундаментальной значимости. 
Интерес к этой тематике не только не ослабевает, но 
продолжает нарастать, о чем свидетельствует увели-
чивающийся поток научной информации в виде на-
учных статей [2], в частности, в работе [3] приведено 
теоретическое обоснование результатов расчета по 
рассмотренной ниже модели 1. В докладах [4] и [5] по-
казаны возможные сценарии перехода к хаотическому 
движению в таких экологических системах через би-
фуркации. Модель Лотки-Вольтерра и её обобщения 
широко используется, например, в монографии [6] по 
биологии и диссертации [7], работах по экологии [8, 9] 
и экономике [10], где, в частности, показано, что после 
незначительной модификации трофической функции, 
модель адекватно описывает взаимоотношение секто-
ров производства и поставок.

Теория предсказывает, что при наличии опреде-
ленных типов внешних воздействий со стороны среды 
на такую систему, её устойчивость может нарушаться, 
и движения приобретают квази-случайный вид [11, 
12]. 

3. Математическое описание и модель объекта

Рассматривается в малом ареале (остров) экосисте-
ма из двух видов:

1) «жертвы» – в отсутствии хищников могут раз-
множаться неограниченно;

2) «хищники» – размножение ограничено числен-
ностью жертв.
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Численность тех и других достаточно велика, и ме-
няется гладко во времени.

Первоначальная автономная система (1) возбужда-
ется малым, по сравнению с остальными параметрами, 
периодическим колебанием размножения одного или 
обоих видов этой экосистемы.

Базовая модель Лотки-Вольтерра – совместного 
существования двух видов:

dx dt = rx xy,

dy dt = sy + xy

/

/ ,

−
−

γ
γ
1

2

 (1)

где r s, , ,γ γ1 2 – положительные константы – мальтузи-
анские и трофические коэффициенты, соответствен-
но; x – число особей жертв; у – число особей хищни-
ков; x,y >>1.

4. Анализ и преобразования модели

Нетривиальное состояние равновесия модели (1) 
 x y= =0 0,  имеет координаты 

x =s* / γ 2, y = r /* γ1.

С помощью замены переменных x x x y y y: ,* *= − = −: , 
система (1) преобразуется к виду:

x = x y + x y− ⋅ ⋅γ1( )
*

, y = y x + x yγ 2( )
*

⋅ ⋅ . (2)

Её динамику в окрестности новой точки равновесия 
(0,0) исследуем аналитически. Для этого делим второе 
уравнение из (2) на первое и получаем уравнение пер-
вого порядка с разделяющимися переменными.

Потенцируем и обозначим: exp(C0)=C, Θ1 и Θ2 – од-
нотипные функции переменных x и y. Соответственно, 
получим:

Θ Θ Θ( , ) ( ) ( )

/ /

(
*

) *
/

(
*

)

x y x y

ex ey

x x
x

y y

= ⋅ =

=
+



 +




1 2

1 2

1
1

2

γ γ

γ
γ

γ 

=
y

C
*

/ γ 2

– его общий интеграл.
Он представляет решения x(t), y(t) системы (2) как 

неявную функцию. Он постоянен на каждом решении 
системы (2), а значит, является, по определению, её 
первым интегралом [11]. Прямым дифференцирова-
нием функций Θ1 и Θ2 проверяем, что в точке (x*, y*) 
они имеют локальный изолированный максимум. А 
значит, и их произведение – функция Θ(x, y) – тоже. 
Во всех приложениях интересны, в основном, финит-
ные движения, в частности, периодические, поскольку 
только они имеют физический смысл. Для их выяв-
ления в данной системе сначала исследуем решение 
(2). При x x0 > − * , y y0 > − *  решения периодические, 
поскольку функция Θ(x,y) имеет максимум в (x*,y*) и, 
значит, фазовые траектории системы замкнуты (кроме 
стационарной точки x=0, y=0), т. к. принадлежат на XY 
ее линиям уровня, не содержащим других стациона-
ров. Решая задачу Коши, получим графики периодиче-
ских решений и фазовый портрет систем (1), (2).

Проблема состоит в исследовании поведения систе-
мы, характеризующейся близостью периода T циклов 
невозмущенной системы (1–2) и периода возмущения 
(1/ Ω).

Здесь Ω - бифуркационный параметр всех частных 
моделей, полученных из базовой (1–2). Поведение мо-
делей исследуется вдали от начала: t >>0.

Во всех случаях синусоидального возмущения ба-
зовой модели для численного анализа задачи Коши 
типа (1–2), соответствующие модели приводятся к 
форме:

′ =Z f(Z, , , )m tΩ , (3)

где f(Z , F(Z P, , ) ) ( , , )m t m tΩ Ω= + , ZT= (x(t),y(t)), при на-
чальных условиях (x(0),y(0)) = (x0, y0) для каждой 
траектории.

Здесь автономное слагаемое вектора правой части 
системы (3) для всех моделей одинаково и имеет вид:
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Для рассматриваемых моделей возмущающие сла-
гаемые в (3) имеют вид: 
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5. Численный анализ возмущенных моделей

Модель 1. Синусоидальное возмущение «жертв» 
P1(m, Ω, t)

Приведены результаты работы MathCad-програм-
мы, фазовый портрет и график решения по точкам 
(рис. 1). Бифуркационный параметр – Ω  мало отлича-
ется от частоты 1/T цикла в (2); r,s,g0,g1 – нормирован-
ные к 1 параметры из (1); при этом T≈1.

В полном соответствии с теорией [3, 12], фазовый 
портрет в (x,y,t) и его проекция на XY показывают, что 
амплитуда колебаний меняется нерегулярно, с тенден-
цией к неограниченному увеличению с ростом t.

а                                                     б
Рис. 1. Фазовые портреты модели 1: а – портрет на 
плоскости XY; б – портрет в расширенном фазовом 

пространстве
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Модель 2. Синусоидальное возмущение числен-
ности «хищников» с аналогичными параметрами: 
P2(m, Ω, t).

На левом графике (рис. 2, а) видна ”перемежае-
мость”, характерная для состояний вблизи странного 
аттрактора, и нелинейные искажения синусоиды. Из-
за разного поведения ”хищников” и ”жертв” одина-
ковые периодические возмущения прироста их чис-
ленности демонстрируют разную динамику системы: 
фазовый портрет несимметричен, в отличие от модели 
1 (рис. 2, б)

а                                                  б
Рис. 2. Решения для модели 2: а – решение для ”жертв” 

во времени; б – фазовый портрет на плоскости XY

Модель 3. Возмущение типа P3(m, Ω, t) =(m⋅Sin2(Ω, t), 0) 
для ”жертв”

В этом случае потеря устойчивости не проявля-
ется (рис. 3, а) – появление эффекта зависит от того, 
численность которого из видов возмущается и какой 
функцией, при неизменных амплитуде и частоте воз-
мущения.

На правом графике (рис. 3, б) видно, что численно-
сти обоих видов стабилизируются вблизи нуля, что не 
предсказано теорией.

а                                                    б
Рис. 3. Фазовые портреты модели 3: а – портрет на 
плоскости XY; б – портрет в расширенном фазовом 

пространстве

Модель 4. Возмущение прироста обоих видов со 
сдвигом фаз

Возмущение правой части системы имеет вид: 

P ( , , ) ( ,  )4 m t m t m tΩ Ω Ω= +sin( ) sinα . 

Фазовый портрет представлен на рис. 4.

Рис. 4. ”Разбегание” двух первоначально близких 
фазовых траекторий

Численный эксперимент показал, что траектории, 
имеющие близкие начальные условия, со временем 
демонстрируют свойства ”разбегания” и ”перемешива-
ния”, характерные для странного аттрактора.

6. Выводы

Проведено исследование проблемы динамического 
баланса двух биологических видов в замкнутой эко-
системе с внешним возмущением популяций, которое 
моделируется малым по амплитуде синусоидальным 
возмущением правой части известной системы урав-
нений Лотки–Вольтерра. Применение методов каче-
ственной теории дифференциальных уравнений пред-
сказывает неограниченные хаотические движения в 
неавтономной системе вблизи периодического реше-
ния автономной при совпадении периодов. Численные 
эксперименты показывают, что:

1) фазовые портреты систем, похожи на известные в 
физике ”фигуры Лиссажу” и имеют тип вырождающе-
гося 2-мерного нерезонансного тора;

2) различные по характеру нерегулярности пове-
дения ”хищников” и ”жертв” проявляются в фазовых 
портретах при одинаковых возмущениях;

3) синусоидальное воздействие на популяцию, на-
пример путем изменения скорости размножения одно-
го или обоих видов вследствие сезонных изменений 
пищевого рациона или охоты, приводит к непериоди-
ческой динамике системы;

4) определены параметры возмущений, приводя-
щие вблизи ”резонанса” Ω=1/T, как к непериодическо-
му росту популяций (модель 1), так и к непериодиче-
ским движениям в конечной области (модели 2 и 4), 
или к стабилизации вблизи нуля (модель 3). При этом 
возможна гибель популяций.

Всё это подтверждает, что даже достаточно простые 
модели экосистем выявляют их неустойчивость – чув-
ствительность к малым внешним возмущениям.
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Запропонована методика прогнозування рівня 
паводкових вод на основі побудови апроксимуючих 
кривих з використанням статистичних даних як 
про рівень води рік під час паводку (повеней), так 
і про метеорологічні дані. Дана методика також 
дозволяє проводити дослідження взаємозв’язку 
рівня паводкових вод і метеорологічних даних для 
виявлення вагомих факторів впливу на їх піднят-
тя
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Предложена методика прогнозирования уров-
ня паводковых вод на основе построения аппрок-
симирующих кривых с использованием стати-
стических данных как об уровне воды рек во время 
паводка (наводнения), так и о метеорологиче-
ских данных. Данная методика также позволя-
ет проводить исследования взаимосвязи уровня 
паводковых вод и метеорологических данных, с 
использованием коэффициента контингенции для 
выявления значимых факторов влияния на их под-
нятия
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1. Вcтуп

Негативний вплив від паводків (повеней) спостері-
гається як в Україні (2008 р. – 2013 р.) [1 – 3], так і за 
кордоном зокрема, а саме: Китай (2008 р., 2013 р.) [4, 

5]; Велика Британія, Іспанія, Франція, Італія (2013 р.,  
2014 р.) [6] та Німеччина [7], тому задачі прогнозу-
вання і контролю рівня паводкових вод залишаються 
актуальними і надалі, оскільки середньорічні збитки 
від паводків у 1995 – 1998 роках склали 899.3 млн грн., 


