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Проведено математическое моделирование и численный 
расчет вынужденных резонансных колебаний составной 
электромеханической трехэлементной системы «метал-
лическая пластина – пьезокерамические цилиндрические 
панели» с учетом рассеяния энергии под воздействием 
внешнего переменного электрического поля. Построены 
амплитудно-частотные характеристики колебаний 
системы в диапазоне частот, включающем первые две 
резонансные частоты. Исследовано напряженно-дефор-
мированное состояние системы на частоте основного 
резонанса
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Проведено математичне моделювання та чисельний роз-
рахунок вимушених резонансних коливань складеної елек-
тромеханічної триелементної системи «металева пла-
стина – п’єзокерамічні циліндричні панелі» з урахуванням 
розсіювання енергії під дією зовнішнього змінного електрич-
ного поля. Побудовано амплітудно-частотні характери-
стики коливань системи у діапазоні частот, що включає 
перші дві резонансні частоти. Досліджено напружено-де-
формований стан системи на частоті основного резонансу
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стина, п’єзокерамічні циліндричні панелі, розсіювання енер-
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1. Вступ

У сучасних технічних пристроях і різного роду 
електроакустичних системах [1] все більш широке 
застосування знаходять п’єзокерамічні перетворювачі 
енергії, робота яких базується на використанні явища 
п’єзоелектричного ефекту [2, 3].

П’єзокерамічні випромінювачі та прийомники зву-
ку з успіхом використовуються у пристроях виявлення 
дефектів, мікрофонах, гідрофонах, побутовій техніці, 
у системах управління зі зворотнім зв’язком, в те-
лебаченні, у пристроях медичної діагностики тощо. 
Широке використання п’єзокерамічних перетворю-
вачів енергії, зокрема, для експериментальних діагно-

стичних досліджень властивостей Світового океану 
таких, як явище рефракції, внутрішніх хвиль, макро-
неоднорідностей морського дна, крупномасштабних 
вихорових рухів вод, а також для акустичної розвідки 
корисних копалин у морському ґрунті тощо, обумов-
лює ряд технічних вимог до п’єзоперетворювачів. До 
переліку цих вимог необхідно віднести необхідність 
ефективного випромінювання в області достатньо 
низьких частот при мінімально можливих габаритах 
і масах перетворювачів. Реалізація низьких частот 
в п’єзокерамічних випромінювачах та прийомників 
енергії традиційних типів – стержневих і циліндрич-
них [1, 4, 5] – перетворюють їх у складні, громіздкі і 
важкі пристрої, стає проблематичним як виготовлення 
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так і використання п’єзоперетворювачів у реальних 
електромеханічних системах. У зв’язку з цим останнім 
часом намітилась тенденція створення більш компакт-
них і легких низькочастотних перетворювачів енергії, 
до числа яких можна віднести нетрадиційні п’єзопе-
ретворювачі енергії арочного та поздовжньо-згиналь-
ного типів [6 – 8]. Робота цих фактично однотипних 
за конструкцією перетворювачів базується на явищі 
п’єзоефекту – на коловому (тангенціальному) п’єзое-
фекті у випадку арочного перетворювача і на поздовж-
ньому – у випадку поздовжньо-згинального.

2. Аналіз літературних даних та постановка задачі

У зв’язку зі складністю коливальної системи ароч-
ного і поздовжньо-згинального типів і, мабуть, у зв’яз-
ку з закритим характером робіт, присвячених їх до-
слідженню, у зарубіжній відкритій науково-технічній 
літературі існує обмежена кількість публікацій по цій 
тематиці і носять вони, зазвичай, загальний характер. 
У дослідженнях використовуються два підходи – екс-
периментальний і теоретичний.

Автор даної статті тривалий час присвятив дослід-
женню напружено-деформованого стану та механічної 
міцності однотипного за конструкцією з арочним п’є-
зокерамічного перетворювача енергії поздовжньо-зги-
нального типу [9 – 13], у якого, на відміну від дослід-
жуваного арочного п’єзоперетворювача, циліндричні 
панелі виконані з металу, а активним елементом є пла-
стина, виготовлена з секційованої поздовжньо-поля-
ризованої п’єзокераміки.

У роботах [14 – 16] досліджено низькочастотний 
поздовжньо-згинальний гідроакустичний п’єзоке-
рамічний перетворювач енергії, активним елементом 
якого, на відміну від досліджуваного у даній статті п’є-
зоперетворювача, є стержень (порожнистий циліндр), 
склеєний з п’єзокерамічних шайб. У цих роботах при-
ведено результати експериментальних досліджень 
щодо деяких електроакустичних характеристик пере-
творювача.

Серед обмеженої кількості відкритих публікацій, 
присвячених дослідженням п’єзокерамічних перетво-
рювачів арочного типу (активними елементами є п’єзо-
керамічні циліндричні панелі), слід відзначити роботу 
Shuyu Lin [17]. У ній розглянуто поздовжньо-згинальні 
коливання п’єзоелектричного ультразвукового ароч-
ного перетворювача композитного типу, досліджено 
взаємодію елементів системи в залежності від їх геоме-
тричних параметрів та вплив на частоти коливань. У 
роботах Л. С. Старова [18, 19], Л. С. Старова, Я. Г. Гло-
вацької [20, 21], Л. С. Старова, М. М. Голосницької, 
М. І. Карновського [22] для моделі п’єзокерамічного 
перетворювача арочного типу у вигляді арки, жорстко 
закріпленої або шарнірно опертої на нерухомі опори, 
розв’язуючи диференціальне рівняння електропруж-
них гармонічних згинальних коливань арки, що за-
писане в одномірному наближенні, знайдено частоти 
і власні форми коливань. Розв’язано деякі задачі з ви-
користанням методу електромеханічних аналогій [23]. 
Задача визначення частот власних коливань кругової 
арки неодноразово розглядалася в літературі. Однак 
у більшості робіт задача розв’язувалась у припущенні 
про нерозтяжність осі арки [24]. При цьому модель ко-

ливальної системи вибиралася з розрахунку, що торці 
арки з’єднані з нерозтяжною основою або шарнірно, 
або за допомогою жорсткого закріплення. У цьому 
випадку вдавалося отримати відносно простий розв’я-
зок рівняння коливань. Урахування розтягування осі 
арки дає істотні поправки до власних частот і форм 
коливань вигнутих пластин-арок. Як показано у ро-
ботах [25, 26] резонансні частоти коливань арки, що 
представляють для нас найбільший інтерес, як раз і 
обумовлені розтягуванням осі.

У даній статті розглядається динамічна поведінка 
п’єзокерамічного перетворювача енергії арочного типу. 
Ставиться задача математичного моделювання виму-
шених резонансних коливань системи, дослідження 
її амплітудно-частотних характеристик в певному ро-
бочому діапазоні частот та оцінки напружено-дефор-
мованого стану на основній резонансній частоті коли-
вань з урахуванням розсівання енергії.

3. Математичне моделювання коливань: система 
диференціальних рівнянь, граничні умови

Перетворювач енергії арочного типу являє собою 
складену електромеханічну триелементну систему, яка 
складається з пасивної прямокутної металевої пласти-
ни 1 і двох активних п’єзокерамічних циліндричних 
панелей (арок) 2, розміщених симетрично відносно 
пластини і пружно зв’язаних з нею (загальний вигляд 
арочного п’єзоперетворювача енергії та його розра-
хункова схема представлені відповідно на рис. 1, а та 
рис. 1, б). Конструктивно циліндричні панелі склеєні 
з окремих п’єзокерамічних сегментів (призм), на по-
верхнях склеювання яких нанесені електроди і які 
попередньо поляризовані в тангенціальному напрямі. 
Тангенціально-радіальні коливання панелей здійсню-
ються під дією гармонічної електричної напруги, під-
веденої до паралельно з’єднаних між собою електризо-
ваних призм панелей.

 
 
 
 
 
 

а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

б  
Рис. 1. П’єзокерамічний перетворювач енергії арочного 

типу (1 – металева пластина, 2 – п’єзокерамічні 
 циліндричні панелі): а – загальний вигляд;  

б – розрахункова схема 
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Максимально ефективно п’єзокерамічний перетво-
рювач арочного типу працює на резонансній частоті 
тоді, коли металева пластина (опорна основа) абсо-
лютно жорстка, тобто така, яка не розтягується. Тоді 
вся енергія збудження електричного поля (не врахо-
вуючи розсіювання в матеріалі) трансформується в 
енергію механічних радіальних коливань панелей. 
Однак, на практиці реалізувати пластину-основу аб-
солютно жорсткою неможливо: торці п’єзокерамічних 
циліндричних панелей збуджують незначні поздовжні 
коливання металевої пластини. Розміри і матеріал 
пластини вибираються за умови, щоб її жорсткість 
була більшою за жорсткість панелей у 3–4 рази.

При моделюванні резонансних коливань необхід-
но враховувати розсіювання енергії системи [27, 28]. 
Механічні коливання будь-якої системи, яка підлягає 
динамічному деформуванню, супроводжуються роз-
сіюванням енергії, частина якої переходить в теплову 
енергію деформованих елементів системи, а частина 
безпосередньо розсіюється в навколишнє середовище.

Причини, які викликають розсіювання енергії, мо-
жуть бути поділені на дві основні групи – зовнішні і 
внутрішні.

До зовнішніх причин відноситься тертя коливаль-
ної системи з середовищем, в якому відбувається коли-
вання (повітря, гази, вода, масло тощо). Задача враху-
вання розсіювання енергії, викликаного зовнішніми 
причинами, в даній статті не розглядається.

Внутрішнє розсіювання можна об’єднати у три 
основні групи: резонансні, релаксаційні і гістерезисні. 
При періодичному деформуванні твердого тіла діють 
всі три механізми, але вміст їх в загальне розсіювання 
різний. Кожний із цих механізмів залежний також від 
експлуатаційних умов (діапазонів частот, амплітуд, 
температур). До внутрішнього розсіювання можна від-
нести також і конструкційне розсіювання, обумовлене 
тертям в з’єднаннях окремих елементів системи (не-
жорстких вузлах, в місцях болтових з’єднань), тертя в 
збірних пакетах пластин, стержнів тощо.

Задача врахування механічного розсіювання кон-
структивних елементів складених систем, таких як 
п’єзокерамічний перетворювач енергії, ускладнюється 
ще й тим, що їх конструкції складені із деталей різних 
конфігурацій, виготовлених, в свою чергу, із різнорід-
них матеріалів (п’єзокераміки, металів, полімерів, 
клейових з’єднань, неполяризованої кераміки).

Аналіз розсіювання енергії у самому п’єзокераміч-
ному матеріалі є непростою задачею. При періодичних 
процесах непружні складові деформацій і обумовлене 
ними механічне розсіювання енергії можуть бути вра-
ховані, якщо звичайні модулі пружності (Юнга) замі-
нити комплексними

0 1
ю ю юE E i E= + ω ,  (1)

у яких дійсна частина є власне модуль пружності, а 
уявна враховує розсіювання енергії (у формулі (1) 
і – уявна одиниця, ω  – кругова частота). Крім цього, 
необхідно враховувати також діелектричні і п’єзоке-
рамічні втрати.

Кількісний опис механічного розсіювання енергії 
за наявності різних механізмів втрат, які проявляють-
ся при резонансних коливаннях перетворювача енергії 
арочного типу, є складною задачею. З цієї причини 

для отримання фактичної кількісної інформації про 
напружено-деформований стан при резонансних ко-
ливаннях арочного перетворювача енергії в першому 
наближенні приймемо гіпотезу, що сили затухання 
пропорційні першому степеню швидкості [29].

Коливання циліндричних п’єзокерамічних пане-
лей по теорії типу С. П. Тимошенка [30, 31, 12] опису- 
ються рівняннями:
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тут Т, Q – узагальнені сили, М – згинальний момент:

(1)
33 13 31 sE

33 13 31

E
44

3
(2)

33 13 31 sE
33 13 31

h V W
T (d d )E ;

s (1 ) s R

5 h W V
Q ;

6 s s R

h
M (d d )E ,

12s (1 ) s

∂ = + − + ν − ν ν ∂ 
∂ = ψ + −  ∂

∂ψ = − + ν − ν ν ∂ 

  (3)

де V, W, ψ – переміщення і кут повороту нормалі до по- 
верхні панелі; h, R – товщина панелі і радіус її середин-
ної поверхні; s – дугова координата; t – час; ρ – густина 
п’єзокераміки; V W, , ψα α α  – коефіцієнти розсіювання 
енергії в панелі; ijS  – пружні податливості п’єзоке- 
раміки; ijd  – п’єзоелектричні постійні; ijν  – коефіці-
єнти Пуассона; sE  – напруженість електричного поля.

Поздовжні коливання металевої пластини опису-
ються рівнянням

2 2
uxп x x

2 * 2 *
п п

U U U
,

x E t E t
α∂ ρ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

  (4)

де xU  – поздовжні переміщення, * 2
п п, E E (1 ),ρ = − ν  – 

механічні параметри пластини, uα  – коефіцієнт роз-
сіювання енергії в пластині.

Систему рівнянь (2) – (4) необхідно доповнити 
граничними умовами – кінематичними і динамічними 
умовами з’єднання панелей з пластиною, які в правому 
x s 0= =  і лівому 0 0x l , s s= =  вузлах однакові:

x 0 0 0

0 0 0

п x 0 0 0

U (l ) V(s )cos W(s )sin ;

V(s )sin W(s )cos 0, (s ) 0;

0,5h (l ) T(s )cos Q(s )sin 0,

= ϕ + ϕ
ϕ − ϕ = ψ =

σ + ϕ + ϕ =
  (5)

де xσ  – механічні напруження; θ  – кут розкриття 
панелі; 0s  і 0l  – довжини панелі і пластини; пh  – тов-
щина пластини.

4. Розв’язання крайової задачі та аналіз результатів

Розв’язання системи рівнянь (2) – (4) зводиться до 
інтегрування тільки системи (2), (3) для циліндричної 
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панелі, оскільки при гармонічному режимі коливань 
рівняння (4) має точний розв’язок.

0
х п

l
U A sin k x

2
 = −  

.  (6)

Тут А – амплітуда переміщення, пk  – коефіцієнт, 
що містить механічні параметри пластини та її кругову 
частоту коливань.

З урахуванням (6) граничні умови (5) можна зве-
сти до трьох лінійних рівнянь, які зв’язують між собою 

0V(s ) , 0W(s ) , 0(s )ψ , 0T(s ) , 0Q(s ) .
Інтегрування системи (2), (3) з урахуванням си-

метрії проводилось на проміжку [ 0 00,5s , s ] за умови 
V Q 0= ψ = =  у точці 0s 0,5s= .

П’єзокерамічні панелі і металева пластина, виго-
товлені із п’єзокераміки ЦТБС-3 і сталі 29 НК відпо-
відно, мають наступні параметри:

l0=3,52hп; 0s 14,24h= ; R 14,82h= ; 0,96θ = .

Розсіювання енергії в пластині не враховувалось 

u 0α = . Експериментально на частоті основного резо-
нансу було визначено коефіцієнти розсіювання енергії 
п’єзокерамічних панелей:

W 0,07α = ; V 0,0035α = ; 0,0011ψα = .

Суттєва відмінність значень коефіцієнтів Wα , Vα ,  

ψα  пояснюється тим, що значення максимальних ра-
діальних переміщень W на порядок відрізняють від 
відповідних значень переміщень V і ψ.

У результаті дослідження вимушених резонанс-
них коливань п’єзокерамічного перетворювача енергії 
арочного типу було побудовано амплітудно-частотну 
характеристику коливань на прикладі центральної 
точки циліндричної панелі 0s 0,5s=  і торцевої точки 
пластини 0x l= , знайдено залежності радіальних пере-
міщень панелі і поздовжніх переміщень пластини від 
частот збудження електричного поля в діапазоні час-
тот 0,113 0,5345ω = −  ( ω  – безрозмірна частота). Цей 
частотний діапазон містить перші дві резонансні ро-
бочі частоти перетворювача 1 0,2266ω =  і 2 0,5848ω = .

Крім цього, відповідні резонансні частоти 
*
1 0,2233ω = , *

2 0,5719ω =  були знайдені за допомогою 
віброметричної апаратури експериментальним шля-
хом. Як бачимо, значення збігаються з достатньо вели-
кою точністю.

Як уже наголошувалось, важливим фактором при 
дослідженні резонансних коливань перетворювача 
енергії арочного типу, а також його напружено-де-
формованого стану є оптимальний вибір коефіцієнтів 
розсіювання енергії. Він оснований на експеримен-
тальних даних, отриманих у результаті вимірів амплі-
туд переміщень робочих поверхонь на деяких зразках 
однотипних перетворювачів. Вибравши коефіцієнти 

Wα , Vα , ψα , uα  таким чином, щоб експериментальні 
і розрахункові значення амплітудно-частотних харак-
теристик на резонансних частотах співпали, можна 
робити розрахунок напружено-деформованого стану 
цілої партії перетворювачів даного типу, не проводячи 
кожного разу відповідних експериментальних дослі-
джень. Користуючись цим експериментально-теоре-
тичним методом у результаті інтегрування системи 

рівнянь (2), (3) з урахуванням (5), (6), були отримані 
значення функцій V, W, ψ 

  (табл. 1), а також був про- 
ведений розрахунок динамічних напружень, які вини-
кають в перетворювачі енергії арочного типу при його 
коливаннях у режимі резонансу.

Таблиця 1

Розрахункові значення амплітуд переміщень точок 
поверхонь панелей

Переміщення
Точки

V ψ

-0,18 -0,347 0 0s0

-0,063 -0,582 0,648 0,05s0

-0,804 -0,792 1,27 0,1s0

-1,99 -0,954 1,8 0,15s0

-3,52 -1,05 2,16 0,2s0

-5,25 -1,06 2,3 0,25s0

-7,0 -0,984 2,22 0,3s0

-8,59 -0,825 1,9 0,35s0

-9,86 -0,594 1,39 0,4s0

-10,7 -0,311 0,733 0,45s0

-11,0 0 0 0,5s0

Найбільш ефективно робота досліджуваного п’є-
зоперетворювача реалізується на першій резонансній 
частоті, де максимальне переміщення робочої частини 
панелей майже в 3 рази більше, ніж на другому резо-
нансі.

Із табл. 1 видно, що значення максимальних 
радіальних переміщень W  в точці 0s 0,5s=  майже 
на порядок перевищують значення переміщень V, ψ  . 
Порівнюючи максимальну амплітуду радіального пе-
реміщення W 11,0=  точки 0s 0,5s=  панелі з відповід-
ним максимальним значенням амплітуди поздовжньо-
го переміщення xU 2,1=  точки 0x l=  пластини, можна 
зробити висновок про менш суттєву їх відмінність 
(приблизно в 5 разів).

5. Висновки

У результаті дослідження вимушених коливань 
нетрадиційного п’єзокерамічного перетворювача енер-
гії арочного типу на основі уточненої теорії типу  
С. П. Тимошенка записано систему диференціальних 
рівнянь коливань з урахуванням розсіювання енергії. 
Для замикання системи рівнянь сформульовано та 
записано граничні умови – кінематичні та динамічні 
умови з’єднання циліндричних п’єзокерамічних пане-
лей з металевою пластиною.

Проведено інтегрування повної системи дифе-
ренціальних рівнянь коливань, знайдено залежності 
радіальних переміщень панелей і поздовжніх перемі-
щень пластини від частот коливань у діапазоні, що 
включає перші дві робочі резонансні частоти.

Побудовано амплітудно-частотні характеристи-
ки коливань на прикладі центральної точки панелі 
(максимальні радіальні переміщення) і торцевої точ-
ки пластини (максимальні поздовжні переміщення). 
Проведено оцінку напружено-деформованого стану 
досліджуваної електромеханічної системи на частоті 
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основного резонансу з урахуванням розсіювання 
енергії.

Максимальні амплітуди радіальних переміщень 
реалізуються в центральній точці панелі на першій 
резонансній частоті. Механічні напруження п’єзо-
керамічної панелі, як найбільш слабкої ланки пере-

творювача арочного типу, характеризуються значною 
нерівномірністю і змінюються вздовж панелі як за ве-
личиною, так і за знаком. Максимальні значення на-
пружень sσ  мають місце у точках 0 ss 0,5s ( 1,35)= σ = ,  
а також у точці з’єднання панелей з пластиною 

ss 0 ( 0,35)= σ = − .
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У статті розглянуті динамічні силові перехідні про-
цеси в канатопроводі однобарабанного і двохбарабанного 
підйомників з урахуванням дисипації канатів і демпфую-
чих пристроїв. Коливальні процеси в канатах підйомників 
описані диференціальними рівняннями в моментах сил 
пружності з постійними коефіцієнтами і графічно пока-
зані на осцилограмах. Визначені динамічні параметри 
канатів підйомників при варіюванні коефіцієнтами диси-
пації демпфуючих пристроїв
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В статье рассмотрены динамические силовые переход-
ные процессы в канатопроводе однобарабанного и двух-
барабанного подъемников с учетом диссипации канатов 
и демпфирующих устройств. Колебательные процессы в 
канатах подъемников описаны дифференциальными урав-
нениями в моментах сил упругости с постоянными коэф-
фициентами и графически показаны на осциллограммах. 
Определены динамические параметры канатов подъемни-
ков при варьировании коэффициентами диссипации демп-
фирующих устройств
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1. Введение

В процессе эксплуатации барабанных подъем-
ников возникают максимальные динамические на-
грузки в канатах колебательного характера, как 
при эксплуатационных режимах работы, так и при 
предохранительном торможении. Эти колебания вы-
зывают увеличение нагрузок в канатах по сравнению 
со стационарными значениями и, следовательно, 
уменьшается запас прочности подъемного каната, а 

в клетевых подъемниках происходит нарушение ве-
стибулярного аппарата рабочих. Поэтому актуаль-
ной является необходимость уменьшить колебания 
подъемных сосудов на канатах. В настоящей работе 
для уменьшения динамических нагрузок в канатах 
подъемников предлагается применять демпфиру-
ющие устройства, устанавливаемые в прицепном 
звене подъемных сосудов, что позволит улучшить 
эксплуатационные характеристики подъемников в 
целом.


