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УДК 004.942:519.25
Виконано побудову довірчого інтервалу нелі-

нійного рівняння регресії часу відновлення пра-
цездатності пристроїв термінальної мере-
жі на основі нормалізуючого перетворення 
Джонсона та t-розподілу Стьюдента, без при-
пущення про нормальність емпіричних даних. 
Проведено порівняння отриманих результатів 
з результатами, отриманими іншими мето-
дами. Перетворення Джонсона в порівнянні з 
іншими нормалізуючими перетвореннями дозво-
ляє краще здійснити нормалізацію емпіричних 
даних

Ключові слова: довірчий інтервал, нелінійна 
регресія, нормалізуюче перетворення, перетво-
рення Джонсона, термінальна мережа

Выполнено построение доверительно-
го интервала нелинейного уравнения регрес-
сии времени восстановления работоспособно-
сти устройств терминальной сети на основе 
нормализирующего преобразования Джонсона 
и t-распределения Стьюдента, без предполо-
жения о нормальности эмпирических данных. 
Проведено сравнение полученных результатов с 
результатами, полученными другими метода-
ми. Преобразование Джонсона по сравнению с 
другими нормализирующими преобразованиями 
позволяет лучше осуществить нормализацию 
эмпирических данных

Ключевые слова: доверительный интервал, 
нелинейная регрессия, нормализирующее преоб-
разование, преобразование Джонсона, терми-
нальная сеть

1. Введение

Повышение надежности оценки времени восста-
новления работоспособности устройств терминаль-
ной сети играет важную роль в практических задачах 
ее управления [1]. Как правило, время восстанов-
ления работоспособности устройств терминальной 
сети является негауссовской случайной величиной 
(СВ), которая зависит от ряда факторов, в том чис-
ле от расстояния между центром обслуживания и 
устройством терминальной сети, вида отказа в об-
служивании, модели конкретного устройства и т.д. 
Для оценки времени восстановления работоспособ-
ности устройств терминальной сети необходимо по-
строить соответствующую регрессионную модель [2, 
3], которая будет являться нелинейной [4]. Повысить 
надежность ее оценки можно за счет построения 
доверительного интервала нелинейной регрессии  
[5, 6].

В случае негауссовской СВ построение довери-
тельного интервала нелинейной регрессии без предпо-
ложения о нормальности СВ затруднено. Применение 
такого предположения может существенно исказить 
результаты.

Поэтому проблема построения доверительного ин-
тервала нелинейной регрессии времени восстановле-
ния работоспособности устройств терминальной сети 
является актуальной.

2. Цель исследования

Целью исследования является построение довери-
тельного интервала нелинейной регрессии времени 
восстановления работоспособности устройств терми-
нальной сети без предположения о нормальности СВ.

Для достижения поставленной цели исследования 
необходимо решить следующие задачи:

1. Нормализировать эмпирические данные, для 
чего осуществить выбор нормализирующего преобра-
зования и оценить его параметры.

2. На основе нормализированных данных получить 
линейное уравнение регрессии и построить для него 
доверительный интервал.

3. Используя выбранное нормализирующее пре-
образование, построенные линейную регрессию и ее 
доверительный интервал, осуществить переход к не-
линейной регрессии и ее доверительному интервалу.
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3. Литературный обзор

При нормальном законе распределения СВ дове-
рительный интервал линейного уравнения регрессии 
возможно построить традиционным методом с исполь-
зованием t-распределения Стьюдента [7]. Однако для 
нелинейной регрессии данный метод не учитывает ряд 
особенностей эмпирического распределения данных, 
например его асимметрию.

Использование линеаризирующих преобразова-
ний сводится к получению линейной регрессионной 
модели из исходной нелинейной путем замены пере-
менных и коэффициентов.

Однако такая замена приводит к упрощению ре-
грессионной модели и некоторой потере информации, 
связанной с нелинейностью [8–10].

Применение нормализирующих преобразований 
позволяет перейти к линейной регрессии для норма-
лизированных данных, для нее построить довери-
тельный интервал традиционным способом с исполь-
зованием t-распределения Стьюдента, а затем путем 
применения соответствующего преобразования пере-
йти к нелинейной регрессии и ее доверительному ин-
тервалу [11–13]. Данный подход лишен недостатков, 
отмеченных у предыдущих методов.

В качестве нормализирующего преобразования ис-
пользуется преобразование Джонсона, так как в ряде 
случаев оно дает лучшие результаты по сравнению с 
другими известными преобразованиями, например, 
Бокса-Кокса (Box-Cox) [11, 14, 15].

4. Построение доверительного интервала нелинейной 
регрессии

В общем виде регрессионная модель может быть 
представлена следующим уравнением [3]:

y y f xt t= + = +ε ε( ) ,  (1)

где y – зависимая переменная, или результативный 
признак, x – независимая переменная, или фактор,  
εt – случайная ошибка, или возмущение, f(x) – функ-
ция, которая определяет вид регрессионной модели: 
нелинейная или линейная.

Доверительный интервал линейной регрессии воз-
можно построить с помощью t-распределения Стью-
дента по следующей формуле [7]:
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n – количество значений СВ в выборке, y  – значение 
y, рассчитанное по уравнению регрессии.

В случае нелинейной регрессионной модели необ-
ходимо перейти к линейной с помощью линеаризиру-
ющего или нормализирующего преобразований. Далее 
для полученной линейной регрессионной модели по-

строить доверительный интервал уравнения регрес-
сии по следующей формуле [9]:
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где u(υ, β, λ) – табличный коэффициент, зависящий 
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n – количество значений в выборке, α – доверительная 
вероятность, x1, x2 – границы заданного отрезка.

При использовании нормализирующего преобразо-
вания Джонсона для получения нелинейной регресси-
онной модели необходимо нормализировать исходные 
СВ с помощью преобразования, которое в общем виде 
представлено следующей формулой [16]:

z h x= + ( ) > − ∞ < < ∞ > − ∞ < < ∞γ η φ λ η γ λ φ, , ; ; ; ; .0 0  (4)

Преобразование (4) имеет обратное преобразо- 
вание:

x h z= + ( ) > − ∞ < < ∞ > − ∞ < < ∞−φ λ γ η η γ λ φ1 0 0, , ; ; ; ; , (5)

где z – нормально распределенная СВ с математиче-
ским ожиданием ноль и дисперсией единица; x – СВ с 
распределением Джонсона; γ, η, ϕ, λ – параметры пре-
образования или распределения Джонсона; h и h-1 –  
функции определенного семейства:
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Конкретное семейство распределений Джонсона 
выбирается исходя из значений квадрата асимметрии 
A2 и эксцесса ε исходной выборки [17]. Значения не-
известных параметров распределения можно найти 
с помощью непараметрического метода решения за-
дачи математического программирования, описан- 
ного в [11]:

θ ε
θ

    = + − + + −{ }arg min ( ) ( ) ,A m Dz z z z
2 2

2
23 1  (6)

где θ – вектор неизвестных параметров, θ={γ, η, ϕ, λ}, 
Az


2
 – оценка асимметрии распределения z, ε z  – оценка 

эксцесса распределения z, mz


2
 – оценка математиче-

ского ожидания z, Dz
  – оценка дисперсии z, n – коли-

чество значений z в выборке.
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Проверку соответствия преобразованных выборок 
нормальному распределению можно выполнить с по-
мощью критериев согласия, например, χ2 Пирсона или 
Колмогорова-Смирнова [18].

В общем виде линейная регрессионная модель нор-
мализированных значений СВ может быть представ-
лена уравнением:

z b z by x= +1 0,  (7)

где b1, b0 – коэффициенты линейной регрессии, кото-
рые находятся методом наименьших квадратов.

Для проверки адекватности линейной регрессион-
ной модели используем коэффициент детерминации 
R2 [19]:

R y y y yi i
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2 2

1 1
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где yi – фактическое значение y, yi
  – расчетное значе-

ние y, y  – среднее значение y.
Чем ближе значение R2 к единице, тем выше каче-

ство модели: приемлемой считается модель при R2≥0,5, 
достаточно качественной – при R2≥0,8, при R2=1 линия 
регрессии точно соответствует всем наблюдениям.

Алгоритм построения (1-α) % доверительного ин-
тервала линейного уравнения регрессии можно пред-
ставить следующим образом.

1. При каждом фиксированном значении zxi рассмо-
трим соответствующие ему значения zyi, i∈[0; m], как 
малую выборку, которую повторно нормализируем с 
помощью преобразования Джонсона. Для полученной 
выборки zy* найдем выборочное среднее mzy* и выбо-
рочное среднеквадратическое отклонение Szy*.

Проверку соответствия преобразованных выборок 
нормальному распределению можно выполнить с по-
мощью критерия согласия Колмогорова-Смирнова по 
формулам, приведенным в [18].

2. Используя традиционный способ на основе t-рас-
пределения Стьюдента для выборочного среднего нор-
мальной выборки [20] найдем ∆z t S my n zy

* * /= −1  и полу-
чим границы доверительного интервала выборочного 
среднего СВ zy*: z z zyy y

* * *min = − ∆  и z z zyy y
* * *max = + ∆ .

3. По обратному преобразованию (5) для значений 
zy

* min  и zy
* max  получим границы доверительного ин-

тервала выборочного среднего СВ zy: zy min  и zy max .
4. По всем значениям zy min  и zy max  построим 

нижнюю и верхнюю границы доверительного интер-
вала уравнения регрессии с помощью квадратичного 
полинома вида:

z d z d z dy x x= + +2
2

1 0,  (9)

где d2, d1, d0 – коэффициенты уравнения (9), которые 
находим методом наименьших квадратов.

Используя линейную регрессионную модель (7) и 
нормализирующее преобразование Джонсона (4), по-
строим нелинейную регрессионную модель времени 
восстановления работоспособности устройств терми-
нальной сети:
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(1-α) % доверительный интервал нелинейного урав-
нения регрессии можно построить, используя ли-
нейную регрессионную модель (7), t-распределение 
Стьюдента (2), и нормализирующее преобразование Джон- 
сона (4):
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Формула (11) фактически является уравнением 
верхней и нижней границ доверительного интервала и 
позволяет получать несимметричный доверительный 
интервал нелинейного уравнения регрессии.

5. Практическая реализация предложенного метода 
построения доверительного интервала нелинейной 

регрессии

Практическая реализация результатов исследова-
ния была выполнена на основании данных, приведен-
ных в [15]. Расчет велся на примере одной из выборок 
данных, где СВ x – расстояние от центра обслужи-
вания до терминального устройства, м; СВ y – время 
восстановления работоспособности терминального 
устройства, мин. СВ x и СВ y не являются гауссовски-
ми: Ax=1,0885; εx=2,9193; Ay=1,6538; εy=5,2015. С по-
мощью нормализирующего преобразования Джонсона 
(4) выполним нормализацию СВ x и СВ y. Исходя из 
значений квадрата асимметрии и эксцесса для норма-
лизации СВ x и СВ y было выбрано семейство распре-
делений SB Джонсона.

Параметры преобразования найдем в результате 
решения задачи (6). Для СВ х: γх=0,9676; ηх=0,5755; 
ϕх=1874,59; λх=8300,00. Для СВ у: γy=1,2500; ηy=0,5431; 
ϕy=10,2939; λy=2360,61. С доверительной вероятнос-
тью 0,95 гипотеза о соответствии преобразованных 
выборок нормальному закону распределения СВ при-
нимается: для СВ zх значение χ2

zx=6,25 при критиче-
ском значении χ2=11,07, для СВ zy значение χ2

zy=6,14 
при критическом значении χ2=9,49, при оценке χ2 для 
СВ zy было произведено объединение двух подин-
тервалов ввиду малого количества значений (nj<5) в  
одном из них.

В соответствии с (7) на й дем линейное у ра в-
нение рег рессии норма лизи рова нны х значений: 
z zy x= +0 8765 0 0495, , , коэффициент детермина ции 
R 2, вы ч ис лен н ы й по форм уле (8), соста в л яе т 
0,9778.
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Для найденного линейного уравнения регрес-
сии построим 95 % доверительный интервал по 
формуле (2), уравнения границ которого имеют вид 

z z
z

y x
x= + ± +

+
0 8765 0 0495 1 1405 0 0070

0 0578
142 78

2

, , , ,
( , )

,
. 

Для уравнений обеих границ коэффициент де-
терминации R2 составляет 0,7452, что говорит об 
адекватности найденных уравнений границ.

Для того же линейного уравнения регрессии 
построим 95 % доверительный интервал по фор-
муле (3), уравнения границ которого имеют вид 
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Для уравнений обеих границ коэффициент детер-
минации R2 составляет 0,7449, что также говорит 
об адекватности найденных уравнений границ, 
однако полу ченный результат несколько хуже, 
чем результат, полученный по формуле (2).

По приведенному выше алгоритму построим 95 % 
доверительный интервал линейной регрессии в соот-
ветствии с (9). 95 % доверительный интервал линей-
ного уравнения регрессии нормализированного вре-
мени восстановления работоспособности устройств 
терминальной сети приведен на рис. 1.

Рис. 1. 95 % доверительный интервал линейного 
уравнения регрессии нормализированного времени 

восстановления работоспособности устройств 
терминальной сети

Ур а в н е н и е  н и ж н е й  г р а н и ц ы  и м е е т  в и д 
z z zy x x= + −0 0293 0 988 0 29752, , , , коэффициент детерми-
нации R2 составляет 0,978. Уравнение верхней грани-
цы имеет вид z z zy x x= + +0 0936 0 88 0 252, , , , коэффициент 
детерминации R2 составляет 0,9848. Полученные зна-
чения R2 говорят о достаточно качественных моделях 
построенных уравнений границ доверительного интер-
вала. Кроме того, данный результат существенно луч-
ше, чем результаты, полученные по формулам (2) и (3).

При построении доверительного интервала ли-
нейного уравнения регрессии по формулам (2) и (3) 
он оказывается симметричным относительно самого 
уравнения, а это не совсем адекватно описывает эмпи-
рическое распределение данных. Применение преоб-
разования Джонсона для построения доверительного 
интервала линейного уравнения регрессии дает более 
адекватное представление эмпирических данных, а 
именно:

– при меньшем количестве точек и большей дис-
персии данных доверительный интервал расширяется, 
что можно наблюдать ближе к границам отрезка по-
строения доверительного интервала;

– при большем количестве точек и меньшей дис-
персии данных доверительный интервал сужается, 
что можно наблюдать в середине отрезка построения 
доверительного интервала.

В со от ве тст ви и с (10) на й дем не л и ней но е 
у ра внение рег рессии времени восста новлени я 
р а б о т о с п о с о б н о с т и ус т р о й с т в т е р м и н а л ь н о й 

сети: y
e

x
x

=
⋅ +

−
−







−
2370 90 10 29

1

0 9288
1874 59

10174 59
0 6488

, ,
, ln

,
,

,

++
−

−






−
e

x
x

0 9288
1874 59

10174 59
0 6488, ln

,
,

,
, коэффи-

циент детерминации R 2= 0,8082.

В соответствии с (11) построим 95 % доверитель-
ный интервал нелинейного уравнения регрессии вре-
мени восстановления работоспособности устройств 
терминальной сети (рис. 2, а), границы которого име-
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e
e

k

k=
⋅ +
+

2370 90 10 29
1

, ,
,

где 

k z z z= − ± + +0 9288 0 6488 4 1704 0 0023 0 0083 0 01442, , , , , , ,

z
x

x
=

−
−







ln
,

,
1874 59

10174 59
.

а

б
Рис. 2. 95 % доверительный интервал нелинейного 

уравнения регрессии времени восстановления 
работоспособности устройств терминальной сети: а – вся 

область; б – увеличенный фрагмент части области
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На рис. 2, б приведен увеличенный фрагмент от-
резка построения доверительного интервала. Из этого 
рисунка видно, что границы доверительного интерва-
ла не пересекаются, а достаточно близко подходят к 
графику уравнения регрессии. Таким образом, дове-
рительный интервал на этом участке значительно уже 
по сравнению с остальным отрезком построения.

Применение нормализирующего преобразования 
Джонсона семейства SB при построении доверительно-
го интервала нелинейной регрессии более адекватно 
описывает распределение эмпирических данных по 
сравнению с формулами (2) или (3):

– доверительный интервал не симметричный от-
носительно регрессии в случае не нулевой асимметрии 
распределения эмпирических данных;

– при большем количестве данных и меньшей их 
дисперсии доверительный интервал значительно уже;

– при меньшем количестве данных и большей их 
дисперсии доверительный интервал значительно 
шире.

6. Выводы

Предложен способ построения доверительного ин-
тервала нелинейного уравнения регрессии времени 
восстановления работоспособности устройств терми-
нальной сети на основе нормализирующего преобра-
зования Джонсона семейства SB без предположения о 
нормальности СВ. Суть способа состоит в следующем. 
Сначала необходимо нормализировать эмпирические 
данные, для чего осуществить выбор нормализирую-
щего преобразования и оценить его параметры. Далее 
на основе нормализированных данных получить ли-

нейное уравнение регрессии и построить для него до-
верительный интервал. И, наконец, используя выбран-
ное нормализирующее преобразование, построенные 
линейную регрессию и ее доверительный интервал, 
перейти к нелинейной регрессии и ее доверительному 
интервалу.

В отличие от существующих, предложенный спо-
соб построения доверительного интервала нелиней-
ной регрессии не требует принятия предположения о 
нормальности СВ и позволяет учитывать ряд особен-
ностей эмпирического распределения данных, напри-
мер, его реальную асимметрию и эксцесс. Применение 
преобразования Джонсона по сравнению с другими 
известными нормализирующими преобразованиями, 
например, Бокса-Кокса (Box-Cox), обусловлено и тем, 
что лишь для преобразования Джонсона по значени-
ям асимметрии в квадрате и эксцесса можно заранее 
выбрать соответствующее его семейство, с помощью 
которого удастся осуществить нормализацию данных. 
Кроме того, преобразование Джонсона семейства SB 
подходит для нормализации данных с бимодальными 
и U-образными распределениями. Однако вместе с тем 
с помощью преобразования Джонсона семейства SB (в 
отличие от SU) получают не изоморфные множества 
значений, что обуславливает приближенность норма-
лизации. 

Однако подобное ограничение, на наш взгляд, на 
практике можно не принимать во внимание, так как 
выборка реальных данных всегда ограничена. Вместе 
с тем в дальнейшем, если удастся найти соответ-
ствующие данные, предложенный способ построе-
ния доверительного интервала нелинейной регрессии 
предполагается модифицировать для преобразования 
Джонсона семейства SU.
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УДК 004.67
Запропоновано новий метод видалення вики-

дів з навчальних вибірок систем розпізнавання, 
заснований на побудові скорочених зважених 
вибірок w-об’єктів. Запропоновано алгорит-
ми видалення викидів при порогах фільтрації, 
що визначаються автоматично та встанов-
люються користувачем. Наведено результати 
експериментальних досліджень, що підтвер-
джують ефективність запропонованого мето-
ду

Ключові слова: навчаюча вибірка, фільтра-
ція даних, викид, w-об’єкт, вирішуюче правило, 
утворююча множина

Предложен новый метод удаления выбро-
сов из обучающих выборок систем распознава-
ния, основанный на построении сокращенных 
взвешенных выборок w-объектов. Предложены 
алгоритмы удаления выбросов при автомати-
ческом и определяемом пользователем поро-
гах фильтрации. Приведены результаты экс-
периментальных исследований, подтвердивших 
эффективность предложенного метода

Ключевые слова: обучающая выборка, филь-
трация данных, выброс, w-объект, решающее 
правило, образующее множество

1. Введение

Проблема качества данных является на сегодняш-
ний день одной из важнейших проблем, решаемых при 
построении интеллектуальных систем [1–3]. Особенно 
остро данная проблема проявляется при построении 
обучающихся систем распознавания как самостоя-
тельных систем или подсистем сложных интеллекту-
альных систем [4].

От качества исходных данных зависит не только 
достоверность функционирования системы в буду-
щем, но и возможность её обучения в принципе [1], по-

этому для повышения качества эмпирических данных 
в большинстве систем выполняется их предваритель-
ная обработка [2, 3].

Предобработка данных в системах распознавания 
является итеративным процессом и включает [1]:

− очистку данных, которая заключается в удалении 
шума, пропусков в данных и данных низкого каче-
ства;

− сжатие данных, включающее в себя нахождение 
минимального пространства признаков и репрезента-
тивного множества данных на основе методов редук-
ции и трансформации;




