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У статті досліджується задача про сейсмостій-
кість та власні коливання тришарових неоднорід-
них ортотропних прямокутних пластинок, шари 
яких виготовлені з різних неперервно неоднорідних 
матеріалів. Використовуючи гіпотези Кірхгофа - 
Лява для всієї товщини елемента, отримані систе-
ми рівнянь руху пластинки. У разі шарнірного закрі-
плення країв пластинки побудовано рішення задачі і 
знайдена формула для визначення частоти власних 
коливань пластинки
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ки, неоднорідний, пружні характеристики, коливан-
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В статье исследуется задача о сейсмостойко-
сти и собственных колебаниях трехслойных неод-
нородных ортотропных прямоугольных пластинок, 
слои которых изготовлены из различных непрерыв-
но неоднородных материалов Используя гипотезы 
Кирхгофа-Лява для всей толщины элемента, полу-
чены системы уравнений движения пластинки. В 
случае шарнирного закрепления краев пластинки 
построено решение задачи и найдена формула для 
определения частоты собственных колебаний пла-
стинки
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1. Введение

Как известно, в различных отраслях техники – ма-
шиностроении, судостроении, строительстве соору-
жений различного назначения широко используются 
элементы конструкции типа тонкостенных пластин и 
оболочек различного очертания.

Последние годы большое применение получили 
многослойные конструкции. Это, в первую очередь, 
связано с интенсивным использованием в промышлен-
ности новых искуственных материалов. Применение в 
строительстве и других областях техники подобных 
конструкций ставит перед инженером-исследователем 
повышенные требования к оценке прочности, устой-
чивости и амплитудно-частотных характеристик, так 
как при различных условиях работы и режимах на-
гружения возникает ряд вопросов, которые требуют 
решения новых задач напряженно-деформированного 
состояния и определения критических параметров [1].

Поэтому возникает необходимость учета влияния 
реальных физико-механических свойств материала 
слоев конструкции, режима и условия их работы и по-
строения новых эффективных методик расчета, в ко-
торых учитываются вышеуказанные специфические 
особенности [2].

Многие вопросы прочности, устойчивости и коле-
баний многослойных элементов конструкций, рабо-

тающих в пределах упругости, в литературе исследо-
ваны достаточно, однако в этих работах в основном 
рассмотрены элементы конструкции с изотропными 
однородными слоями [3].

Во многих случаях слоистые конструкции изго-
тавливаются из анизотропных неоднородно-упру-
гих и неупругих материалов. Причиной проявления 
неоднородности являются технология изготовления 
конструкций, влияние нейтронного облучения и эле-
ментарных частиц, термическая обработка, неодно-
родность составов и т. д.

В зависимости от процесса изготовления и геоме-
трии конструкции, упругие характеристики могуть за-
висеть от одной или нескольких координат точек тела.

Вопросы устойчивости и колебаний слоистых кон-
струкций с учетом неоднородности в литературе из-
учены недостаточно. Поэтому в данной статье при-
водится постановка и решение задачи о колебании и 
сейсмостойкости трехслойных неоднородных орто-
тропных прямоугольных пластинок.

2. Анализ литературных данных

В статье [4] исследуется задача устойчивости и ко-
лебаний непризматических слоистых призматических 
элементов мембран. В [5] дана постановка и исследова-



5

Прикладная механика

на задача о колебании двухслойных чилиндрических 
оболочек из функционально неоднородного материа-
ла. В [6] изучается собственные колебания симметрич-
но слоистых цилиндрических оболочек из материала 
с переменными характеристиками. В статье [7] дана 
постановка и исследована собственные колебания на-
но-пластинок на основе трехмерной теории упругости. 
В [8] проанализированы аэроупругая устойчивость и 
бифуркация слоистых панелей из нелинейного мате-
риала. В [9] задача о собственных колебаниях слоис-
тых композитных пластинок исследована на основе 
метода конечных элементов. В статье [10] исследуется 
сейсмический контроль высоконапряженных элемен-
тов на основе трехмерной теории.

3. Постановка задачи

При моделировании задачи считается, что после 
удаления основных сейсмических воздействий на кон-
струкцию в трехслойной пластинке происходят ви-
брации типа собственных колебаний и исследуются 
характеристики этих колебаний.

Рассмотрим трехслойную прямоугольную пла-
стинку, изготовленную из неоднородного ортотропно-
го материала. Координатная система выбрана следую-
щим образом: оси ОХ и ОY расположены в срединной 
плоскости среднего слоя пластинки, ось OZ – направ-
лена перпендикулярно им.

Связь между компонентами напряжений и дефор-
маций на основе обобщенного закона Гука имеет вид

σi
11 = λi

11ε11 + λi
12ε22 ,

σi
22= λi

21ε11 + λi
22ε22 , σi

12 = λi
33ε12 (i=1,2,3).  (1)

Здесь предполагается, что упругие характеристики 
материала слоев являются непрерывными функциями 
координаты толщины т. е.

λij
k =λij

k’.ai
k(z).

Используем гипотезу Кирхгофа-Лява для всей тол-
щины елемента пластинки

ε11= е11 – zx11 ,ε22= е22 – zx22 , ε12= е12 – zx12,  (2)

где е11, е22, е12 и x11, x22, x12 – бесконечно малые 
изменения деформации и кривизны срединной  
плоскости.

Компоненты усилий и моментов вычисляются по 
формуле:

+−

− − −

= σ + σ + σ∫ ∫ ∫
2

1

h/2 hh/2 h/2
1 2 3

ij ij ij ij
h h/2 h/2 h/2

T dz dz dz ,

+−

− − −

= σ + σ + σ∫ ∫ ∫
2

1

h/2 hh/2 h/2
1 2 3

ij ij ij ij
h h/2 h/2 h/2

M zdz zdz zdz ,  (3)

где h1, h и h2 – толщины соответствующих слоев. С уче-
том (1), (2) из (3) получим:

T11= 2λ 11A0
11e11+ 2λ 12A0

12e22– 2λ 11A1
11x11–

– 2λ 12A1
11x22 ,…,  (4)

M11= 2λ 11A1
11e11+ 2λ 12A1

11e22 – 2λ 11A2
11x11–

– 2λ 12A2
12x22 , … .  (5) 

 
В этих формулах Aij

k – обобщенные жесткостные 
характеристики.

4. Получение уравнений движения пластинки

Как известно [1], уравнения движения прямоуголь-
ных пластинок состоит из следующих уравнений: 

∂ ∂ γ + γ + γ ∂
+ = ⋅

∂ ∂ ∂

2
11 12 1 1 2 2

2

T T h h h u
x y g t

,  (6)

∂ ∂ γ + γ + γ ∂
+ = ⋅

∂ ∂ ∂

2
12 22 1 1 2 2

2

T T h h h v
x y g t

.

∂ ∂ ∂
+ + + +

∂ ∂ ∂ ∂
γ + γ + γ ∂

+ + = ⋅
∂

2 2 2
11 12 22

11 112 2

2
1 1 2 2

12 12 22 22 2

M M M
2 T x

x x y y

h h h w
2T x T x

g t
               .  (7)

Здесь γ1, у, γ2 – удельные весы материала слоев, g – 
ускорение силы тяжести, u, v, w – перемещения точек 
срединной плоскости по направлениям x, y, z –соот-
ветственно.

Используем связь между деформациями и кри-
визнами с компонентами перемещений:

∂ ∂ ∂ ∂
= = = +

∂ ∂ ∂ ∂11 22 12

u v u v
e ,   e ,   e

x y y x
, (8)

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2

11 22 122 2

w w w
x ,  x ,  x

x y x y
. 

С учетом (4), (5), (8) из (6), (7) получается система 
уравнений движения относительно перемещений рас-
сматриваемой пластинки в общем виде:

∂γ + γ + γ
= ⋅

∂
= =

2
j1 1 2 2

i i 2

j

uh h h
L (U ) ,   

g t

(i, j 1,2,3),  (u u,v,w)    .  (9)

Здесь Li – полученные дифференциальные опера-
торы.

Следует отметить, что деформации срединной пло-
скости пластинки должны удовлетворять уравнению 
совместности деформации:

∂ ∂ ∂
+ − =

∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2
11 22 12
2 2

e e e
2 0

y x x y
.  (10)
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Как видно, полная система уравнений движения 
рассматриваемой трехслойной пластинки в точной 
постановке состоит из (9) и (10).

5. Приближенная постановка задачи

В общем виде решение системы уравнений (9) свя-
зано с большими математическими трудностями. По-
этому в практике часто используется приближенная 
постановка задачи. В этом случае предполагается, что 
в системе (6) можно отбросить инерционные силы. Тог-
да эти уравнения будут удовлетворены тождественно, 
если ввести функцию напряжений F следующими 
соотношениями:

∂ ∂ ∂
= = = −

∂ ∂ ∂ ∂

2 2 2

11 22 122 2

F F F
T ,    T ,    T

y x x y
.  (11)

Для преобразования уравнений (7), (10) к необхо-
димому виду, необходимо выразить eij через Tij и xij из 
соотношений (4). Тогда после некоторых преобразова-
ний из (4) находим:

e11=α11T11+ α12T22+b11x11+b12x22,

e22=α21T11+ α22T22+b21x11+b22x22,  (12)

e12=α33T12+b33x12.

Подставляя (12) в выражения (5) для моментов, 
получим:

M11=r11T11+r12T22+R11x11+R12x22,

M22=r21T11+r22T22+R21x11+R22x22,  (13)

M12=r33T12+R33x12.

В этих формулах коэффициенты αij, bij, rij, Rij вы-
ражаются через обобщенные жесткостные характери-
стики.

Подставляя выражения (12), (13) в уравнения (7) 
и (10), после некоторых преобразований получим сле-
дующую систему уравнений собственных колебаний 
рассматриваемой пластинки:

( )

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + + +
∂ ∂ ∂ ∂

∂
+ γ + γ + γ ⋅ =

∂

4 4 4

11 13 124 2 2 4

4 4 4

21 23 224 2 2 4

2

1 1 2 2 2

w w w
D D D

x x y y

F F F
D D D

x x y y

1 w
h h h 0,

g t
  (14)

∂ ∂ ∂
+ + +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

4 4 4

11 13 124 2 2 4

4 2 4

21 23 224 4

F F F
d d d

x x y y

w w w
d d d 0.

x x y y
  

(15)

Здесь di и Di выражаются через обобщенные 
жесткостные характеристики пластинки.

6. Решение задачи

Таким образом, в приближенной постановке задачи 
уравнение собственных колебаний трехслойной не-
однородной ортотропной пластинки получены в виде 
(14) и (15).

 При шарнирном закреплении краев квадратной 
пластинки для прогиба и функции напряжения можно 
принять следующие выражение:

π π
= ω

π π
ϕ = ϕ ω

mn mn

mn mn

m x m y
w w sin sin cos t,

a b
m x m y

sin sin cos t.
a b

  (17)

Здесь m, n – число полуволн по сторонам, ωmn  
– ча-

стота собственных колебаний пластинки.
Подставляя (17) в уравнение (15), получим:

= − ϕ

π π π π       + +              
=

π π π π       + +              

mn 0 mn

4 2 2 4

21 23 22

0 4 2 2 4

11 13 12

W D ,

m m n n
d d d

a a b b
D .

m m n n
d d d

a a b b

 (18)

Подставляя (17) и (18) в (14) после некоторых пре-
образований для определения частоты собственных 
колебаний пластинки получим формулу

ω = ×
γ + γ + γ

  π π π π       × + + +                   

π π π π        + + +                

mn
1 1 2 2

4 2 2 4

0 21 23 22

1/24 2 2 4

11 13 12

g
h h h

m m n n
D D D D

a a b b

m m n n
d d d .

a a b b
(19)

При конкретных видах функций неоднородности 
материала слоев, частота собственных колебаний рас-
сматриваемой пластинки определяется на основе (19).

7. Численные расчеты и анализ частоты собственных 
колебаний

Для проведения численных расчетов, функции не-
однородности материала слоев принимались в следу-
ющем виде:

= + µ = + µ = + µ1 2
11 1 11 11 2

1 2

z z z
a (z) 1 ,    a (z) 1 ,   a (z) 1

h h h
. (20)

Результаты численных расчетов представлены на 
рис 1.
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Рис. 1. График зависимости частоты собственных  
колебаний от гибкости пластинки. Здесь пунктирной  
линией отмечено решение аналогичной задачи для  

однородной пластинки. 1: μ1=μ2=μ=0;  2: μ1=μ2=μ=1 

8. Выводы

В статье дана постановка задачи и получена систе-
ма уравнений движения трехслойных неоднородных 
ортотропных прямоугольных пластинок в точном и 
приближенном вариантах. 

Получено решение задачи о собственных колеба-
ниях трехслойных пластинок и найдена формула для 
определения частоты собственных колебаний. 

Анализ проведенных численных расчетов показы-
вает, что неоднородность и ортотропность материала 
слоев пластинки можеть существенно влиять на кри-
тические параметры пластинки.
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