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У роботі розглядаються особливості динаміки 
ротора, який має різні моменти інерції щодо його 
поперечних осей, при довільному розташуванні рото-
ра відносно опор. Отримано вирази для критичних 
швидкостей і меж стійкості. Показано, що інерцій-
но анізотропний ротор має від однієї до чотирьох 
критичних швидкостей прямої прецесії і від однієї до 
трьох областей нестійкості
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В работе рассматриваются особенности дина-
мики ротора, который имеет различные момен-
ты инерции относительно его поперечных осей, при 
произвольном расположении ротора относительно 
опор. Получены выражения для критических скоро-
стей и границ устойчивости. Показано, что инерци-
онно анизотропный ротор имеет от одной до четы-
рех критических скоростей прямой прецессии и от 
одной до трех областей неустойчивости

Ключевые слова: гироскопический ротор, инер-
ционная анизотропия, устойчивость, колебания, 
моменты инерции, критические скорости

1. Введение

В технологических процессах широко применяются 
различные машины роторного типа, основной частью 
которых служит быстровращающийся гироскопический 
ротор. Неточности изготовления и действие эксплуата-
ционных факторов вызывают возбуждение как попереч-
ных, так и угловых колебаний ротора. При высоких ча-
стотах вращения в существенной степени проявляются 
свойства, обусловленные инерцией поворота вращающе-
гося тела, в частности гироскопический эффект.

Реальный ротор всегда имеет отклонения от осе-
симметричного распределения массы из-за конструк-
тивных особенностей и неточностей изготовления. 
Вследствие этого его два момента инерции относитель-
но поперечных главных осей инерции в общем случае 
не равны друг другу. Это свойство реального ротора 
называется подвижной инерционной анизотропией.

Важно отметить, что инерционная анизотропия 
неуравновешенного ротора не только приводит к по-
вышению уровня вибрации, но и может служить при-
чиной потери устойчивости движения механической 
системы в целом. Даже идеально уравновешенный, но 
анизотропный ротор имеет области неустойчивости. 
В связи с этим изучение влияния данного фактора на 
динамику гироскопического ротора является актуаль-
ной задачей.

2. Анализ литературных данных, постановка 
проблемы, цель работы 

Влияние анизотропии на колебания и устойчи-
вость вращающегося ротора изучалось в ряде работ. 

В работах [1–3] показано, что инерционная анизотро-
пия ротора может приводить к появлению диапазона 
частот вращения, внутри которого теряется устой-
чивость движения механической системы (МС), что 
является одной из проблем в обеспечении надежной 
и длительной работы роторных машин. Причем при 
отсутствии демпфирования в МС неустойчивость по-
является даже при бесконечно малой анизотропии.

В работе [4] изучен инерционно анизотропный ро-
тор с неподвижной точкой, имеющий лишь две степени 
свободы. В [5] исследован случай ротора с одновре-
менной анизотропией жесткости вала и подшипников. 
Работа [6] посвящена анализу динамики ротора, ани-
зотропия которого вызвана подвижными элементами 
на нём. Однако в указанных работах не учитывается 
влияние инерции угловых колебаний ротора. В ра-
ботах [7–9] для исследования использовались чис-
ленные методы расчета колебаний и устойчивости. 
В работе [10] получены выражения для допустимого 
уровня инерционной анизотропии гироскопического 
ротора для случая его симметричного расположения 
относительно опор.

Изучение литературных источников показывает, 
что наиболее изученным является случай симметрич-
ного расположения ротора относительно его опор. При 
этом уравнения движения МС распадаются на две не-
зависимые системы, что значительно облегчает анализ 
динамики. Существенно более сложным для анализа 
является общий случай несимметричного располо-
жения ротора. В этом случае поперечные и угловые 
колебания ротора взаимосвязаны друг с другом и 
необходимо исследовать полную систему уравнений 
движения. В известных работах общий случай изучен 
недостаточно полно. В частности, отсутствуют выра-
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жения для критических скоростей вращения в явном 
виде, нет анализа их количества в зависимости от типа 
ротора, нет анализа количества и расположения обла-
стей неустойчивости.

Ротор является инерционно анизотропным чаще 
всего по причине его конструктивных особенностей, 
либо из-за наличия большого дисбаланса. Кроме того, 
в работе [11] показано, что ротор становится инерци-
онно анизотропным вследствие установки на него пас-
сивного автобалансирующего устройства.

Целью работы является анализ динамических 
свойств инерционно анизотропного ротора, который 
несимметрично установлен относительно его опор, т. е. 
в общем случае схемы установки ротора. При этом бу-
дут получены выражения для критических скоростей 
вращения и границ устойчивости.

3. Анализ динамических свойств ротора с инерционной 
анизотропией

3. 1. Уравнения движения анизотропного ротора
Рассмотрим роторную систему, состоящую из аб-

солютно жесткого ротора, который вращается на двух 
одинаковых упруго-демпферных изотропных опорах 
(рис. 1). Ротор полагаем осесимметричным с центром 
масс в точке C на оси его вращения. Ротор может совер-
шать малые пространственные колебания.

Физическая модель и уравнения движения инерци-
онно анизотропного ротора известны. Здесь мы будем 
исходить из материалов работы [10], в которой иссле-
довался случай симметрично установленного ротора.

Рис. 1. Схема механической системы инерционно  
анизотропного ротора

Физические и геометрические параметры МС:  – 
угловая скорость вращения ротора, рад/с;  Mr – масса 
ротор, кг;  Cr – полярный массовый момент инерции 
ротора относительно оси вращения, кгм2; Ar, Ar – 
диаметральные массовые моменты инерции ротора 
относительно поперечных главных осей инерции c и 
c, кгм2; Ar=0,5(Ar+Ar) – средний диаметральный 
момент инерции ротора относительно поперечных 
главных осей инерции c и c, кгм2; Ar=0,5(Ar –  
Ar) – инерционная анизотропия ротора, кгм2; c –  
коэффициент жесткости опоры, Н/м; h – коэффи-
циент вязкого демпфирования опоры, кгс-1; lcL, lcR – 

расстояния от центра масс ротора до левой и правой 
опор, м.

Для моделирования инерционной анизотропии, к 
осесимметричному ротору жестко прикреплены че-
тыре точечные массы – две пары материальных точек, 
расположенные на радиусе RA в сечении центра масс 
ротора C (рис. 1). При этом первые две точки имеют 
массу mA каждая, а вторые две точки имеют «отрица-
тельную» массу –mA (путем удаления материала ро-
тора). Каждая пара этих точек расположена на концах 
диаметра 2RA, а эти два диаметра перпендикулярны 
друг другу (т. е. точки расположены «крестом»). До-
бавленные точечные массы не изменяют массу ротора 
и среднее значение диаметрального момента инерции.

Механическая система имеет четыре степени сво-
боды. Обобщенные координаты (ОК) движения МС в 
неподвижной системе координат:

xc, yc – координаты центра масс ротора;
, β – текущие углы поворота поперечного сечения, 

проходящего через центр масс ротора.
Отметим, что согласно общепринятой классифика-

ции различают следующие типы роторов:
– длинный ротор, если Cr<Ar ( <rC 1 );
– сферический ротор, если Cr=Ar ( =rC 1);
– короткий ротор, если Cr>Ar ( >rC 1 ).
Уравнения движения несимметрично установлен-

ного инерционно анизотропного ротора в неподвиж-
ных координатах (вывод уравнений [10, 11]):

{ } { } { }

{ } { }

( )( ){ } ( ) { } { }

{ } { }

r c x c x c

y c y c

r A

y c c y c c

M z h z c z

0
h E c E ;

0

A E J t K t c

0
h E z c E z ,

0

α α

γ α

α α

+ + +

 
+ γ + γ =        

 
  + γ + γ + γ −      

 
− − =        

 

 



 

  (1)

где { } { }  α 
= γ =   β  

c
c

c

x
z ;

y
 – векторы ОК МС;

−   
= =         

   
c

1 0 0 1
E ; E ;

0 1 1 0

( ) ( )γ α
   = − ω − ω            r c A cK t h E C E 2 J t E ;

( )( ) +    r AA E J t  – тензор инерции ротора;

( ) −  =          
1

A AJ t T I T ; 
− 

= Δ    
 

A r

1 0
I A

0 1
; 

Δ = α2
r A A AA 2m R cos2 ;

( ) ω − ω   =    ω ω 

cos t sin t
T t

sin t cos t
 – матрица поворота;

cx, c, cy, hx, h, h y – коэффициенты жесткости и 
демпфирования опор, приведенные к центру масс ро-
тора.

Коэффициенты жесткости и демпфирования, вхо-
дящие в уравнения движения (1), зависят от распо-
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ложения ротора относительно опор и определяются 
выражениями:

=xc 2c ; ( )α = +2 2
cL cRc c l l ; ( )α = −y cL cRc c l l ;   (2)

=xh 2h ; ( )α = +2 2
cL cRh h l l ; ( )α = −y cL cRh h l l .

Система (1) уравнений движения МС учитывает 
инерционную анизотропию ротора Ar. Величина 
Ar зависит от массы mA, радиуса RA и начально-
го угла A расположения главной поперечной оси 
инерции ротора в начальный момент времени t=0. 
Отметим, что постоянный угол A может быть вы-
бран произвольно, и далее будем полагать его рав-
ным нулю.

Непосредственное решение дифференциальных 
уравнений (1) затруднительно, поскольку они содер-
жат периодические коэффициенты, которые входят в 
уравнения угловых колебаний в виде переменной ма-
трицы ( )  T t . Уравнения движения следует привести 
к виду уравнений с постоянными коэффициентами. 
Для этого введем вращающуюся систему координат 
Ouvz, которая вращается вокруг неподвижной оси z с 
постоянной скоростью . Тогда обобщенные коорди-
наты МС во вращающихся осях будут иметь вид:

{ } { } { } { }− −  δ 
= = χ = = γ         θ  

1 1c
c

c

u
w T z ; T

v
.  (3)

Выполнив подстановку (3) в (1), после преобразо-
ваний получаем систему уравнений движения МС во 
вращающихся координатах в виде:

{ } { } { }

{ } { }

( ){ } { } { }

{ } { }
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y c w

r A

y c w

M w H w K w

0
h E K ;
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0

α χ

χ χ

α χ

+ + +      
  + χ + χ =        

   + χ + χ + χ −         
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  (4)

где = + ω        w x r cH h E 2 M E ; 

( )χ α
  = + ω −        r r cH h E 2A C E ; 

( )= − ω + ω        
2

w x r x cK c M E h E ; 

( )( )χ α α
  = + ω − + ω + ω          

2 2
r r A cK c C A E I h E ;

χ α α
  = −ω +       w y y cK h E c E .

Для удобства последующего анализа перейдем к 
безразмерным уравнениям движения с минималь-
но возможным числом параметров. Для этого введем 
следующие безразмерные ОК МС и безразмерные па-
раметры:

{ } { } { } { }
χ

= γ = γc c
w

1 1
z z ; ;

l l

{ } { } { } { } 0
w

1 1
w w ; ; t ;

l lχ
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ω
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ω ω ω ω

2
2 2x
x 2 2 2

0 r 0 0 r 0

p cc
; p 1; p ;

M A
 (5)

α
α= =

ω ω
x

x
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h ; h ;

M A

α α
α α= =

ω ω
y y

y y2
0 r r 0 r r

c h
c ; h ;

M A M A

Δ
= Δ =r r

r r
r r

C A
C ; A ,

A A

где масштабные коэффициенты lw, l выбраны следу-
ющим образом:

χ = ω =r x
0

w r r

l M c
;

l A M
.

Безразмерные уравнения движения рассматривае-
мой МС в неподвижных координатах получаем из (4), 
(5) в виде:

{ } { } { }

{ } { }

( )( ){ } ( ) { } { }

{ } { }

c x c c

y c y c

2
A

y c c y c c

z h z z

0
h E c E ;

0

E J K p

0
h E z c E z ,

0

α α

γ α

α α

″ ′
+ + +

 ′+ γ + γ =        
 

″ ′  + τ γ + τ γ + γ −      
 ′

− − =        
 

 (6)

где ( ) ( ) −    τ = =           
1

A A A
r

1
J J t T I T

A
; 

−   = = Δ       
A A r

r

1 01
I I A

0 1A
;

( ) ( )γ α
   τ = − Ω − Ω τ            r c A cK h E C E 2 J E .

Здесь штрих означает операцию дифференцирова-
ния по безразмерному времени .

Безразмерные уравнения движения несимметрич-
но установленного инерционно анизотропного ротора 
во вращающихся координатах:

{ } { } { }

{ } { }

w w

y c w

w H w K w

0
h E K ;

0α χ

″ ′   + + +   
 ′  + χ + χ =        

 (7)

( ){ } { } { }

{ } { }

A

y c w

E I H K

0
h E w K w ,

0

χ χ

α χ

″ ′    + χ + χ + χ −        
 ′  − − =        

 (8)

где   = + Ω       w x cH h E 2 E ; 
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( )χ α
  = + Ω −        r cH h E 2 C E ;

( )  = − Ω + Ω       
2

w x cK 1 E h E ; 

( )( )χ α α
   = − Ω − + Ω + Ω        

2 2 2
r A cK p 1 C E I h E ;

χ α α
  = −Ω +       w y y cK h E c E .

Приведенные безразмерные уравнения движения 
(7), (8) учитывают инерционную анизотропию ро-
тора в виде параметра Δ rA , входящего в матрицы  
  AI , χ

  K .
Приведем также расчетные формулы для безраз-

мерных коэффициентов жесткости и демпфирования 
в зависимости от расположения ротора относительно 
опор. Используя (2) и (5), получаем:

( )α α α
α α

α α
α

= = = ω =
ω

+
= = = = =

ω ω ρ

−
= = =

ρω

2
2 2x x
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ω
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h

M M p
;  

( )α
α

+
= =

ω ρ

2
2

L L

x 2
r 0 r

l 1 lh
h h

A 2
;

α
α

−
= =

ρω
y L

y x
r0 r r

h 2 l 1
h h

2M A
,

где 
ρ

= ρ = ρ =cL r r
L r r

r

l A
l ; ;

l l M
.

Здесь введены безразмерные (относительные) па-
раметры:r –радиус инерции ротора; ρr  – относи-
тельный радиус инерции ротора; например, в случае 
тонкого диска радиуса Rr и при межопорном рассто-
янии равном l=0,5Rr параметр равен ρr =1; Ll  – от-
носительное расстояние от центра масс ротора до ле-
вой опоры; при < <L0 l 1  – межопорный ротор, при 

=Ll 0,5  – симметрично расположенный ротор, а при 
>Ll 1  – консольный ротор.

3. 2. Критические скорости вращения анизотроп-
ного ротора и их анализ

Характеристическое уравнение (ХУ), соответству-
ющее безразмерным уравнениям движения (7), (8) 
имеет вид:

     λ + λ + =     
2
r rM H K 0  ,    (10)

где ( )
          =    +         A

E 0
M

0 E I
; 

α

α χ

         =    −      

w y c

y c

H h E
H

h E H
; 

 

χ

χ χ

         =      −     

w w

w

K K
K

K K
;

r – собственное число МС во вращающихся ко-
ординатах.

Найдем выражение для недемпфированных кри-
тических скоростей вращения несимметрично уста-
новленного анизотропного ротора. Поскольку МС 
рассматривается во вращающихся координатах, то 
критическим скоростям прямой прецессии (при от-
сутствии трения) соответствуют равенства [1]: 

α αλ = = = =r x y0 ; h 0 ; h 0 ; h 0 . Выполнив данную 
подстановку в (10), получаем частотное уравнение в 
виде:

χ

χ χ

     = =
   −    

w1 w 1

1

w 1 1

K K
K 0

K K
,    (11)

где ( )  = − Ω =       
2

w1 xK 1 E k E ; 

( )( )χ α

    = − Ω − + Ω =         
12 2 2

1 r A
2

k 0
K p 1 C E I

0 k
; 

χ α
  =    w 1 y cK c E .

Здесь введены обозначения:

= − Ω2
xk 1 ; α= − Δ Ω2 2

1,2 1,2k p I ; Δ = − ± Δ1,2 r rI 1 C A ;

Δ 1,2I  – разности поперечных и полярного моментов 
инерции составного ротора.

Анализ показывает, что уравнение (11) допускает 
получение точного выражения для критических ско-
ростей в явном виде. Для этого преобразуем частотное 
уравнение (11), используя свойства блочных опреде-
лителей [12]:

χ χ α

     = + = − =           

2 1 2
1 w1 1 w 1 x y

2

k 0
K K K K k c E 0

0 k

или в виде произведения

= Δ Δ =1 1 2K 0 ,     (12)

где  ( )α α αΔ = Δ Ω − + Δ Ω + −4 2 2 2 2
1,2 1,2 1,2 yI p I p c .

Рассматривая далее выражения для Δ1,2 в (12) как 
биквадратные уравнения относительно , находим 
корни частотного уравнения.

Таким образом, критические скорости поперечных 
и угловых колебаний несимметрично установленного 
анизотропного ротора определяются выражением, по-
лученным из (12):

αα α
− α

 
Ω = Ω = + − + Δ Δ Δ 



2 22 2
y2 2

K1 4 K X,
1,2 1,2 1,2

cp p1 1
1 4

2 2 I 2 I I
,  (13)

где Δ = − ± Δ1,2 r rI 1 C A ; параметры αp , αyc  (9).
Для обозначения критических скоростей далее 

будет использоваться как обозначение −ΩK1 4 , так и 
обозначения ΩKX1,2  и αΩK 1,2  с указанием вида колеба- 
ний – поперечные и угловые.

Полученное выражение (13) является точным и 
справедливо при произвольном (несимметричном) 
расположении ротора относительно опор.
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В частном случае симметричного расположения 
ротора, когда α =yc 0 , критические скорости вращения 
определяются выражениями, полученными из (13):

Ω = Ω =2 2
K1,2 KX1,2 1 ; 

α α
αΩ = Ω = =

Δ − ± Δ

2 2
2 2
K3,4 K 1,2

1,2 r r

p p
I 1 C A

. (14)

Последние выражения совпадают с полученными 
ранее в работах [1, 2, 10].

Приближенные выражения для критических ско-
ростей при расположении ротора, близком к сим-
метричному (при малой величине αyc ), полученные  
из (13):

α α

α α

α αα α

α α

Ω ≈ − = −
− Δ − + Δ

Ω ≈ + = +
Δ − Δ − ± Δ − + Δ





2 2
y y2

K1,2 2 2
1,2 r r

2 22 2
y y2

K3,4 2 2
1,2 1,2 r r r r

c c
1 1 ;

p I p 1 C A

c cp p
.

I p I 1 C A p 1 C A

 

Последние выражения имеют хорошую точность 
за исключением области, где α ≈ Δ2

1,2p I . Однако такое 
сочетание параметров не характерно для реальных 
роторных машин.

Из анализа выражений (12)–(15) вытекает, что в 
общем случае анизотропный ротор, совершающий 
пространственное движение, может иметь от од-
ной до четырех критических скоростей вращения 
прямой прецессии. Анизотропия ротора приводит 
к удваиванию количества критических скоростей 
по сравнению с изотропным ротором. Результаты 
анализа условий существования различного числа 
критических скоростей для удобства сведены в 
табл. 1.

Информация, приведенная в табл. 1, получена пу-
тем анализа коэффициентов биквадратных уравнений 
в (12) и формул (13)–(15) с учетом следующего:

– условием вещественности корней Ω2
Ki  биквадрат-

ного уравнения в (12) является положительность его 
дискриминанта; анализ показал, что корни всегда 
вещественны;

– можно показать, что при одинаковых опорах ро-
тора всегда выполняются соотношения: α α≥2 2

yp c , a2 ≥0;
– условием существования критической скорости 

ΩKi  является положительность корня Ω2
Ki >0; для 

анализа этого условия применялось известное пра-
вило Декарта для знаков коэффициентов уравнения 
(12) [12].

На рис. 2, а, б проиллюстрировано качествен-
ное изменение спектра критических скоростей вра-
щения длинного ротора вследствие инерционной  
анизотропии.

На рис. 3–5 приведены примеры зависимостей 
критических частот вращения от параметров ротора. 
Графики построены по формулам (13), (9) при сле-
дующих базовых исходных данных: rC =0,75; ρr =0,4;  
Δ rA =0,1. При этом для симметрично установленного 
ротора ( Ll =0,5) имеем =1,25, αyc =0, −ΩK1 4 =(1; 1; 
2,11; 3,23), а для консольного ротора ( Ll =1,2) имеем  

αp = 2,15, αyc =1,75, −ΩK1 4 =(0,567; 0,575; 3,73; 5,61).

Таблица 1 

Количество критических скоростей вращения изотропного 
и анизотропного ротора

Параметр и диапазон его 
значений

Количество критических ско-
ростей вращения МС ΩK

rC  (тип ро-
тора)

Δ = −

− ± Δ
1,2

r r

I 1

C A

изотропный 
ротор  

( Δ rA =0)

анизотропный 
ротор  

( Δ rA
 
≠ 0)

Несимметрично установленный ротор ( α ≠yc 0 ), ф.( 13)

( )< − Δr rC 1 A , 

α ≠yc 0   
длинный ротор

Δ 1,2I  > 0 две ΩK четыре ΩK

( )− Δ <r r1 A C ,

( )< + Δr rC 1 A
ротор, близкий 
к сферическому

Δ 1I  > 0,

Δ 2I  < 0

одна ΩK три ΩK

( )> − Δr rC 1 A ,  
короткий ротор

Δ 1,2I  < 0

одна ΩK   
(по попереч-
ным колеба-

ниям)

две ΩK   (по попереч-
ным колеба-

ниям)

Симметрично установленный ротор ( α =yc 0 ), ( 14)

( )< − Δr rC 1 A ,  

α ≠yc 0  длин-
ный ротор

Δ 1,2I  > 0 две ΩK три ΩK

( )− Δ <r r1 A C , 

( )< + Δr rC 1 A  
ротор,  

близкий к  
сферическому

Δ 1I  > 0,

Δ 2I  < 0

одна ΩK две ΩK

( )> − Δr rC 1 A ,  
короткий ротор

Δ 1,2I  < 0

одна ΩK   
(по попереч-
ным колеба-

ниям)

одна ΩK   
(по попереч-
ным колеба-

ниям)

(15)

 

а 
 
 
 
 
б 
 

Рис. 2. Изменение спектра критических скоростей ΩK  
вращения длинного ротора вследствие инерционной 

 анизотропии Δ rA : а – изотропный ротор;  
б – анизотропный ротор
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Рис. 4. Критические скорости ΩK  вращения  
анизотропного длинного ротора в зависимости от места 

его установки относительно опор Ll   

( Ll =0,5 – симметрично установленный ротор)

Рис. 5. Критические скорости ΩK  вращения длинного 

несимметрично расположенного ротора ( Ll =0,8) в  

зависимости от степени инерционной анизотропии Δ rA

Из полученных формул (12)–(15), табл. 1 и графи-
ков на рис. 2–5 можно заключить следующее:

1. Инерционная анизотропия приводит к удва-
иванию (расщеплению) количества критических 
скоростей по сравнению с изотропным ротором. 
Расщепление критической скорости ΩK угловых 
колебаний существенно больше, чем критической 
скорости ΩKX поперечных колебаний при типичных 
значениях параметров роторной машины (рис. 3, б).  
При симметричном расположении ротора раздва-
ивается только скорость ΩK угловых колебаний 
(рис. 3, а).

2. В общем случае инерционно анизотропный ро-
тор имеет от одной до четырех критических скоростей 
вращения в зависимости от типа ротора, схемы его 
установки на опорах и степени анизотропии. Отметим, 
что в случае изотропного ротора критические скоро-
сти попарно совпадают.

3. Небольшая анизотропия может вызывать су-
щественное изменение критических скоростей ΩK 
угловых колебаний ротора, в особенности для ротора 
близкого к сферическому типу (рис. 3, 5). Короткие 
роторы слабо чувствительны к анизотропии (только 
по поперечным колебаниям) в отличие от роторов 
длинного типа.

3. 3. Устойчивость симметрично установленного 
анизотропного ротора

В случае симметричного расположения ротора  
( Ll =0,5) общая система уравнений движения МС (7), 
(8) распадается на две независимые системы попереч-
ных и угловых колебаний ротора, поскольку параме-
тры связи подсистем αyc =0, αyh =0 (также (9)). Такое 
упрощение задачи дает возможность её полного анали-
тического исследования [1, 10]. 

Условие устойчивости угловых колебаний симме-
трично установленного анизотропного ротора сводит-
ся к следующему неравенству:

( )( )2 2 2 2
1 2 y1 y2I I 0Δ Δ Ω − Ω Ω − Ω > .    (16)

 

а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б 
 

Рис. 3. Критические скорости ΩK  вращения ротора с 
учетом инерционной анизотропии в зависимости от типа 

ротора rC : а – симметрично установленный ротор,  

Ll =0,5, Δ rA =0,1; б – несимметрично установленный 

ротор, Ll =1,2, Δ rA =0,1; ------- – αΩK  для изотропного 

ротора, Δ rA =0
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Здесь Ωу1,2 – это границы устойчивости угловых 
колебаний ротора по частоте вращения, которые опре-
деляются выражением

αΩ = −

2 2 41
у1,2 1 0

0 0

q 1
q 4p q

2q 2q
,    (17)

где ( )= − − Δ
2

2
0 r rq 1 C A ; ( )α α= − −2 2

1 rq 2p 1 C h ; Ωу1 < Ωу2 .

Из полученного условия (16) следует, что инерци-
онно анизотропный ротор, установленный посередине 
между опор, имеет следующие области устойчивости и 
неустойчивости по частоте вращения:

ротор устойчив при 
y1Ω < Ω  и y2 ;Ω > Ω

ротор неустойчив при y1 y2< Ω < ΩΩ .  (18)

В случае отсутствия демпфирования (при αh =0) 
значения границ устойчивости Ωу1,2 совпадают с кри-
тическими скоростями угловых колебаний ΩKα1,2 (14) 
ротора. При наличии демпфирования границы устой-
чивости приблизительно равны критическим скоро-
стям (при не слишком малой анизотропии ротора):

y1,2 K 1,2αΩ ≈ Ω .    (19)

Таким образом, как видно из приведенных формул, 
инерционная анизотропия ротора приводит к тому, 
что возможно существование диапазона частот враще-
ния, внутри которого ротор теряет устойчивость. Сим-
метрично установленный ротор имеет одну область 
неустойчивости, лежащую внутри «расщепленных» 
критических скоростей угловых колебаний. Значения 
границ устойчивости Ωу1,2 и их существование зависят 
от параметров МС.

3. 4. Устойчивость несимметрично установленного 
анизотропного ротора.

При несимметричном расположении ротора отно-
сительно опор его поперечные и угловые колебания 
взаимосвязаны друг с другом и уравнения движе-
ния МС (1) не распадаются на независимые системы. 
Общее ХУ (10) после развертывания определителя 
преобразуется в характеристический полином (ХП) 
восьмой степени:

−

=

λ =∑
8

8 i
i r

i 0

a 0 .      (20)

Высокая степень полинома (20) не дает возможно-
сти его точного аналитического исследования. Однако 
могут быть получены основные необходимые условия. 
Для этого рассмотрим условия положительности пер-
вого и последнего коэффициентов ХП (20), а именно 
a0>0, a8>0. Эти условия входят в условия Рауса-Гур-
вица. При этом воспользуемся для удобства тем, что 
«крайние» коэффициенты ХП могут быть выражены 
непосредственно из общего определителя (10), исполь-
зуя формулы: =0a M ; =8a K .

Условие a0>0 приводит к необходимому усло-
вию устойчивости простого вида Δ <rA 1 . Условие 

= >a K 0  при отсутствии демпфирования приво-

дит к следующему необходимому условию устой-
чивости:

                                                .   (21)

Здесь для получения условия (21) были исполь-
зованы уже выполненные выше преобразования (11), 
(12). Полагаем также, что справедливы соотношения 

α αΩ < Ω < Ω < ΩKX1 KX2 K 1 K 2 , что характерно для типичных 
роторных машин. Кроме того, отметим, что в получен-
ных условиях (21) и (16) множители Δ Δ1 2I I  могут быть 
опущены, поскольку изменение знака Δ iI  сопрово-
ждается одновременным изменением знака одной из 
величин Ω2

K j  (в зависимости от степени анизотропии 
и типа ротора).

Из полученного условия (21) следует, что инер-
ционно анизотропный ротор, установленный несим-
метрично, может быть неустойчив в областях, лежа-
щей внутри «расщепленных» критических скоростей,  
т. е. при 

K 1 K 2 KX1 KX2; .          α αΩ < Ω < Ω Ω < Ω < Ω   (22)

Условие устойчивости (21) является обобщени-
ем условия (16) на случай общего расположения ро-
тора относительно опор. Как будет показано ниже, 
это условие является основным, хотя и прибли- 
женным.

Для уточнения условий устойчивости движения 
был выполнен численный анализ с помощью общего 
ХУ (10) при характерных диапазонах значений пара-
метров системы. На рис. 6, а, б показан пример типич-
ных графиков границ устойчивости, рассчитанных 
с помощью (10) при базовых параметрах: rC =0,75;  
ρr =0,4; Ll =0,8; xh =0.1; Δ rA =0,1, при которых αp =1,46; 

αh =0,213; αyc =0,75; αyh =0,075. Здесь же нанесены гра-
фики критических скоростей ΩK угловых колебаний 
по (13).

Из приведенных графиков видно, что при типичных 
значениях параметров роторной машины существует 
одна (основная) область неустойчивости, которая рас-
полагается внутри диапазона между критическими 
скоростями ΩKα1 и ΩKα2 угловых колебаний. Протя-
женность этой области определяется анизотропией 
ротора и другими параметрами МС. Качественно вид 
графиков границ устойчивости на рис. 6, а, б совпадает 
с таковыми для случая симметрично установленного 
ротора [10]. В целом с достаточной для практики точ-
ностью можно считать, что границами этой области 
неустойчивости являются величины ΩKα1,2 , определя-
емые по формулам (13).

Наряду с этим численные расчеты показывают так-
же, что в общем случае анизотропный несимметрично 
установленный ротор может иметь до трех областей 
неустойчивости (в отличие от симметрично установ-
ленного ротора). Помимо основной области неустой-
чивости между ΩKα1 и ΩKα2 могут существовать еще 
две узкие области: 1) между критическими скоростями 
ΩKX1 и ΩKX2 поперечных колебаний, что отражается 
полученным необходимым условием (21); 2) узкая по-
лоса в промежутке между ΩKX2 и ΩKα1.

( )( )
( )( )α α

Δ Δ Ω − Ω Ω − Ω ×

× Ω − Ω Ω − Ω >

2 2 2 2
1 2 KX1 KX2

2 2 2 2
K 1 K 2

I I

0
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Следует иметь в виду, однако, что появление двух 
дополнительных областей неустойчивости возможно 
лишь при нетипичных значениях параметров, а именно –  
очень низкое демпфирование и очень большая сте-
пень анизотропии. В качестве примера на рис. 6, в, г  
показаны графики границ устойчивости при 
тех же параметрах, за исключением параметра  

xh =0,02 (т. е. при почти нулевом трении). Расче-
ты показывают, что естественного демпфирова-
ния в типичной роторной машине достаточно, 
что ликвидировать указанные дополнительные 
области неустойчивости.

Графики на рис. 7, а, б показывают особенно-
сти потери устойчивости МС (во вращающих-
ся координатах) инерционно анизотропного 
ротора. Расчет выполнялся на основе характе-
ристического уравнения (10) для симметрично 
установленного ротора при указанных выше ис-
ходных данных.

Из графиков виден весьма своеобразный 
характер потери устойчивости угловых коле-
бания ротора. Потеря устойчивости происхо-
дит неколебательным образом (апериодически).  
Т. е. МС не раскачивается (как обычно), а перма-
нентно уходит от установившейся траектории 
движения. На границе устойчивости имеют ме-
сто нулевые корни ХУ, а внутри области неу-

стойчивости имеются положительные чисто 
вещественные собственные числа.

Из проведенного в пунктах 3.3, 3.4 анализа 
устойчивости инерционно анизотропного ро-
тора можно заключить следующее.

1. Инерционная анизотропия ротора вы-
зывает появление областей неустойчивости 
движения. Границы областей неустойчиво-
сти и их количество зависят от схемы уста-
новки ротора, типа ротора и параметров си-
стемы.

2. При симметричном расположении ро-
тора между опорами существует одна область 
неустойчивости, которая располагается меж-
ду «расщепленными» скоростями вращения 
угловых колебаний ΩKα1,2, (16)–(18). Границы 
устойчивости близки к значениям критиче-
ских скоростей угловых колебаний, а при 
отсутствии трения в системе, равны им. Об-
ласть неустойчивости существует для рото-
ров, близких к сферическому типу, и длинных 
роторов. Устойчивость роторов короткого 
типа не чувствительна к инерционной ани-
зотропии.

3. При несимметричном расположении 
ротора может существовать до трех обла-
стей неустойчивости. Основная область не-
устойчивости качественно располагается 
так же как в случае симметрично установ-
ленного ротора (рис. 7). Однако в случае 
очень низкого демпфирования и/или очень 
большой степени анизотропии ротора мо-
гут существовать еще две узкие области: 
1) между критическими скоростями ΩKX1 
и ΩKX2 поперечных колебаний; 2) узкая по-
лоса в промежутке между ΩKX2 и ΩKα1. При 
этом появление двух дополнительных об-
ластей неустойчивости возможно лишь при 

нехарактерных значениях параметров МС и есте-
ственного демпфирования в типичной роторной ма-
шине достаточно, чтобы ликвидировать указанные 
дополнительные области неустойчивости.

   

а                                                  б 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

в                                                  г 
 

Рис. 6. Границы устойчивости Ωу несимметрично  
установленного анизотропного ротора в зависимости от типа ротора 

rC  и от степени инерционной анизотропии Δ rA : а – Ωу=f(
rC ) при 

xh =0,1; б – Ωу=f( Δ rA ) при  xh =0,1; в – Ωу=f(
rC ) при xh =0,02; 

г – Ωу=f( Δ rA ) при xh =0,02; (+) – устойчивость;  
(–) – неустойчивость

а                                                 б 
 

Рис. 7. Изменение вещественных частей Re r  
собственных чисел системы и собственных частот Im r угловых 

колебаний симметрично установленного ротора при потере  
устойчивости: а – Re r = f(Ω);  

б – Im r = f(Ω); ––––– – ротор с инерционной  
анизотропией; – – – – – изотропный ротор



16

Восточно-Европейский журнал передовых технологий ISSN 1729-3774 3/7 ( 69 ) 2014

4. Демпфирование в МС сужает области неустойчи-
вости вплоть до их исчезновения.

5. Потеря устойчивости происходит неколебатель-
ным образом (апериодически). Т. е. МС не раскачива-
ется, а перманентно уходит от установившейся траек-
тории движения.

4. Выводы

1. В работе получено точное аналитическое выраже-
ние для критических скоростей анизотропного ротора, 
совершающего пространственное движение и имеюще-
го четыре степени свободы. Анализ показал, что инер-
ционная анизотропия ротора в общем случае приводит 
к удвоению количества критических скоростей враще-
ния ротора. Такой ротор имеет от одной до четырех кри-
тических скоростей прямой прецессии в зависимости от 
типа ротора, схемы его установки на опорах и степени 
анизотропии. Небольшая анизотропия может вызы-

вать существенное изменение критических скоростей 
угловых колебаний ротора, в особенности для ротора 
близкого к сферическому типу.

2. Неодинаковость моментов инерции ротора от-
носительно его поперечных осей вызывает появле-
ние областей неустойчивости движения. В работе 
получены основные необходимые условия устой-
чивости в аналитическом виде. Показано, что при 
несимметричном расположении ротора может суще-
ствовать до трех областей неустойчивости. Границы 
основной области неустойчивости близки к двум 
«расщепленным» критическим скоростям угловых 
колебаний.

Таким образом, полученные выражения позволяют 
количественно оценить значения критических скоро-
стей и границ устойчивости инерционно анизотропно-
го ротора. Это, в свою очередь, дает возможность более 
обоснованно конструировать и назначать рациональ-
ные технологические допуски на изготовление, сборку 
и монтаж роторов.
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