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Пропонується системна формалізація синте-
зу математичної моделі теплових процесів будівлі 
яка опалюється, що складається з безлічі взаємо-
залежних приміщень. Обґрунтовано вибір розмір-
ності системи звичайних диференціальних рівнянь, 
що апроксимує рівняння теплопровідності. 
Застосування запропонованого підходу призводить 
до класичної кінцевомірної лінійної системи керо-
ваних диференціальних рівнянь

Ключові слова: теплові процеси, теплопоста-
чання будівель, математична модель, рівняння 
теплопровідності, диференціальні рівняння

Предлагается системная формализация синте-
за математической модели тепловых процессов 
отапливаемого здания, состоящего из множества 
взаимосвязанных помещений. Обоснован выбор 
размерности системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, аппроксимирующей уравне-
ние теплопроводности. Применение предложенно-
го подхода приводит к классической конечномерной 
линейной системе управляемых дифференциаль-
ных уравнений

Ключевые слова: тепловые процессы, теплоснаб-
жение зданий, математическая модель, уравнение 
теплопроводности, дифференциальные уравнения

1. Введение

Проблема экономии энергетических ресурсов в 
настоящее время стоит как никогда остро. Это связа-
но как с естественными возрастающими потребностя-
ми человечества в комфортной среде обитания, так и с 
экономическим и политическим давлением стран-мо-
нополистов, контролирующих источники энергоно-
сителей. Особенно остро проблема энергосбережения 
стоит перед странами с резко выраженным континен-
тальным климатом, к которым относится Украина. По 
данным [1] расходы тепловой энергии на содержание 
зданий составляют около 2,3 Гдж/год, т. е. более 25 %  
в энергобалансе страны. Снижение расходов угле-
водородных энергоносителей на отопление зданий 
может достигаться различными путями. Во-первых, 

это использование новых строительных материалов 
и технологий, позволяющих повысить термическое 
сопротивление ограждений зданий. Во-вторых, это 
использование альтернативных источников энергии 
в системах распределенной энергетики. В-третьих, 
это широкое использование систем автоматическо-
го управления теплоснабжением зданий. Среди пе-
речисленных путей повышения тепловой энергоэф-
фективности зданий последний является наименее 
затратным и, в то же время, единственным, обеспе- 
чивающим комфортность жизнеобеспечения в усло-
виях суточных и сезонных колебаний внешних кли-
матических условий. Именно на решение некоторых 
задач, составляющих актуальную проблему авто-
матизации управления процессом теплоснабжения 
зданий, направлена данная статья.
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2. Анализ исследований и публикаций

Проблеме автоматизации процессов теплоснаб-
жения в связи с ее актуальностью последние не-
сколько десятилетий посвящено множество публи-
каций. Глубокий анализ проблемы содержится в 
обзоре [2]. Основой создания любой эффективно 
функционирующей системы управления является 
адекватная математическая модель управляемого 
процесса. Процесс теплоснабжения зданий пред-
ставляет собой сложный динамический распреде-
ленный процесс тепломассообмена, проистекающий 
в условиях неопределенностей большого числа фи-
зических и конструктивных параметров, а также 
внешних возмущающих климатических и техноло-
гических факторов. Перечисленные обстоятельства 
не позволяют построить детальную распределен-
ную математическую модель тепловых процессов 
в здании, пригодную для анализа и синтеза систем 
управления теплоснабжением. Среди множества ра-
бот в области математического и компьютерного 
моделирования теплового состояния зданий можно 
выделить [3, 4], отличающиеся системным подходом 
к проблеме и попыткой учесть как можно большее 
число факторов, влияющих на процесс теплоснаб-
жения зданий. Принятая на практике квазистати-
ческая математическая модель тепловых процессов 
[5, 6] не позволяет адекватно прогнозировать темпе-
ратурные режимы элементов здания в условиях су-
точных и сезонных колебаний внешних климатиче-
ских условий, а также в случаях изменения качества 
теплоносителя.

Математическая модель теплового процесса в 
ограждении здания, позволяющая учитывать про-
цессы аккумулирования теплоты с одной стороны, и 
уйти от интегрирования дифференциальных урав-
нений в частных производных, путем аппроксима-
ции последних системой обыкновенных дифферен-
циальных уравнений рассмотрены в [7, 8]. В то же 
время авторы работ рассматривают полученную ап-
проксимирующую систему совместно с дифферен-
циальными уравнениями аккумулирования тепло-
ты внутренним воздухом и наполнением помещений. 
Это приводит к жесткой системе дифференциаль-
ных уравнений в силу большого разброса постоян-
ных времени аккумулирования теплоты внешним 
ограждением, внутренним воздухом и наполнением 
помещения.

3. Цели и задачи исследования

Целью настоящего исследования является разработ-
ка формализованного подхода к синтезу математической 
модели тепловых процессов здания хорошо адаптируе-
мой к методам современной теории управления.

Для достижения этой цели предлагается на плат-
форме системного подхода рассмотреть отапливаемое 
здание как систему взаимосвязанных помещений (эле-
ментов системы), взаимодействующих друг с другом, а 
также с окружающей средой и отопительными прибо-
рами – источниками тепла. На этой основе необходимо 
формализовать принципы построения математиче-
ской модели тепловых процессов здания. 

4. Обобщенная математическая модель тепловых 
процессов зданий

Тепловые процессы отапливаемых помещений 
представляют собой ряд взаимосвязанных между со-
бой подпроцессов теплообмена и теплопередачи меж-
ду элементами системы включающими: внутренний 
воздух, ограждение здания, внутреннее наполнение, 
отопительные приборы, вентиляционную систему. Пе-
речисленные элементы взаимодействуют между собой 
и с окружающей средой путем тепломассообмена. На 
границах воздуха и элементов ограждения теплообмен 
осуществляется путем конвекции, а также лучеис-
пусканием. Также конвекцией передается теплота от 
отопительных приборов к внутреннему воздуху поме-
щений. Теплота от внутренней к внешней поверхности 
ограждения передается путем теплопередачи. Также 
на основе теплопередачи осуществляются процессы 
энергообмена через перегородки помещений. Кроме 
тепловых процессов следует рассмотреть также и мас-
сообменные процессы, обусловленные необходимо-
стью вентиляции помещений.

Таким образом, отапливаемое здание можно ото-
бразить на графе { }G X,U= , где X  – множество вер-
шин графа, каждая из которых kx  ( )k 1,n=  соответ-
ствует внутреннему воздуху k -го помещения здания, 
а U  – множество ребер графа, каждое из которых 
соответствует тепловому или материальному потоку 
между смежными помещениями. Отдельно следует 
выделить вершину графа 0x , представляющую собой 
воздух окружающей среды.

Каждой вершине kx  графа можно поставить в со-
ответствие термодинамические параметры воздуха 
( )k kV ,T  – объем и температуру соответственно. Ка-
ждому ребру iju  соответствует вектор ( )ij ij ij ij ijH ,c , ,F ,ρ λ , 
где ijH  – толщина, ijF  – поверхность, ijc  – удельная те-
плоемкость, ijρ  – плотность, ijλ  – коэффициент тепло-
проводности ограждения между элементами структу-
ры i  и j . Кроме перечисленных параметров системы, 
определяющих чисто тепловые процессы, необходимо 
ввести также и параметры, отвечающие за массообмен, 
связанный с вентиляцией помещений и возможным 
обменом воздушных масс между помещениями. В ка-
честве такого параметра можно рассматривать косо-
симметрическую матрицу ijG  ( )i, j 0,n=  – массовых 
(или объемных) расходов воздуха между i -м и j - м 
элементом.

Каждое ребро структурного графа iju  символи-
зирует тепловой поток ijq  от элемента ix  к элементу 

jx . В свою очередь тепловой поток ijq  определяется 
законами теплопередачи в соответствии с которыми в 
ограждении между i -м и j - м помещениями формиру-
ется нестационарное температурное поле ( )ijT x,t , где 

ijx 0,H ∈   линейная координата, перпендикулярная 
поверхностям ограждения. Указанное температурное 
поле описывается дифференциальным уравнением те-
плопроводности

2
ij ij

ij 2

T T
a

t x

∂ ∂
=

∂ ∂
,     (1)

где ij
ij

ij ij

a
c

λ
=

ρ
 – коэффициент температуропроводности.



11

Математика и кибернетика – прикладные аспекты

На границах ограждения x 0=  и ijx H=  темпера-
тура удовлетворяет граничным условиям 3-го рода, в 
соответствии с которым конвективный тепловой по-
ток от воздуха к ограждению равен тепловому потоку 
внутри ограждения, т. е.

( )( ) ( )ij
i ij ijx 0

x 0

T x,t
T T x,t

x=
=

 ∂
α − = −λ  ∂ 

,  (2)

( )( ) ( )
ij

ij

ij
ij j ijx H

x H

T x,t
T x,t T

x=
=

 ∂
α − = −λ  ∂ 

,  (3)

где α  – коэффициент конвективного теплообмена.
В свою очередь, температура каждого структурно-

го элемента iT  может быть определена на основании 
уравнения теплового баланса, имеющего вид

где vc , pc  – удельные изохорная и изобарная те-
плоемкости воздуха, вρ  – плотность воздуха, aiF  и  

aiT  – площадь поверхности и температура внутренних 
аккумуляторов, наполняющих i-е помещение, ( )iQ t  – 
тепловой поток, обусловленный подводом теплоты от 
отопительных приборов.

Систему уравнений (1) и (4) необходимо дополнить 
системой дифференциальных уравнений, описываю-
щей тепловые процессы во внутренних аккумулято-
рах, состоящих из различного производственного обо-
рудования, мебели и прочего наполнения помещений:

( )ai
i ai i ai

dT
c F T T

dt
= α − ,   (5)

где ic  – теплоемкость аккумуляторов теплоты.
Таким образом, математическая модель тепловых 

процессов отапливаемого здания представляет собой 
систему ( )n n 1 2−  дифференциальных уравнений в 
частных производных вида (1) с краевыми условиями 
(2), (3), и систему 2n  обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений теплового баланса (4), (5). Для инте-
грирования системы (1), (4), (5) необходимо задать 
начальные условия для температур ( )iT i 1,n=  и для на-
чального распределения температурных полей ( )ijT x,0 ,  
а также законы теплоподвода ( )iQ t  и массообмена 

( )ijG t . Результатом интегрирования будут функции 
( )iT t  – изменения температуры воздуха.
Сформулированная выше задача представляет со-

бой задачу анализа и дает ответ на вопрос: как будет 
изменяться температура помещений в зависимости от 
изменений температуры внешней среды и подводимой 
теплоты от отопительных приборов. Эта задача может 
решаться численными методами конечных элементов 
или на основании асимптотических разложений одно-
мерного температурного поля.

Значительно больший практический интерес вы-
зывает обратная задача – задача синтеза управления 

( )iQ t  ( )i 1,n= , обеспечивающего заданное распреде-
ление температур ( )iT t  при известных возмущающих 
изменениях температуры окружающей среды ( )0T t .  

Очевидно, что для решения задачи управления те-
пловым состоянием здания математическая модель 
вида (1)–(5) малопригодна, поскольку большинство 
методов теории управления, включая синтез опти-
мального управления, ориентированы на процессы, 
описываемыми обыкновенными дифференциальны-
ми уравнениями.

5. Конечномерная аппроксимация распределенных 
тепловых процессов

Заменим уравнение теплопроводности (1) в част-
ных производных его конечномерной аппроксимацией 
[9], имеющей вид системы обыкновенных линейных 
дифференциальных уравнений

( )

( )

1
ij 1 2

m m i m ij ij

k
ij k 1 k k 1

m ij ij ij

n
ij n 1 n

m ij m ij j

dT
L T 1 L T T ,

dt
.............................................

dT
T 2T T ,

dt
..............................................

dT
T 1 L T T ,

dt

− +

−

τ = − + +

τ = − +

τ = − + +

k 2,n 1= − ,  (6)

где k
ijT  – температура k -го слоя, m  – размерность 

аппроксимирующей системы (количество слоев дис- 
 
кретизации ограждения), 

2
ij

m 2
ij

H

a m
τ =  – постоянная вре- 

 
мени, m

2mBi
L

Bi 2m
=

+
, ij

ij

H
Bi

α
=

λ
 – критерий Био.

Для определения размерности m  аппроксими-
рующей системы было проведено сравнение чис-
ленного решения системы (6) для различных m  и 
аналитического решения уравнения теплопроводно-
сти для симметричной постановки задачи, имею- 
щего вид

( ) ( )
ij2

k 2
ij

a
t

Hk
ij ij k

k 1 k k k ij

2sin x
T x,t T x,0 cos e

sin cos H

−µ∞

=

 µ
= µ µ + µ µ  

∑ , (7)

где kµ , ( )k 1,= ∞  – множество решений характеристи- 
ческого уравнения tg Biµ µ = .

В аналитическом соотношении (7) учитывались 
первые 4 слагаемых, поскольку вклад последующих 
оказался незначительным. Результаты сравнения чис-
ленного решения системы (6) и аналитического (7) для 
различных значений Bi  и m  приведены в табл. 1. В 
качестве критерия близости решений принято среднее 
относительное отклонение по 100 точкам между гра-
фиками решений (6) и (7).

Из таблицы следует, что достаточно приемлемая 
для практики точность ( )10 12 %÷  для любых значе-
ний критерия Био достигается при m 2= . Увеличение 
порядка аппроксимации до 3 позволяет повысить точ-
ность до 3 7 %÷ .

,  (4)( )( ) ( ) ( ) ( )B

n n
i

v i ij ij i p ij j i ai ai i i
j 0 j 0
j i j i

dT
c V F T 0,t T c G T T F T T Q t

dt = =
≠ ≠

ρ = α − + − + α − +∑ ∑
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Таблица 1

Сравнение численного и аналитического решений для 
различных Bi  и m

m Bi
1 4 10 20 50

1 0,168 0,3388 0,4222 0,4504 0,4566

2 0,0584 0,1078 0,1231 0,1242 0,0512

3 0,0377 0,0645 0,0709 0,0401 0,0264

4 0,0304 0,0494 0,0637 0,0303 0,0141

5 0,0270 0,0425 0,0331 0,0255 0,0077

Таким образом, полная система дифференциальных 
уравнений математической модели тепловых процессов 
в сложной системе взаимосвязанных отапливаемых 
помещений состоит из n  уравнений вида (4) и n  урав-
нений вида (5) для внутреннего воздуха и внутрен-
них аккумуляторов тепла, а также ( )n n 1 2−  систем 
дифференциальных уравнений вида (6), описывающих 
процесс теплообмена между помещениями и между по-
мещениями и окружающей средой. Полученная система 
уравнений относится к классу тихоновских, поскольку 
постоянные времени подсистем вида (6) на 1–3 порядка 
превышают постоянные времени подсистем (4) и (5). 
Это позволяет [10] приравнять правые части уравнений 
(4) и (5) нулю и тем самым пренебречь скоростью нагре-
вания (охлаждения) внутреннего воздуха и внутренних 
аккумуляторов по сравнению со скоростью нагрева-
ния (охлаждения) ограждений. В результате множество 
значений температур внутреннего воздуха помещений 

( )iT t  может быть вычислено, исходя из системы n  
линейных алгебраических уравнений и системы ли-
нейных дифференциальных уравнений, состоящих из 

( )n n 1 2−  подсистем вида (6).
Для замыкания полученной системы алгебраи-

ческих и дифференциальных уравнений необходи-

мо каким-либо образом связать температуру ( )1
ijT t  

первого слоя ограждения и температуру поверхно-
сти ( )ijT 0,t . Для этого запишем уравнение баланса 
тепловых потоков на границе раздела воздуха и 
ограждения:

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ij 1
i ij ij ij

ij

2m
T t T 0,t T 0,t T t

H

λ
α − = − .  (8)

Решение (8) относительно ( )ijT 0,t  дает следующий 
результат:

( ) ( ) ( )1
ij i ij

Bi 2m
T 0,t T t T t

2m Bi 2m Bi
= +

+ +
,

который необходимо подставить в правую часть подси-
стемы (4), и тем самым исключить неизвестные темпе-
ратуры поверхностей ограждений.

6. Выводы

Тепловые процессы зданий представляют собой мно-
жество взаимосвязанных тепломассообменных процес-
сов проистекающих в различных помещениях здания. 
Математическая модель таких процессов, основанная на 
классических методах теплофизики, малопригодна для 
решения задач автоматизации процессов теплоснабже-
ния. Предложенная и обоснованная в работе структу-
ра математической модели теплового процесса здания 
в виде конечномерной линейной системы дифферен-
циальных уравнений открывает путь к эффективной 
адаптации всего спектра современных методов анализа 
и синтеза систем автоматического управления примени-
тельно к процессам теплоснабжения.
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