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Розглядається задача упаковки набору еліпсів 
у контейнер мінімальних розмірів. Допускаються 
неперервні обертання еліпсів. Для моделюван-
ня відношень неперетинання еліпсів та належ-
ності еліпса контейнеру використається 
метод phi-функцій. Будується математична 
модель у вигляді задачі нелінійної оптимізації. 
Пропонуються ефективні алгоритми пошуку 
наближених та локально-оптимальних розв’яз-
ків. Наводяться результати чисельних експери-
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контейнера
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ра эллипсов в контейнер минимальных размеров. 
Допускаются непрерывные вращения эллипсов. Для 
моделирования отношений непересечения эллипсов 
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1. Введение

На современном этапе стремительно растет ин-
терес к эффективному решению задач оптимально-
го размещения геометрических объектов, частными 
случаями которых являются задачи упаковки и рас-
кроя, что объясняется разнообразием практических 
приложений и чрезвычайной сложностью матема-
тических моделей и методов их решения. Задачи 
упаковки и раскроя (Cutting & Packing) и являются 
предметом исследования вычислительной геоме-
трии, а методы их решения – новым направлением 
теории исследования операций. Этот класс задач 
имеет широкий спектр научных и практических 
применений в современной биологии, минералогии, 
материаловедении, нанотехнологии, робототехни-
ке, системах распознавания образов, в химической 
промышленности, машиностроении, строительстве 
и т. д. В данной статье рассматривается класс за-
дач упаковки заданного набора эллипсов в кон-
тейнер (прямоугольный, круговой, эллиптический) 
минимальных размеров, представляющий интерес, 
например, в порошковой металлургии при модели-
ровании движения сыпучих веществ и задачах ло- 
гистики при моделировании оптимальных упаковок 
объектов, имеющих форму цилиндра с эллиптиче-
ским основанием.

Задачи оптимальной упаковки эллипсов относятся 
к классу NP-сложных, для решения которых исполь-
зуются, как правило, эвристические алгоритмы. Для 
разработки эффективных алгоритмов, основанных на 
применении методов локальной и глобальной оптими-
зации, требуется построение адекватных математи-
ческих моделей, основанных на аналитическом опи-
сании отношений эллипсов с учетом их непрерывных 
трансляций и вращений.

2. Анализ публикаций

Верхняя оценка плотности упаковки эллипсов в 
контейнер получена еще в работе [1]. В работах [2, 3] 
для решения задач данного класса применяется метод 
дискретного элемента. Однако данный метод является 
достаточно ресурсоемким, что ограничивает размер-
ность пространства решения и количество использу-
емых частиц. Математическая модель упаковки двух 
эллипсов исследуется в статье [4]. Эффективный чис-
ленный алгоритм для определения факта пересечения 
эллипсов приводится в статье [5], здесь же исследуется 
влияние размеров эллипсов на плотность упаковки. 
Авторы статьи [6] рассматривают задачу упаковки 
кругов в эллипс. Задача упаковки формулируется 
в виде задачи нелинейного программирования. Для 
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нахождения приближений к глобальному решению 
применяется метод мультистарта. 

В статье [7] излагается метод решения зада-
чи упаковки истинных эллипсов (без аппроксима-
ций), допускающих вращения, с использованием 
современных NLP solvers, доступных в GAMS. В 
этой статье приводится достаточно полный об-
зор литературы, посвященный задачам упаковки 
эллипсов. С целью аналитического описания ус-
ловия непересечения неориентированных эллип-
сов авторы используют идею разделяющей прямой, 
предложенную в работе [8] для моделирования 
отношений кругов и выпуклых многоугольников. 
В этом исследовании получено глобальное решение 
для небольшого числа эллипсов (n ≤ 4). Однако при 
n>14 авторам не удалось получить локально-опти-
мального решения. В этой связи авторы предлагают 
эвристический polylithic-алгоритм для размещения 
большего числа эллипсов ( ≤ ≤14 n 100 ) в прямоу-
гольной области фиксированной ширины и пере-
менной длины. 

За дача оптима льной упаковки истинных 
эллипсов, допускающих непрерывные вращения, 
рассмотрена в [9]. Для аналитического описания 
основных ограничений размещения используются 
свободные от радика лов квази-phi-функции и 
псевдонормализованные квази-phi-функции [10]. 
Строится математическая модель в виде задачи 
нелинейного программирования. Предлагаются 
эффективные алгоритмы поиска поиска локальных 
экстремумов. Изложенный в статье [9] подход 
позволяет представить задачу оптимальной упа-
ковки эллипсов с учетом допустимых расстояний 
в виде задачи нелинейного программирования 
и получать локально-оптимальные решения при 

≤n 120 . Кроме того, используя квази-phi-функции, 
удалось улучшить результаты по времени и значе-
нию функции цели для примеров при ≤ ≤5 n 100 ,  
приведенных в статье [7]. Однако с ростом числа 
размещаемых эллипсов значительно увеличивает-
ся размерность задачи и возрастает время решения 
задачи, что делает неэффективным по времени 
применение данного подхода для большого числа 
эллипсов.

3. Цель и задачи исследования

Целью данной работы является разработка эф-
фективных алгоритмов решения задачи оптимальной 
упаковки эллипсов в контейнере, имеющем форму 
прямоугольника, круга и эллипса. 

Основными задачами исследования являются: 
– математическое моделирование ограничений 

непересечения эллипсов и ограничений принадлеж-
ности эллипсов контейнеру с использованием свобод-
ных от радикалов phi-функций для эллипсов, аппрок- 
симированных дугами окружностей; 

– построение математической модели оптимальной 
упаковки аппроксимированных эллипсов в виде зада-
чи негладкой оптимизации;

– построение дерева решений, концевым вершинам 
которого соответствуют системы неравенств с гладки-
ми функциями; 

– разработка алгоритмов поиска локально-опти- 
мальных решений для задачи упаковки аппроксими-
рованных эллипсов на основе дерева решений; 

– разработка стратегий поиска приближенных и 
локально-оптимальных решений задачи оптимальной 
упаковки истинных эллипсов. 

4. Постановка задачи

Имеется набор эллипсов iE , ∈ =ni I {1,2,...,n} . Каж-
дый эллипс задан большой и малой полуосями ia  и ib . 
Полагаем, что начало собственной системы координат 

iE  находится в центре его симметрии. Положение iE  
в пространстве определяется вектором ν = θi i i i(x ,y , ) ,  
где i i(x ,y )  – вектор трансляции, θi  – угол поворота.

В качестве контейнера рассматривается область 
Ω ∈{E,C,R} , характеризующаяся вектором переменных 
метрических характеристик p , где E  – эллипс, задан-
ный большой и малой полуосями ha  и hb , =p (h) , h  – 
коэффициент гомотетии; C  – круг радиуса r , =p (r) ;  
R  – прямоугольник со сторонами 2a  и 2b , =p (a,b) . 
Полагаем, что собственная система координат контей-
нера Ω – фиксирована. 

В зависимости от вида контейнера (области разме-
щения) рассматриваются следующие функции цели:

– =F r , если Ω ≡ C,  (1)

– =F h , если Ω ≡ E,  (2)

– = ⋅F a b , если Ω ≡ R . (3)

Задача оптимальной упаковки эллипсов. Упаковать 
набор эллипсов iE , ∈ ni I , в контейнер Ω  так, чтобы 
функция цели F  достигала своего минимального зна-
чения.

Один из способов решения поставленной задачи –  
аппроксимация эллипсов дугами окружностей и 
использование подхода, основанного на примене-
нии свободных от радикалов phi-функций, приве- 
денных в [11]. В этом случае полученное решение 
является приближенным, и в значительной сте-
пени будет зависеть от точности аппроксимации 
эллипсов. Точки локальных экстремумов для зада-
чи упаковки аппроксимированных эллипсов могут 
быть использованы в качестве стартовых точек для 
поиска локально-оптимальных решений в задаче 
размещения истинных эллипсов, используя алго-
ритм, описанный в работе [9]. Такой подход позво-
ляет решать задачи большой размерности ( ≥n 100 ) 
и значительно сократить затраты вычислительных 
ресурсов. 

Аппроксимация размещаемых эллипсов. В данном 
исследовании полагаем, что граница размещаемого 
эллипса E  (рис. 1, а) аппроксимируется четырьмя 
дугами окружностей. Обозначим аппроксимирован-
ный эллипс (в дальнейшем, объект) через 



E . Каждая 
дуга kl ,  =k 1,2,..,4 , задается кортежем 

k kk k k c c(x ,y ,r ,x ,y ) ,  
где = χk k k(x ,y )  – точка начала дуги kl , = χ

k k kc c c(x ,y )  
центр, а kr  – радиус формирующей окружности kfr(C )  
(рис. 1, б). Здесь ⋅fr( )  – граница объекта ⋅( ) .

В табл. 1 приведены данные для описания kl , 
=k 1,...,4 , при = − + + +2 2H (a b)(a b a b ) / 2a .
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Таблица 1

Данные kl для аппроксимации эллипса E

kl kx ky
kcx

kcy kr

1l
⋅ −

+
+2 2

b (a H)
H

a b

⋅ −
−

+2 2

a (a H)

a b
H 0 −a H

2l
⋅ −

+
+2 2

b (a H)
H

a b

⋅ −
+2 2

a (a H)

a b
0 −

a
H

b
+

a
b H

b

3l
⋅ −

− −
+2 2

b (a H)
H

a b

⋅ −
+2 2

a (a H)

a b
−H 0 −a H

4l
⋅ −

− −
+2 2

b (a H)
H

a b

⋅ −
−

+2 2

a (a H)

a b
0

a
H

b
+

a
b H

b

Данный алгоритм позволяет строить аппрокси-
мацию эллипса E  таким образом, что ⊆



E E . Далее, 
объект 



E  представляется в виде объединения базовых 
объектов (рис. 2) вида

=


   1 2 3 4 5E C D C D K ,   (4)

где 1 3C ,C  – круги с центрами в точках χ χ
1 3c c, , соответ-

ственно; 2 4D ,D  – круговые сегменты, ограниченные 
дугами окружностей 2 4fr(C ),fr(C )  и хордами χ χ1 2[ , ] , 

χ χ3 4[ , ] , соответственно (подробное описание объекта 
D  приведено в [12]), 5K  – прямоугольник.

Аппроксимация эллиптической области размеще-
ния. Пусть Ω ≡ E  – эллипс, заданный большой и малой 

полуосями 0a  и 0b . Рассмотрим эллипс εΕ  с метри-
ческими характеристиками = − ε0a a , = − ε0b b  и его 
внешней аппроксимацией 



εE , построенной с помощью 
алгоритма, приведенного выше. 

Рис. 2. Покрытие эллипса E базовыми объектами

В качестве внешней аппроксимации объекта 
=* 2E R \ intE  выбирается объект 

 

ε ε=
* 2E R \ intE , ко-

торый описывается объединением базовых объектов 
вида (рис. 3) 



ε =   

* * *
1 2 3 4E G C G C ,    (5)

где *
2C ,  *

4C  – дополнения до кругов 2C ,  4C  с центрами 
в точках χ χ

2 4c c, ; 1G , 3G  – объекты (на рисунке 3 выде-
лены серым цветом), образованные пересечением по-
луплоскостей 1P , 3P  и дополнением до кругов 1C , 3C  с 
центрами в точках χ χ

1 3c c, , соответственно (подробное 
описание объекта вида G  приведено в [12]). 

Рис. 3. Покрытие объекта *E  базовыми объектами

При этом ε  выбирается (в зависимости от эксцен-
триситета и размеров эллипса E ) таким образом, что 



ε⊆
**E E .

5. Средства математического моделирования

Основными ограничениями поставленной задачи 
являются:

– непересечение эллипсов: 

ν ∩ ν = ∅i i j jintE ( ) intE ( ) , < ∈ ni j I ,   (6)

– включение эллипсов в область размещения:

ν ⊂ Ωi iE ( )  ⇔  ν ∩ Ω = ∅*
i iintE ( ) int ,

∈ ni I , Ω = Ω* 2R \ int . (7)

Конструктивным средством математического мо-
делирования ограничений (6), (7) в классе задач упа-
ковки и раскроя является метод phi-функций Стояна 
(например, [12]). 

 

а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б 
 

Рис. 1. Внешняя аппроксимация эллипса Е в собственной 
системе координат XOY: а – истинный эллипс Е,  

б – объект 


E
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Условие (6) выполняется, если Φ ≥
 

i jE E 0 , < ∈ ni j I , 
где Φ

 

i jE E – phi-функция для объектов 


iE  и 


jE , которая, 
основываясь на (4), может быть определена так:

Φ = Φ Φ Φ Φ
 

i jE E
1 2 k 25min{ , ,.. ,..., } ,   (8)

Φ ∈ Φ Φ Φ Φ Φ ΦCC CD DD KK KC KD
k { , , , , , } , =k 1,...,25 ,  (9)

где Φk  – phi-функция для пары базовых объектов 
(в дальнейшем, базовая phi-функция). В (9) ΦCC  – 
phi-функция для двух кругов, ΦCD  – phi-функция для 
круга C и кругового сегмента D, ΦCK  – phi-функция 
для круга C и выпуклого многоугольника K, ΦDD  –  
phi-функция для двух круговых сегментов, ΦDK  – 
phi-функция для кругового сегмента D и выпуклого 
многоугольника K, ΦKK  – phi-функция для двух выпу-
клых многоугольников. 

Условие (7) выполняется, если 




ΩΦ ≥
*

iE 0 , ∈ ni I , где 




ΩΦ
*

iE  – phi-функция для объектов Ω
*

 и 


iE , которая, 
основываясь на соотношениях (4), (5), может быть 
представлена в виде

 (10)



εΦ = Φ Φ Φ Φ
* * * * *

1 2 3 4E C C C G C C C G Cmin{ , , , } , (11)


εΦ = Φ Φ Φ Φ
* * * * *

1 2 3 4E D C D G D C D G Dmin{ , , , } . (12)

В (10) Φ
*C C ( Φ

*C D ) – phi-функция для круга C 
(кругового сегмента D) и объекта *C ; Φ

*R C ( Φ
*R D ) – 

phi-функция для круга C (кругового сегмента D) и 
объекта *R ; 



εΦ
*

E C  (


εΦ
*

E D ) – phi-функция для круга 
C (кругового сегмента D) и объекта 



ε

*
E ; в (11) Φ

*C C   
( Φ

*G C ) – phi-функция для объекта *C ( *G ) и круга C; в 
(12) Φ

*C D ( Φ
*G D ) – phi-функция для объекта *C ( *G ) и 

кругового сегмента D.
Все базовые phi-функции, перечисленные выше, 

приводятся в статье [11]. 

6. Математическая модель задачи оптимальной 
упаковки аппроксимированных эллипсов

Пусть = ∈1 2 nu (p,v ,v ,...,v ) σ
  – вектор переменных, 

σ
  – арифметическое евклидовое пространство раз-
мерности σ .

Математическая модель задачи оптимальной упа-
ковки объектов 



iE , ∈ ni I ,  имеет вид 

σ∈ ⊂
=



*

u W
F(u ) min F(u),     (13)

Ωσ= ∈ Φ ≥ Φ ≥ > ∈ λ ≥
 





*
i j iE E E

nW {u : (u) 0, (u) 0, j i I , 0} , (14)

где F(u)  – функция вида (1)-(3), Φ
 

i jE E (u)  – phi-функ-
ция для объектов 



νi iE ( )  и 


νj jE ( ) , ΩΦ
 *

iE (u)  – phi-функ-
ция объектов 



νi iE ( )  и Ω* , λ ≥ 0  – система дополни-
тельных ограничений на метрические характеристики 
контейнера Ω .

Учитывая вид phi-функций (8)–(12), участвующих 
в формировании области допустимых решений, соот-
ношение (14) может быть представлено в виде

σ= ∈ Φ ≥ ∈ λ ≥ k mW {u : (u) 0,k I , 0} , (15)

где Φk (u)  – базовая phi-функция, m  – число базовых 
phi-функций в (14).

Задача (13), (14) является задачей негладкой опти-
мизации, поэтому для ее решения представим область 
допустимых решений W  в виде объединения подоб-
ластей sW , = ηs 1,.., , каждая из которых описывается 
системой неравенств с гладкими функциями. С этой 
целью построим дерево решений.

Как известно [12, 13], каждая базовая phi-функция 
Φk  в (15) может быть определена так:

= η = η =
Φ = =

k
k k i

k k
k i iji 1,.., i 1,.., j 1,...,J

max f max min f ,

где k
ijf  – гладкая функция. 

Из 
=

≥
k
i

k
ij

j 1,...,J
min f 0  следует, что ≥k

ijf 0  для всех j , а  
 

= η
≥

k

k
ii 1,..,

max f 0  означает, что, по крайней мере, одно из нера- 
 
венств ≥k

if 0  выполняется. 
Поэтому для описания области допустимых 

решений (15) всегда может быть построено дерево 
решений ℑ .

На первом уровне дерева ℑ  число вершин рав-
но τ = η1 1 , где η1  – число концевых вершин базово-

го phi-дерева ℑ1 , описывающего Φ ≥1 0 , 
= η

Φ =
1

1
1 ii 1,..,

max f ,  
 

=
=

1
i

1 1
i ij

j 1,...,J
f min f . Каждой вершине этого уровня соответству- 
 
ет система неравенств λ ≥ ≥

1

1
i{ 0,f 0 .

Из каждой вершины первого уровня исходит η2  
вершин базового дерева ℑ2 , которое описывает Φ ≥2 0 ,  
 
где 

= η
Φ =

2

2
2 ii 1,..,

max f , 
=

=
2
i

2 2
i ij

j 1,...,J
f min f . Число вершин второго  

 
уровня дерева ℑ  соответствует τ = η ⋅ η2 1 2 . Каждой 
концевой вершине этого уровня соответствует система 
неравенств λ ≥ ≥ ≥

1 2

1 2
i i{ 0,f 0,f 0 .

Из каждой вершины −(k 1)  уровня дерева ℑ  ис-
ходит ηk  вершин базового дерева ℑk , описывающее 

Φ ≥k 0 , 
= η

Φ =
k

k
k ii 1,..,

max f , 
=

=
k
i

k k
i ij

j 1,...,J
f min f . Число вершин дере- 

 
ва ℑ  на k-ом уровне соответствует τ = η ⋅ η ⋅ ⋅ ηk 1 2 k... .  
Каждой вершине k-го уровня соответствует система 
неравенств λ ≥ ≥ ≥ ≥

1 2 k

1 2 k
i i i{ 0,f 0,f 0,....,f 0 .

На рис. 4 приведена схема дерева решений ℑ .
Число концевых вершин дерева решений ℑ  опре-

деляется так: −τ = η ⋅ η ⋅ ⋅ η ⋅ ⋅ η ⋅ η = ηm 1 2 k m 1 m... ... .
Используя построенное дерево решений ℑ , область 

допустимых решений W  задачи (13), (14) можно 
представить в виде объединения подобластей sW ,  

ηs =1,2,...,  [12]. Каждая подобласть sW  соответсвует 
s-ой концевой вершине дерева ℑ , и описывается систе- 
мой неравенств вида λ ≥ ≥ =

k

k
s{ 0,f 0,k 1,...,m.  

Таким образом, задачу (13), (14) можно свести к 
следующей оптимизационной задаче:

η=* * * *
1 2F(u ) min{F(u ),F(u ),...,F(u )} ,  (16)



   

* i * i * i * i
1 2 3 4

* * i * i * i * i
i 1 2 3 4

* * * *i i i i
1 2 3 4

C C C D C C C D

E R C R D R C R D

E C E D E C E D

min{ , , , },   if  C,

min{ , , , },   if  R,

min{ , , , },  if E,ε ε ε ε

Ω

 Φ Φ Φ Φ Ω =
Φ = Φ Φ Φ Φ Ω =


Φ Φ Φ Φ Ω =
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σ∈ ⊂
=

s

*
s

u W
F(u ) min F(u),  = η ≤ η*s 1,2,..., .  (17)

Задачи вида (17) могут быть решены стандартными 
методами нелинейной оптимизации. 

7. Стратегии решения задачи (12), (13)

Для решения задачи (12), (13) предлагается два 
алгоритма, основанных на построении дерева ре-
шений. Первый алгоритм состоит в ускоренном пе-
реборе локальных минимумов задачи (16), (17) с 
использованием эффективных правил отсечения 
бесперспективных вершин. Второй – в поиске ло-
кальных экстремумов задачи (12), (13), используя 
метод мультистарта.

Алгоритм 1. В основе алгоритма лежит принцип 
генерации систем неравенств, которые описывают 

⊂sW W , с использованием дерева решений ℑ . Ал-
горитм 1 использует ускоренный поиск систем нера-
венств, соответствующих вершинам 

k

k
sv , = ηk ks 1,..., , 

=k 1,...,m , дерева решений ℑ . Для отсечения беспер-
спективных вершин на k -ом уровне дерева ℑ , исполь-
зуются правила отсечения, основанные на анализе 
несовместности систем неравенств и верхней оценке 
функции цели. 

Рассмотрим подробнее данный алгоритм.
Прежде всего, определяется верхняя оценка 0F  

функции цели F(u) . Далее производится полный пе-
ребор всех вершин = η

1

1
s 1 1v ,s 1,...,  первого уровня дерева 

ℑ  и решается оптимизационная задача, соответству-
ющая вершине 

1

1
sv  в виде ∗

1

1
sF(u ) = minF(u)  s.t. ∈

1

1
su V , 

где { σ= ∈ ≥ λ ≥
1 1

1 1
s sV u R : f 0, 0} .

Если = ∅
1

1
sV  или ∗ ≥

1

1 0
sF(u ) F , то вершина 

1

1
sv от-

секается. В противном случае рассматриваются все 
вершины-потомки 

2

2
sv , = η2 2s 1,...,  вершины 

1

1
sv  и ре-

шаются оптимизационные задача, соответствующая 
вершинам 

2

2
sv  в виде 

∗
2

2
sF(u ) = minF(u)  s. t. ∈

2

2
su V ,  

где { σ= ∈ ≥ ≥ λ ≥
2 1 2

2 1 2
s s sV u R : f 0 : f 0, 0} .

Если = ∅
2

2
sV  или ∗ ≥

2

2 0
sF(u ) F , то вершина 

2

2
sv  от-

секается. В противном случае, аналогично преды-
дущему шагу, последовательно рассматриваются все 

вершины-потомки 
3

3
sv , = η3 3s 1,..., , вершины 

2

2
sv  и ре-

шаются соответствующие оптимизационные задачи.
На последнем уровне дерева ℑ  решается оптими-

зационная задача, соответствующая вершине 
m

m
sv  

∗
m

m
sF(u ) = minF(u)  s. t. ∈ =

m

m
s su W V , где 

{
m

1 2 m

m
s

1 2 m
s s s

V

u R : f 0,f 0,...,f 0, 0}.σ

=

= ∈ ≥ ≥ ≥ λ ≥
 

Если ≠ ∅
m

m
sV  и ∗ <

m

m 0
sF(u ) F , то 

устанавливается ∗=
m

0 m
sF F(u )  и 

точка ∗
m

m
su  локального минимума 

выбирается в качестве локаль-
но-оптимального решения задачи 
(13)–(14).

Вычислительная сложность ал-
горитма 1 зависит от числа 



η ≤ η  
нелинейных оптимизационных за-
дач, которые должны быть реше-
ны, и от сложности применяемого 
метода нелинейной оптимизации, 
( ηO( ) ). Алгоритм 1 эффективен 
для решения задачи размещения 
небольшого числа аппроксимиро-

ванных эллипсов и позволяет получать глобальные 
минимумы, в случае, если каждая из задач вида (17) 
решена оптимально.

Алгоритм 2. Этот алгоритм находит ”хорошие” 
решения за разумное время, которое несущественно 
увеличивается с ростом числа размещаемых объектов. 
Для построения стартовой точки ∈0u W  алгоритм ис-
пользует быструю и эффективную эвристику, описан-
ную в статье [12]. Данный алгоритм основан на форми-
ровании подобласти ⊂sW W , для которой ∈0

su W , с 
использованием дерева решений ℑ . 

Рассмотрим подробнее данный алгоритм.
Для формирования первого уровня дере-

ва ℑ  выполняется полный перебор вершин 
1
sv ,  = η1s 1,...,  и выбирается такая вершина 1s ,  

для которой η= =
1 1

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0
s 1 2f (u ) f (u ) max{f (u ),f (u ),...,f (u )} .  

Далее производится полный перебор вер-
шин-потомков 2

sv , = η2s 1,...,  вершины 
1

1
sv , и осу-

ществляется поиск вершины 2s , для которой 

η= =
2 1

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0
s 1 2f (u ) f (u ) max{f (u ),f (u ),...,f (u )} .

На m -ом уровне дерева ℑ  осуществляется полный 
перебор вершин m

sv ,  = ηms 1,..., , которые являются по-
томками вершины 

−

−
m 1

m 1
sv  и выбирается номер ms , такой, 

что η= =
m m

m 0 m 0 m 0 m 0 m 0
s 1 2f (u ) f (u ) max{f (u ),f (u ),...,f (u )} . 

Далее формируется система неравенств, которая 
соответствует s -ой вершине дерева решений ℑ  и опи-
сывает область

{ σ= ∈ ≥ ≥ ≥ λ ≥
1 2 m

1 2 m
s s s sW u R : f 0,f 0,...,f 0, 0} , 

и, стартуя из точки 0u , решается задача minF(u)   
s. t. ∈ su W .

На рис. 5 приведена схема формирования системы 
неравенств с гладкими функциями для описания по-
добласти ⊂sW W , ∈0

su W .
Вычислительная сложность Алгоритма 2 зависит 

от числа m  базовых phi-функций, формирующих об-
ласть допустимых решений, и сложности применяемо-
го метода нелинейной оптимизации.

 Рис. 4. Построение систем неравенств, описывающих подобласти ⊂sW W,  
ηs =1,2,...,
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Для решения задачи оптимальной упаковки ис-
тинных эллипсов предлагаются три стратегии: стра-
тегия 1 (AEPP) позволяет получить приближенное 
решение с использованием алгоритма 1 или алгорит-
ма 2 для размещения эллипсов, аппроксимированных 
дугами окружностей в прямоугольном, круговом и 
эллиптическом контейнерах; стратегия 2 (EPP) по- 
зволяет получать локально-оптимальное решение с 
использованием алгоритма, приведенного в работе [9] 
для размещения истинных эллипсов в прямоуголь-
ном контейнере; стратегия 3 (AEPP + EPP) использу- 
ется для размещения истинных эллипсов в прямоу-
гольном контейнере и основана на последовательном 
выполнении двух оптимизационных процедур: i) по- 
строение стартовых точек из области допустимых 
решений, используя стратегию 1; ii) поиск локально 
оптимальных решений с применением стратегии 2, 
стартуя из точек локального минимума, полученных 
на шаге i). 

8. Численные эксперименты

Чтобы продемонстрировать эффективность 
предлагаемого подхода приведем ряд примеров 
с использованием алгоритма 2. Эксперименты 
проводились на компьютере AMD Athlon 64 X2 5200+. 
Для поиска локальных минимумов использовалась 
программа IPOPT (https://projects.coin-or.org/Ip-
opt) на основе метода внутренней точки, описан- 
ного в [14].

В первых трех примерах рассматривается 
140 эллипсов, имеющих следующие размеры : 

( )=i i{(a ,b ) 222,  180 , =i 1,...,50 }, i i{(a ,b ) ( )= 260,  170 ,  
=i 51,...,90} , ( )=i i{(a ,b ) 350,  70 ,  =i 91,...,120} , 

( )=i i{(a ,b ) 360,  270 , =i 121,...,140} . Мы устанавливаем 
ограничение по времени: 1 час. Осуществляется поиск 
по крайней мере 10 локальных минимумов. 

Пример 1. Размещение эллипсов в прямоугольном 
контейнере, соответствующее точке локального ми-
нимума *u , приведено на рис. 6. Контейнер имеет плон-
щадь =*F(u ) 24126350.3956 .

Пример 2. Размещение эллипсов в круговом кон-
тейнере, соответствующее точке локального миниму-
ма *u , приведено на рис. 7. Контейнер имеет радиус 

=*F(u ) 2770.6 .

Рис. 6. Локально-оптимальное  
размещение эллипсов для примера 1

Рис. 7. Локально-оптимальное размещение эллипсов  
для примера 2

Пример 3. Размещение эллипсов в эллиптическом 
контейнере, соответствующее локальному минимуму, 
приведено на рис. 8.

Рис. 8. Локально-оптимальное размещение эллипсов  
для примера 3

Исходный эллиптический контейнер задан 
полуосями a=1.0 и b=0.5, контейнер с размещен-
ными объектами имеет коэффициент гомотетии  

*F(u ) =h*=3882.588661.
Пример 4. =n 36 , ( )=i i{(a ,b ) 2.22,  1.80 , =i 1,...,9 },  

i i{(a ,b ) ( )= 2.60,  1.70 , =i 10,...,18} , ( )=i i{(a ,b ) 3.5,  0.7 ,  
=i 19,...,27} , ( )=i i{(a ,b ) 3.6,  2.7 , =i 28,...,36} . 

 

Рис. 5. Схема алгоритма 2
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Решается задача размещения истинных эллипсов 
в прямоугольном контейнере минимальной площади 
с использованием: стратегии 1 (AEPP); стратегии 2 
(EPP); стратегии 3 (AEPP + EPP). 

Размещения эллипсов, соответствующие локаль-
ным минимумам, полученные алгоритмами, реализу-
ющими стратегии 1–3, приведены на рис. 9 а, б, в соот-
ветственно. Значения функции цели и время решения 
приведены в табл. 2.

а                               б                                 в 
 

Рис. 9. Локально-оптимальное размещение эллипсов для 
примера 4, c использованием: а – стратегии 1;  

б – стратегии 2; в – стратегии 3

Таблица 2

Значения функции цели и время решения для примера 4

AEPP EPP AEPP + EPP
*F(u ) 704.984 696.967 698.097

t, сек 280.28 1825.578 517.327

В табл. 3 приводится сравнительные характеристи-
ки алгоритмов, реализующих стратегии AEPP и EPP 
по числу размещаемых объектов, времени решения, 
виду областей размещения. 

Таблица 3

Сравнительные характеристики алгоритмов, реализующие 
стратегии 1, 2 

AEPP EPP
Максимальное число размещаемых объектов

> 140  ≤ 140  
Время поиска одного локального экстремума в задаче разме-

щения 140 объектов
меньше 1 часа 3 часа

Допустимые формы контейнеров (областей размещения) Ω
C, E, R R

Результаты численных экспериментов с исполь-
зованием стратегии 2 для примеров, приведенных в 
работе [7], можно найти на странице сайта https:// 
app.box.com/s/mo7xjvjve7v52p9movfi. 

9. Выводы

Предложенные в работе средства аналитическо-
го описания основных ограничений размещения с 
применением метода phi-функций, позволили пред- 
ставить задачу оптимальной упаковки эллипсов 
в виде задачи негладкой оптимизации. Построе-
но дерево решений, концевым вершинам которо-
го соответствуют системы неравенств с гладкими 
функциями. Разработаны два алгоритма поиска 
локально-оптимальных решений для задачи упа-
ковки аппроксимированных эллипсов, основанных 
на построении дерева решений. Предложены три 
стратегии поиска приближенных и локально-оп-
тимальных решений для задачи оптимальной упа-
ковки истинных эллипсов. Анализ численных экс-
периментов показал, что каждая из предложенных 
стратегий может быть использована для поиска эф-
фективных решений поставленной задачи, в зави-
симости от ее размерности, требований к точности 
и быстродействию, а также от формы контейнера. 
Предлагаемая в статье методология позволяет по-
лучать приближенные решения для упаковки эл-
липсов в прямоугольном, круговом и эллиптическом 
контейнерах с использованием первой стратегии. 
Локально-оптимальные решения для упаковки эл-
липсов в прямоугольном контейнере можно полу-
чить, применяя вторую и третью стратегии. Следует 
отметить, что сравнение предложенных стратегий 
носит статистический характер, так для одной и 
той же стартовой точки в результате их примене-
ния получаются, как правило, различные локаль-
ные минимумы. Стратегия 1 позволяет получать 
достаточно “хорошие” приближенные решения со 
значительно меньшими затратами вычислительных 
ресурсов (от 3 до 6 раз). Однако эти решения, как 
правило, хуже по значению функции цели на 2–3 %, 
чем решения, получаемые с использованием страте-
гии 2. Приводятся результаты для =n 140  эллипсов. 
Стратегия 3 является наиболее эффективной при 

≥n 30 , так как позволяет получать локально-опти-
мальные решения при затратах времени в 2–3 раза 
меньших, чем при использовании стратегии 2. 
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1. Введение

Непрерывное возрастание требований к контро-
лю состояния технологических и бизнес процессов, 
а также финансовых показателей, вызванное необхо-
димостью повышения эффективности, надежности и 
снижения риска при принятии управленческих ре-
шений, обусловило широкое применение современ-
ных информационных систем и технологий. Важной 
особенностью таких процессов и их моделей является 
изменение их показателей во времени, из которых 
формируются временные ряды, характеризующие со-
стояние объектов в разные моменты. Временные ряды 

значений технологических параметров и курсов валют 
представляют собой сложные зависимости с множе-
ством локальных особенностей и отсутствием явной 
периодичности, следствием чего является наличие 
неоднородных компонент рядов динамики. При этом в 
каждый момент времени изменяются не только пара-
метры процесса, но и его структура, что проявляется в 
свойстве неоднородности информации.

Подбор единой структуры модели для всего набора 
данных неоднородного временного ряда и прогнози-
рование с использованием статистических методов 
и моделей приводит к неэффективному результату 
вследствии большой ошибки модели и расширенно-


