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В роботі запропоновано гібридні математичні 
моделі різної складності для прогнозування часових 
рядів і методи їх структурної ідентифікації. Методи 
прогнозування, що було розроблено, засновані на спіль-
ному використанні методів «Гусениця»-SSA та Бокса-
Дженкінса, а гібридні математичні моделі, які синте-
зовано на їх основі, є пріоритетними на сьогоднішній 
день імовірнісно-детермінованими декомпозиційними 
моделями. Експериментальні результати показують 
ефективність запропонованих методів прогнозування
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В работе предложены гибридные математические 
модели различной сложности для прогнозирования вре-
менных рядов и методы их структурной идентифика-
ции. Разработанные методы прогнозирования основаны 
на совместном использовании методов «Гусеница»-SSA 
и Бокса-Дженкинса, а синтезированные на их осно-
ве гибридные математические модели являются при-
оритетными на сегодняшний день вероятностно-де-
терминированными декомпозиционными моделями. 
Экспериментальные результаты показывают эффек-
тивность предложенных методов прогнозирования
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1. Введение

К настоящему моменту времени создано боль-
шое количество математических моделей и методов 
анализа и прогнозирования временных рядов (ВР) и 
наметилась тенденция их комбинирования с целью 
получения лучших характеристик комбинированной 
модели. А также прослеживается тенденция перевода 
теоретических наработок одних методов на другие, где 
это представляется возможным и целесообразным.

В задачах моделирования и прогнозирования ВР 
различной природы в 70–90-е годы прошлого века по-
лучили широкое применение статистические модели. 
Популярность моделей данного типа объясняется до-
статочно высокой степенью следующих показателей: 

экономность по количеству оцениваемых параметров; 
высокая скорость процедуры идентификации модели; 
малая трудоёмкость и ресурсоемкость реализации при 
использования на доступных тогда ЭВМ малой произ-
водительности; наилучшие результаты прогнозирова-
ния процессов в различных областях науки и техники 
в те времена; математическая обоснованность теории; 
адекватность для решения целого ряда задач теории 
и практики управления, контроля, моделирования и 
прогнозирования процессов в различных областях 
человеческой деятельности. Модель авторегрессии – 
проинтегрированного скользящего среднего (АРПСС, 
на англ. – ARIMA) является наиболее распространён- 
ной из классических статистических моделей прогно-
зирования.
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Классические методы прогнозирования обычно 
предназначены для работы с линейными и стацио-
нарными ВР. Однако большинство естественных ма-
териальных процессов реальных физических систем 
являются нелинейными и нестационарными. Поэтому 
далее наметилась тенденция критического отношения 
к статистической постановке проблемы идентифика-
ции моделей ВР, особенно в случае, когда отсутствует 
возможность получения представительных выборок 
для построения математических моделей, статистиче-
ских характеристик процессов и проверки их адекват-
ности. Кроме того, статистическая теория использует 
операции осреднения по множеству реализаций, что в 
целом ряде случаев приводит к ухудшению математи-
ческой модели, особенно в условиях малых и нестаци-
онарных выборок [1, 2]. В этих случаях эффективно ис- 
пользовать алгебраический, детерминированный, а не 
статистический подход к решению проблемы иденти-
фикации. И лишь в последние десятилетия достаточно 
активно начали развиваться методы прогнозирования 
линейных, но нестационарных ВР и нелинейных, но 
стационарных ВР. И относительно недавно начали 
появляться гибридные модели прогнозирования, син-
тезируемые достаточно сложными комбинациями ме-
тодов, учитывающих как детерминированные, так и 
стохастические составляющие процессов.

Таким образом, существуют три основные группы 
моделей и методов моделирования ВР:
1) детерминированные (алгебраические);
2) вероятностные (статистические);
3) комбинированные вероятностно-детерминиро-

ванные.
Актуальным представляется проведение синтеза 

классов математических моделей, основанных на со-
вместном использовании идей двух достаточно хорошо 
теоретически обоснованных методов: детерминиро-
ванного метода «Гусеница»-SSA и статистического ме- 
тода Бокса-Дженкинса. Это связано с очевидными пре-
имуществами метода «Гусеница»-SSA, среди которых 
можно выделить следующие: данным методом можно 
разложить ВР на интерпретируемые аддитивные со-
ставляющие, не требуя при этом стационарности ряда 
и знания модели тренда, а также сведений о наличии 
в ряде периодических составляющих и их периодах. 
Модели метода Бокса-Дженкинса включают в себе 
все приведенные выше преимущества статистических 
моделей прогнозирования. Однако данные методы 
имеют и ряд недостатков. Так, например, недостатками 
метода Бокса-Дженкинса можно считать заниженное 
количество оцениваемых параметров, используемых 
в модели, искажение долгосрочной зависимости ВР 
и недостаточное количество публикаций со сравни-
тельным анализом прогнозирования данным методом. 
Среди недостатков же метода «Гусеница»-SSA можно 
выделить использование неоптимального с точки зре-
ния точности воспроизведения некоторых ВР ортого-
нального базиса векторов траекторной матрицы ВР, 
существенно неавтоматическая группировка компо-
нент сингулярного разложения траекторной матрицы 
ряда для получения составляющих исходного ряда, 
отсутствие модели не позволяет проверять гипотезы о 
наличии в ряде той или иной составляющей. Данный 
метод является непараметрическим. Для проверки 
подобных гипотез требуется построение модели, ко-

торое в свою очередь, может быть проведено на основе 
информации, получаемой с помощью метода «Гусени-
ца»-SSA. Этот непараметрический метод позволяет 
получить результаты, часто лишь незначительно ме-
нее точные, чем многие параметрические методы при 
анализе ряда с известной моделью. Совместное же 
использование данных методов приводит к синергии, 
взаимно компенсируя противоположные по природе 
недостатки входящих в него моделей.

В статье приведены модели трендового подхода к 
прогнозированию ВР. Трендовый подход заключается 
в моделировании процесса как отклонения фактиче-
ских значений ВР относительно трендовой составляю-
щей, в роли которой в предлагаемой модели выступает 
линейная рекуррентная формула (ЛРФ) метода «Гусе-
ница»-SSA.

Однако реальные ВР в различных отраслях науки и 
техники являются сложными и обычно порождаются 
двумя или более процессами, которые могут изме-
няться во времени. Каждый из этих процессов может 
быть описан различными моделями. Качественными 
признаками сложности являются нелинейность про-
цесса, неопределённость его математической модели, 
наличие внешних возмущений. В результате перечис-
ленных свойств построенная традиционными мето-
дами математическая модель сложного процесса, как 
единого и неделимого, является практически не реа-
лизуемой и малопригодной для использования в зада-
чах прогноза. Поэтому также в данной статье предла-
гаются модели и методы декомпозиционного подхода 
к прогнозированию, основанные на использовании ме-
тодов «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса. Основной 
целью декомпозиционного подхода к прогнозированю 
является разделение исходного ВР на множество ВР, 
с более простой структурой, рассматриваемых неза-
висимо друг от друга. При этом декомпозиционная 
модель строится следующим образом:

– осуществление декомпозиции, т. е. непосред-
ственно разложение исходного ВР;

– построение отдельных упрощённых, как правило, 
независимых моделей, соответствующих компонентам 
разложения;

– реализация общей декомпозиционной модели 
процесса как объединения построенных упрощённых 
моделей.

В статье производится сравнительный анализ 
предложенных математических моделей и методов 
прогнозирования на ВР потребления электроэнергии 
и природного газа.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

В рассмотренной литературе [3–34] многочислен-
ные исследования направлены на анализ математиче-
ских моделей и методов среднесрочного и долгосроч-
ного прогнозирования ВР в различных областях науки 
и техники. В [2] представлены аддитивные, мульти- 
пликативные и смешанные модели прогнозирования 
электропотребления. В [1] рассмотрены различные 
комбинированные математические модели для про-
гнозирования трендовой, сезонной, недельной, оста-
точной составляющих процессов потребления элек-



45

Математика и кибернетика – прикладные аспекты

троэнергии и предложены декомпозиционный метод 
моделирования (ДММ) и метод окаймляющих функ-
ций. Среди предлагаемых моделей прогнозирования 
отдельных составляющих процесса используются экс-
поненциальное сглаживание, модель Хольта-Винтер-
са, двойного экспоненциального сглаживания, фильтр 
Калмана, ряды Фурье, модели спектрального анализа, 
экспоненциально взвешенного скользящего среднего 
и др. Для оценивания эффективности полученных 
прогнозов модели обычно сравнивались с моделями 
ARIMA [4–7].

ВР потребления целевых продуктов в системах 
энергетики являются существенно нелинейными со 
средне- и долгосрочными зависимостями, поэтому 
аппроксимация таких сложных ВР только моделью 
ARIMA не всегда является удовлетворительной. Было 
доказано, что для повышения точности прогнозиро-
вания нестационарных ВР необходимо эффективно 
извлечь трендовую, гармонические и шумовую со-
ставляющие и далее подставлять их в модели прогно-
зирования. Таким образом, методы декомпозиции ВР 
являются благоприятными для первичной обработки 
данных.

Сингулярный спектральный анализ (SSA) являет-
ся одним из наиболее эффективных методов для ана-
лиза ВР со сложными периодическими компонентами. 
Зарождение SSA обычно ассоциируется с публикаци-
ей работы [8], а также метод SSA независимо разрабо-
тан в России и в нескольких группах в Великобрита-
нии и США. SSA стал широко используемым методом 
анализа периодических и трендовых составляющих 
ВР [9–12]. В последнее время были разработаны новые 
модели для прогнозирования, основанные на SSA. 
В [13] разработана модель на основе сингулярного 
спектрального анализа и стандартной искусственной 
нейронной сети. В [14] создана гибридная модель 
прогнозирования ВР на основе метода опорных век-
торов (SVM) в сочетании с SSA. В [15] предложи-
ли линейную рекуррентную формулу сингулярного 
спектрального анализа (SSA-LRF), и эта модель была 
использована для решения некоторых практических 
задач [16, 17].

В последнее время появилось достаточно большое 
количество работ, посвященых и другим гибридным 
декомпозиционным моделям и методам прогнозирова-
ния. В [18] SVM комбинировалась с вейвлет-анализом. 
В [19] предложен двухэтапный адаптивный подход для 
прогнозирования ВР потребления электроэнергии. В 
этом подходе на первом этапе методом EMD (Empirical 
Mode Decomposition) производится декомпозиция про-
гнозируемого ВР на собственные модальные функции 
и применяется к ним преобразование Гильберта. На 
втором этапе, полученные модальные функции и их 
мгновенные амплитуды подаются на вход прогнозной 
нейронной сети. В [20] разработан комбинированный 
метод прогнозирования тоже основанный на разло-
жении Хуанга и искусственной нейронной сети. В [21] 
был предложен подобный метод, но в качестве метода 
разложения использовалось разложение на независи-
мые компоненты ICA (independent component analysis). 
В [22] комбинируются модели SVR (support vector 
regression) и ARIMA. Достаточно много статей посвя -
щено гибридным моделям, сочетающим нейронные 
сети с моделями ARIMA [23–26]. Гибридные модели 

на основе SVM и ARIMA рассмотрены в [27–29]. В 
[30] EMD комбинируется с моделями ARIMA. В [31] 
ARIMA комбинируется с вейвлетами.

В данной статье разрабатываются гибридные ма-
тематические модели и методы на основе методов 
«Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса. В [32] предло- 
жена комбинированная аддитивная модель прогно-
зирования, в которой к ЛРФ добавлялась модель 
авторегрессии – проинтегрированного скользяще-
го среднего. Исследования комбинирующие метод 
«Гусеница»-SSA с другими моделями можно встре- 
тить и в зарубежной литературе. Так, например, в 
[33] была разработана подобная модель, в которой 
ЛРФ комбинировалась с моделью авторегрессии 
и применялась такая гибридная модель для кра-
ткосрочного прогнозирования нагрузки иранской 
национальной энергосистемы. Другой примером со-
вместного использования метода «Гусеница»-SSA c 
моделями Бокса-Дженкинса можно найти в [3]. Там 
методом «Гусеница-SSA производилось разложение 
исходного ВР, затем производилась группировка ВР 
разложения на интерпретируемые составляющие, 
такие как трендовая, сезонные и шумовые. Далее 
для каждого сгруппированного ВР идентифициро-
валась и оценивалась своя модель ARIMA. Оста -
точная ошибка моделирования корректировалась 
авторегрессионной моделью и находились прогнозы 
синтезированной моделью. Примерно в то же время 
в [34] была предложена подобная модель, однако, в 
отличие от [3], для идентификации и оценивания 
сгруппированных ВР использовались сезонные мо-
дели авторегрессии – проинтегрированного сколь-
зящего среднего (САРПСС, на англ. – SARIMA), а 
также такая гибридная модель была обобщена уже 
для случая прогнозирования ВР, зависящего от не-
скольких экзогенных ВР.

Таким образом, анализ рассмотренной литерату-
ры позволяет сделать вывод, что в настоящее время 
происходит отход от статистической постановки зада-
чи прогнозирования и эффективное прогнозирование 
нестационарных ВР предполагает использование раз-
личных приёмов декомпозиции, синтеза прогнозных 
моделей и отбора их из множества альтернатив.

3. Цели и задачи исследования

Целью проведенных исследований является раз-
работка перспективных по мнению автора декомпо-
зиционных вероятностно-детерминированных мате-
матических моделей и методов их идентификации 
для прогнозирования нестационарных ВР со слож-
ной структурой и проверка эффективности прогно-
зирования разработанными моделями в сравнении с 
прогнозами, получаемыми вероятностными моделями 
SARIMA, обобщёнными для прогнозирования ВР с 
несколькими сезонными составляющими [4]. 

Для этих целей в работе использованы методы 
«Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса и на их осно- 
ве разработаны гибридные математические модели и 
методы прогнозирования нестационарных ВР. Метод 
«Гусеница»-SSA применялся для разложения исход- 
ного ВР на ВР с более простой структурой, а метод 
Бокса-Дженкинса – для построения математической 
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модели данных компонент разложения. Выбор раз-
личных параметров метода «Гусеница»-SSA приводил 
к созданию в сочетании с методом Бокса-Дженкинса 
различных вариантов методов прогнозирования и к 
синтезу на их основе гибридных математических мо-
делей с различными структурами.

4. Математические модели и методы прогнозирования 
нестационарных временных рядов

В данном разделе сначала приведём короткое из-
ложение двух классических методов прогнозирования 
нестационарных ВР: детерминированного метода «Гу-
сеница»-SSA и статистического метода Бокса-Джен -
кинса. Приведенные в них сезонная модель авторе-
грессии – проинтегрированного скользящего среднего 
(САРПСС) метода Бокса-Дженкинса и линейная ре-
куррентная формула (ЛРФ) метода «Гусеница»-SSA 
необходимы далее для описания гибридных моделей 
на их основе.

4. 1. Классические методы прогнозирования  
нестационарных временных рядов

4. 1. 1. Метод «Гусеница»-SSA
Рассмотрим ВР

 ( )= t 1 1 ny y ,y , ,y  длины n. Основ- 
ным параметром метода «Гусеница»-SSA является па- 
раметр L, 1<L<n и называется длиной окна. Базовый 
алгоритм метода «Гусеница»-SSA состоит из следую- 
щих этапов [35].

1. Разложение ВР.
1. 1. Вложение. На начальном этапе исходный ВР ty ,  

=t 1,n  переводится в последовательность K=n–L+1 
многомерных векторов вложения  размерности L:

( )− + −= 

T

i i i 1 i L 1Y y ,y ,y , 1≤i≤K.

Затем из них строится так называемая траекторная 
матрица Y  следующим образом:

=   1 2 KY Y YY   

( )
−

+=

− + −

 
 
 

= =  
 
 
  







    



0 1 2 K 1

1 2 3 K
L,K

2 3 4 K 1ij i,j 1

L 1 L L 1 n 1

y y y y

y y y y

y y y yy

y y y y

Y .

1. 2. Сингулярное разложение. К траекторной ма- 
трице ВР применяется SVD-разложение:

= =

= λ =∑ ∑
L L

T
i i i i

i 1 i 1

U VY Y ,   (1)

где = λ T
i i i iU VY ; iU , и iV , =i 1,L  – левые и правые 

сингулярные вектора, соответствующие упорядочен-
ным по убыванию собственным числам iλ , =i 1,L  
матрицы = TS YY , d=rank Y .

2. Восстановление ВР.
2. 1. Группировка. Всё множество индексов {1, 2, …, L} 

делится на r непересекающихся подмножеств 1I , 2I , …, 

rI . Для каждого набора индексов ( ) ( ) ( ){ }= 

k

k k k
k 1 2 pI i ,i , , i , 

=k 1,r  определяется матрица ( )
=

= ∑
k

kk
j

p

I i
j 1

Y Y . Тогда разло- 
 
жение (1) можно записать следующим образом:

=

= ∑ k

r

I
k 1

Y Y .

Процедура выбора множеств 1I , 2I ,…, rI  и называется 
группировкой собственных троек.

2. 2. Диагональное усреднение. На этом эта-
пе каждая матрица 

kIY , =k 1,r переводится во ВР
 ( ) ( ) ( ) ( )( )= 

k k k k
t 1 2 ng g ,g , ,g , сопоставляя каждой k-ой «диа- 

гонали» матрицы среднее арифметическое значений 
данной «диагонали».

Применив диагональное усреднение к матрицам 

kIY , =k 1,r  получаем ряды ( ) ( ) ( ) ( )( )=   


k k k k
t 1 2 ny y ,y , ,y , =k 1,r.  

Тогда исходный ряд раскладывается в сумму r рядов:

( )

=

≈ = ∑ 

r
i

t t t
i 1

y y y .    (2)

3. Прогноз.
Обозначим = i iw y , =i 1,n. Рекуррентный прогноз на 

l шагов вперед определяется по следующей формуле:

−
=

= = + +∑
L1

i j i j
j 1

w g w ,i n 1,n l,    (3)

где коэффициенты jg , =j 1,L 1 являются элементами 
вектора ( )−ℜ = 

T

L1 l 2 1g ,g , ,g , определяемого по формуле:

r

i i2
i 1

1
U ,

1
∇

=

ℜ = π
− ν ∑

где πi  – последняя компонента вектора iU , =i 1,r; ∇
iU , 

=i 1,r  – вектор, состоящий из первых L – 1 компонент 
вектора iU ; 2 2 2 2

1 2 rν = π + π + + π . Формула (3) называет-
ся линейной рекуррентной формулой (ЛРФ).

Имеется и векторный вариант прогнозирования 
методом «Гусеница»-SSA, который в ряде случае мо- 
жет давать более точные прогнозы в сравнении с ва-
риантом метода рекуррентного прогнозирования [35].

4. 1. 2. Модель авторегрессии – проинтегрирован- 
ного скользящего среднего

В методе Бокса-Дженкинса уделено особое внима-
ние проблеме выбора модели и её оцениванию. В этом 
методе используются идеи, что нестационарные ВР 
можно преобразовать в стационарные путём перехода 
от исходного ВР к его разностям соответствующего 
порядка d=1, 2, …. Преобразованный таким образом ВР 
можно далее описать моделями авторегрессии (АР), 
скользящего среднего (СС) или смешанной АРСС мо-
делью соответствующих порядков.

Сезонная модель АРПСС (САРПСС, на англ. – 
SARIMA) в операторной форме может быть представ- 
лена в следующем виде [4]:

( )
( )

∗

+

∗

+

θ
=

Φ
q

t t

p

B
y a

B
,   (4)

где ty , =t 1,n  исходный или преобразованный 
(нормированный или прологарифмированный) 
центрированный ВР; n – объём выборки; B – опе- 
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ратор сдвига по времени на одну единицу назад, та-
кой что −=i

k k iB x x ; ( )  – обобщенный оператор  
 
авторегрессии порядка + ∗

=

= + ∑
sn

i i
i 1

p p D S , ∗

=

= ∑
Sn

i i
i 1

p p S ;  
 

( ) ( )+ ∗
+ ∗Φ = Φ ∇ ∇ ∇

n1 2 S

1 2 nS

DD D
S S Sp p

B B ; iD , = Si 1,n  – порядок  
 
взятия разности iS ; iS , = Si 1,n  – период i-й периоди- 
ческой компоненты, причем =1S 1; Sn  – количество 
периодических компонент; ∇

iS  и iSB  – упрощающие 
операторы такие, что ( ) −∇ = − = −i

i i

S
S t t t t Sx 1 B x x x .

( )∗
∗Φ
p

B  – обобщенный оператор авторегрессии по- 
 
рядка ∗p  вида ( ) ( )∗

∗

=

Φ = Φ∏
S

i

i

n
Si

pp
i 1

B B ; ( )Φ i

i

Si
p B , = Si 1,n  –  

 
полиномы от iSB  степеней ip  соответственно, опреде-
ляющие составляющие авторегрессии периодических 
компонент с периодами iS  соответственно;

( )∗
∗θ
q

B  – обобщенный оператор скользящего сред- 
 
него порядка ∗

=

= ∑
Sn

i i
i 1

q q S  вида ( ) ( )∗
∗

=

θ = θ∏
S

i

i

n
Si

qq
i 0

B B ;  
 

( )θ i

i

Si
q B , = Si 1,n  – полиномы от iSB  степеней iq  соот-

ветственно, определяющие составляющие скользяще-
го среднего периодических компонент с периодами iS  
соответственно;

ta  – случайный процесс типа белый шум.
Идентификация параметров ip , = Si 1,n  осущест-

вляется путём анализа частной автокорреляционной 
функции (ЧАКФ), а параметров iq , = Si 1,n  – путём 
анализа автокорреляционной функции (АКФ). Па-
раметры Sn , iD , iS  также идентифицируются путём 
анализа АКФ и ЧАКФ процесса. Автоматизировать 
процесс структурной идентификации таких моделей 
можно перебором моделей с различной структурой и 
отбором наилучших по информационному критерию 
Акаике (AIC) и байесовскому информационному кри- 
терию Шварца (BIC).

4. 1. 2. 1. Алгоритм обобщённого метода Бокса- 
Дженкинса

Блок-схема алгоритма, обобщённого на случай 
нескольких сезонных составляющих ВР, метода Бок-
са-Дженкинса (рис. 1) состоит из следующих этапов [4]:
1) начало;
2) ввод обучающей выборки значений исходного ВР

 
ty  в дискретные моменты времени =t 1,n ;

3) идентификация порядков взятия разностей и пре- 
образование ряда. На основании анализа вида 
автокорреляционной функции процесса ty  опре- 
деляем порядок взятия разности 

SnD  с периодом 

SnS 1= . Определяем периоды периодических 
компонент iS  с убывающими амплитудами. 
На основании анализа автокорреляционных 
функций процессов 

= ∇ 1

1

D
t S ty' y ; = ∇ ∇1 2

1 2

D D
t S S ty' y ; −

−
= ∇ ∇ ∇

n 11 2 S

1 2 n 1S

DD D
t S S S ty' y ,

определяем порядки взятия разностей iD , 
= −Si 1,n 1. По известным значениям iD , iS  пре-

образуем исходную выборку ty  в 

ω = ∇ ∇ × ×

n1 2 S

1 2 nS

DD D
t S S S ty ,

4) идентификация параметров модели ip , iq , = Si 1,n .  
Осуществляется по виду автокорреляционной и 
частной автокорреляционной или автоматически 
перебором моделей с различной структурой и 
отбором наилучших по информационному кри-
терию Акаике (AIC) и байесовскому критерию 
Шварца (BIC);

5) грубая оценка параметров модели. Как показали 
экспериментальные исследования сходимости ал-
горитма параметрической оптимизации, для пра-
вильно идентифицированной модели сходимость 
этого алгоритма обеспечивается при задании в 
качестве грубых оценок параметров модели кон-
стант типа ±0.1;

6) точная оценка параметров модели. Осуществля-
ется в соответствии с алгоритмом параметриче-
ской оптимизации. В данной работе использо-
вался метод Левенберга-Марквардта. В качестве 
начального приближения итерационной проце-
дуры вначале используются грубые оценки па-
раметров модели, в дальнейшем – точные оценки 
параметров модели, полученные для предыдущей 
обучающей выборки;

7) проверка адекватности полученной модели. Осу-
ществляется в соответствии с критерием 

( )∑ aa
k 1

Q M r k ,    (5)

где ( )aar k  – корреляционная функция остаточных 
ошибок ta  модели.

Сравнив значение данного критерия с таблич-
ными значениями χ2  при заданном уровне зна-
чимости, приближенно проверяется гипотеза об 
адекватности полученной модели. Если получен-
ная модель неадекватна исходным данным, то 
осуществляется переход к четвертому этапу. Если 
модель адекватна – к следующему этапу;

8) вычисление прогноза ( )tŷ l , =l 1,L  с заданным 
упреждением L. Осуществляется по разностному 
уравнению 

( )
+ ∗

+ ∗
+ − + −

= =

 = θ + Φ − θ    ∑ ∑
p q

t 0 i t l i j t l j
i 1 j 1

ŷ l y a ,

где θ0  – общая константа, позволяющая учесть 
детерминированный тренд. Условные математи-
ческие ожидания величин y и a в моменты времев-
ни t+l–i и +l–j соответственно равны

( )
+ −

+ −

 − >=    ≤

t
t l i

t l i

ŷ l i ,l i;
y

y ,l i,

( )+ −
+ − + − −

>  =   − ≤
t l j

t l j t l j 1

0,l j;
a

ˆy y 1 ,l j,

где ( )−tŷ l i  – прогноз величины ty , вычисленной 
в момент времени t с упреждением ( )−l i ; +Φi ,  

+=i 1,p  и ∗θ j , ∗=j 1,q  – коэффициенты полиномов 
( )+

+Φ
p

B  и ( )∗
∗θ
q

B  соответственно.
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Дисперсия прогноза ( )V l , l 1,L= , а также его веро-
ятностные пределы находим соответственно по урав-
нениям

( )
−

=

= σ ψ∑
l 1

2 2
a j

j 0

V l ,

( ) ( ) ( )+ ε± = ±t l t 2ˆy y l U V l ,

где ε 2U  – квантиль уровня − ε1 2  стандартного нор-
мального распределения. Веса ψ i  определяются по 
формуле

+ ∗
−

=

=
ψ =  Φ ψ − >

∑

j
i

i j i j
i 1

1, j 1;

Q , j 1,

где +Φ =i 0 , +>i p ; ∗ =jQ 0 , 
∗>j q .

9) печать прогноза ( )tŷ l ,  
=l 1,L ;

10) ввод фактического зна-
чения +t iy , =i 1,L ;

11) вычисление остаточ-
ной ошибки. При вво-
де в систему каждого 
нового значения +t iy ,  

=i 1,L  определяется 
остаточная ошибка мо-
дели ( )+ + + −= −t i t i t i 1ˆa y y 1 ;

12) проверка условия: если 
i<L, то осуществляется 
переход к следующе-
му этапу, если нет – к  
15-му этапу;

13) коррекция прогнозов. 
Используя веса ψ t  и 
остаточную ошибку мо- 
дели +t ia  в момент вре- 
мени t+i, производим 
коррекцию прогнозов 

( )tŷ k , = +k i 1,L  в соот- 
ветствии с уравнением 

( ) ( )+ += + + ψt 1 t l t 1ˆ ˆy l y l 1 a ;
14) печать скорректиро-

ванных прогнозов и 
возврат к 10-му этапу;

15) проверка условия про-
должения вычислений. 
Если условие выполня-
ется, то осуществляет-
ся переход к следующе-
му этапу, если нет – к 
17-му;

16) формирование новой 
обучающей выборки и 
нового ряда остаточ-
ных ошибок модели. 
Осуществляется путем 
отбрасывания L пер- 
вых и прибавления L 
новых реализаций про-
цесса и фактических 
ошибок прогнозов с 

упреждением в единицу. Здесь же выполняем 
необходимые преобразования новой обучающей 
выборки +t iy  в

+ +ω = ∇ ∇ ∇

n1 2 S

1 2 nS

DD D
t i S S S t iy ;

17) проверка адекватности модели.
Для ряда остаточных ошибок модели, соответ-

ствующих новой обучающей выборке, вычисляем 
значение критерия (5) и проверяем адекватность 
модели. Если модель адекватна, переходим к 8-му 
этапу. В противном случае, предполагая, что струк-
тура модели не изменилась, а изменились только 
значения параметров модели, переходим к 6-му эта-
пу. Если новые данные привели к изменению стоха-
стической структуры модели, это будет обнаружено 
на 7-м этапе (рис. 1).

Рис. 1. Блок-схема алгоритма обобщённого метода Бокса-Дженкинса  
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Этот алгоритм обеспечил высокую точность про-
гнозов процессов потребления целевых продуктов в 
системах энергетики такими потребителями, для ко-
торых превалирующее влияние оказывают хронологи-
ческие факторы [4].

4. 2. Гибридные математические модели и методы 
прогнозирования нестационарных временных рядов на 
основе методов «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса

В данном разделе рассмотрены трендовый и деком-
позиционный подходы к прогнозированию ВР. Для 
каждого из подходов предложены соответствующие 
математические модели и методы их построения, ос-
нованные на совместном использовании двух мето-
дов: детерминированного метода «Гусеница»-SSA и 
статистического метода Бокса-Дженкинса.

4. 2. 1. Трендовый подход к прогнозированию нес- 
тационарных временных рядов

В общем случае ВР
 ty  (t=1, 2,…, n) может быть 

разложен на трендовую составляющую T
ty  (включая 

её разновидности – сезонную или гармоническую) и 
случайную составляющую εt:

T
t t ty y= + ε .

Очевидно, необходимо прогнозировать как трендо-
вую, так и случайную составляющие.

Трендовый подход состоит в моделировании ВР как 
отклонения фактических значений ВР относительно 
его трендовой составляющей. Для прогнозирования 
трендовой составляющей наиболее широкое распро-
странение получили следующие методы: метод наи-
меньших квадратов (МНК), взвешенный МНК, ап-
проксимация полиномами, метод гармонических весов, 
метод экспоненциального сглаживания, адаптивного 
сглаживания, метод построения сплайн-функций, ком-
пенсация трендовой составляющей на основе вычис-
лений разностей n-го порядка, методы скользящего 
среднего, методы оптимальной фильтрации, методы 
моделирования конечными рядами Фурье, спектраль-
ные методы, методы декомпозиции по ортогональным 
векторам или функциям, методы имитационного мо-
делирования, методы нейро-сетевого и нечёткого моде-
лирования, методы вариационного исчисления, метод 
группового учёта аргументов, метод «Гусеница»-SSA 
[1, 2] и др. Для прогнозирования же случайной состав- 
ляющей используются методы вероятностного модели-
рования, регрессионные статистические модели, метод 
Цепей Маркова, модели экспоненциального сглажива-
ния Брауна, взвешенного среднего, Хольта-Уинтерса, 
обобщённый фильтр Винера (метод прогнозирования 
Заде-Рагаззини), спектральные статистические модели 
(канонические разложения, разложение Карунена-Лоэ-
ва, модели компонентного и факторного анализов), про-
гнозирующий фильтр Калмана-Бьюси, модели кластер-
ного анализа и теории распознавания образов [1, 2] и др.

4. 2. 1. 1. Гибридные математические модели трен-
дового подхода к прогнозированию нестационарных 
временных рядов на основе методов «Гусеница»-SSA 
и Бокса-Дженкинса 

В настоящее время всё большее распространение 
начинают получать математические модели прогнози-

рования, являющиеся комбинацией статистических и 
детерминированных моделей. 

Вернёмся к подпункту 1 этапа восстановления ВР 
метода «Гусеница»-SSA возьмём параметр r=1, т. е. 
из множества индексов {1, 2,…, L} отберём некоторые 
или все индексы в подмножество ⊆ТI {1, 2,…, L}. Тогда 
на этапе диагонального усреднения метода «Гусени-
ца»-SSA исходному ВР будет поставлен в соответствие 
некоторый отфильтрованный (сглаженный) ряд  T

ty .  
Т. е., согласно (2), имеем ≈  T

t ty y . Вычислим остаточ-
ный ВР

 


a
ty  как = − 

a T
t t ty y y . Таким образом, исходный 

ВР будет разложен на следующую сумму:

= + 

T a
t t ty y y .

Данное разложение нужно стараться производить 
так, чтобы ВР

 


T
ty соответствовал тренд-сезонной со-

ставляющей исходного ВР, а остаточный ВР
 


a
ty  – шу-

мовой. Это производится путём анализа собственных 
значений и собственных векторов траекторной ма-
трицы [35]. При этом могут возникнуть трудности со 
слабой разделимостью некоторых ВР [35].

Вспомним про обозначение =  T
t tw y , =t 1,n  и, для 

удобства записи, введём обозначение: =  a
t ta y .

В основе предлагаемой математической модели 
трендового подхода к прогнозированию ВР, основан- 
ного на совместном использовании методов «Гусени- 
ца»-SSA и Бокса-Дженкинса, лежит идея добавления 
к ЛРФ, вычисляемой методом «Гусеница»-SSA, моде -
ли АРПСС, определяемой методом Бокса-Дженкинса, 
построенной для остаточных ошибках ta  модели, оп- 
ределяемых путём вычитания из исходного ВР значе- 
 
ний tw . Введём обозначение ( )

=

= ∑
L1

i
i

i 1

g B g B , где ( )g B  –  
 
полином от введенного выше оператора задержки B, 
коэффициенты ig , = −i 1,L 1  которого равны коэффи- 
 
циентам ЛРФ 

−

−
=

= ∑
L 1

t i t i
i 1

w g w  метода «Гусеница»-SSA.

Если тренд-сезонную компоненту и остаточные 
ошибки прогнозировать отдельно, тогда описанная 
выше модель будет иметь вид (6), иначе – вид (7):

ε = − =t t ty w ,t 1,n;

( )
( )

q
t t

p

B
a ;

B

θ
ε =

∇φ

( )=t tw g B w ;

( ) ( ) ( )= + εt t tˆˆ ˆy l w l l ,  (6)

где ( ) ( )φ = − φ − φ − − φ

2 p
p 1 2 pB 1 B B B  – оператор авторе-

грессии порядка p; ( ) ( )2 q
q 1 2 qB 1 B B Bθ = − θ − θ − − θ  – 

оператор скользящего среднего порядка q; ( )tŷ l , ( )tŵ l  
и ( )εtˆ l  – прогнозы ВР ty , tw  и εt  соответственно в 
момент времени t+l. Прогнозы ( )tŵ l  и ( )εtˆ l  вычис-
ляются путём перехода от операторных уравнений 
 ( )

( )
q

t t
p

B
a

B

θ
ε =

∇φ
 и ( )=t tw g B w  к разностным:
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( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

t 0 1 t l 1

2 1 t l 2 3 2

t l 3 p p 1 t l p

q

p i t l it l p 1
i 1

ˆ l 1

a ,

+ −

+ −

+ − − + −

+ −+ − +
=

ε = θ + φ + ε +  
+ φ − φ ε + φ − φ ×  

 × ε + + φ − φ ε +    

 +φ ε − θ     ∑



где

( )
+ −

+ −

 − >ε = 
≤

t
t l i

t l i

ŷ l i ,l i,

y ,l i,

( )+ −
+ − + − −

>=  − ≤
t l j

t l j t l j 1

0,l j,
a

ˆy y 1 ,l j,

и

( )
−

+ −
=

=   ∑
L 1

t i t l i
i 1

ŵ l g w ,

где

( )
+ −

+ −

 − >=    ≤

t
t l i

t l i

ŵ l i ,l i,
w

w ,l i.

Запишем более общую модель:

( ) ( )
( )

q
t t t

p

B
y g B w a

B

θ
= +

∇φ
,   (7)

где параметр L – длина окна метода «Гусеница»-SSA; 
( )φp B  – оператор авторегрессии порядка p; ( )q Bθ  – 

оператор скользящего среднего порядка q; ta  – слу-
чайный процесс типа белый шум.

Оператор ( )g B  может применяться непосредствен-
но к процессу ty , тогда коэффициенты полиномов 

( )q Bθ  и ( )φp B  и ВР
 ta  изменятся, а модель запишется 

следующим образом:

( ) ( )
( )

θ′
= +

∇φ′
q'

t t t
p'

B
y g B y a'

B
. (8)

Если теперь ввести обозначение ( ) ( )= −g' B 1 g B , то 
модель (8) примет вид:

( ) ( )
( )

θ′
=′

∇φ′
q'

t t
p'

B
g B y a'

B
.  (9)

Поясним наличие в формулах (7)–(9) оператора 
∇ . После применения метода «Гусеница»-SSA оста- 
точный ВР либо сразу становится стационарным, 
либо – после однократного применения оператора ∇ .  
Многократное же применение оператора ∇  может 
привести к появлению кратных корней характери-
стического полинома ( )g' B =0 модели, лежащих на 
границе устойчивости. Метод «Гусеница»-SSA в такой 
модели может применяться для выявления скрытых 
периодичностей во ВР.

Обобщим модели (7)–(9) добавляя к ЛРФ модель 
САРПСС, определяемую обобщённым методом Бок-
са-Дженкинса как в разделе 4. 1. 2. 1:

( ) ( )
( )

q
t t t

p

B
y g B w a

B

∗

+

∗

+

θ
= +

Φ
,   (10)

( ) ( )
( )

q'
t t t

p'

' B
y g B y a'

' B

∗

+

∗

+

θ
= +

Φ
,   (11)

( ) ( )
( )

q'
t t

p'

' B
g B y a'

' B

∗

+

∗

+

θ
=′

Φ
.    (12)

Назовём модель (10) моделью ЛРФ-SSA + SARIMA.
Метод «Гусеница»-SSA описывает достаточно ши- 

рокий класс ВР, представляющих собой сумму произ-
ведений полиномов, экспонент и гармоник, подклассом 

которых являются ВР вида ( )k n
n k k k

k

w e cos 2 nα= β πω + φ∑ .  
 
Поэтому выделенная из исследуемого процесса мето-
дом «Гусеница»-SSA детерминированная составляю- 
щая tw  исходного ВР достаточно хорошо описывается 
моделями САРПСС. Следовательно, целесообразно 
рассмотреть следующую модель:

( )
( )

θ
=

∇φ
w

w

w
q w

t tw
p

B
w a ;

B

ε = −t t ty w ;

( )
( )

θ
ε =

∇φ
q

t t
p

B
a ;

B

( ) ( ) ( )= + εt t tˆˆ ˆy l w l l .

или модель

( )
( )

( )
( )

θ θ
= +

∇φ ∇φ
w

w

w
q qw

t t tw
pp

B B
y a a

B B
,

где w
ta , ta  – случайные процессы типа белый шум 

(остаточные ошибки моделей). Или в обобщённом виде 
эти модели запишутся следующим образом:

( )
( )

w

w

w
q w

t tw
p

B
w a

B

∗

+

∗

+

θ
=

Φ
,

ε = −t t ty w ,

( )
( )

q
t t

p

B
a

B

∗

+

∗

+

θ
ε =

Φ
,

( ) ( ) ( )= + εt t tˆˆ ˆy l w l l    (13)
и

( )
( )

( )
( )

w

w

w
q qw

t t tw
p p

B B
y a a

B B

∗ ∗

+ +

∗ ∗

+ +

θ θ
= +

Φ Φ
. (14)

Дадим модели (14) обозначение Тренд-SSA-
SARIMA и поясним. В этой модели, в отличие от (10), 
тренд-сезонная составляющая описывается не ЛРФ, а 
моделью SARIMA.
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4. 2. 1. 2 Метод на основе совместного использо-
вания методов «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса 
трендового подхода к прогнозированию нестационар-
ных временных рядов

Ниже приведен алгоритм метода на основе со -
вместного использования методов «Гусеница»-SSA 
и Бокса-Дженкинса трендового подхода к прогно-
зированию нестационарных ВР, а также его схема 
(рис. 2).

1. Применяя этапы 1 и 2 метода «Гусеница»-SSA 
к исходному ВР, определяется ВР

 
= t tw y , интерпре-

тируемый как тренд-сезонная составляющая исход-
ного ВР.

2. Для tw  определяется ЛРФ, управляющая дан-
ным рядом, если используем модели (10)–(12) или 
производится структурная и параметрическая иден-
тификация модели САРПСС (используя алгоритм раз- 
 
дела 4. 1. 2. 1.) для ВР tw : 

( )
( )

w

w

w
q w

t tw
p

B
w a

B

∗

+

∗

+

θ
=

Φ
, если же исполь- 

 
зуется модель (13) или (14).

3. Вычисляется остаточный ВР
 

εt  следующим об-
разом:

ε = −t t ty w , если используется модель (10);
( )ε = −t t ty g B y  для моделей (11), (12);

ε = −t t ty w , если же используется модель (13) или 
(14).

4. Строится САРПСС модель остаточного ВР
 

εt :  
 ( )

( )
q

t t

p

B
a

B

∗

+

∗
ε

+

θ
ε =

Φ
 (используя алгоритм раздела 4. 1. 2. 1).

5. Для tw  и εt  вычисляются прогнозы ( )tŵ l  и ( )εtˆ l  
с заданным упреждением l для модели (13), используя 
соответствующие модели САРПСС.

6. Синтезируется общий прогноз ( ) ( ) ( )= + εt t tˆˆ ˆy l w l l  
как сумма частных прогнозов для модели (13). Или 
вычисляется прогноз по модели (14), предварительно 
перейдя от операторного к разностному уравнению.

4. 2. 2 Декомпозиционный подход к прогнозирова-
нию нестационарных временных рядов

Под термином «декомпозиция» при моделирова-
нии сложных ВР понимают разложение исходного ВР

 
ty  на более простые i

ty , =i 1,N , но при этом совокуп-
ность этих более простых процессов эквивалентна 
исходному процессу:

=

= ∑
N

i
t t

i 1

y y .

Рассмотрим декомпозиционный подход в контек-
сте концепции стандартизованного моделирования 
ВР, которая заключается в моделировании ВР ty  как 
совокупности детерминированного тренда T

ty , раз-
личных колебательных составляющих iS

ty , = Si 1,n , 
модулированных по амплитуде и частоте и остаточной 
составляющей tе :

S

i

n
ST

t t t t
i 1

y y y
=

= + + ε∑ .

Декомпозиционный подход, как правило, исполь-
зуют при моделировании сложных ВР, когда исполь-
зование традиционных подходов резко затруднено. В 
настоящее время эффективное моделирование про-
цессов подразумевает использование различных при-
ёмов декомпозиции модели, что позволяет повысить 
точность и адекватность моделирования в случае не-
линейных нестационарных процессов, упростить и 
повысить устойчивость процесса идентификации [1].

На практике наблюдаемые ВР являются агрегиро-
ванным представлением нескольких процессов, что 
ограничивает эффективность использования клас-
сических статистических моделей и методов для их 
анализа и прогнозирования. В большинстве случаев 
ВР, зависимые от этих порождающие процессов, могут 
быть разделены с применением гребенки фильтров, 
методов спектрального анализа, восстанавливающих 
определенную детерминированную часть ВР. 

Синтез модели 
ЛРФ-SSA+SARIMA

Вычисление модели 
SARIMA для остаточной 

составляющей в. р.

Проверка 
адекватности 

синтезированной 
модели

Вычисление прогноза 
синтезированной 

моделью

Определение ЛРФ для 
моделей (10)–(12) или 
SARIMA для моделей 

(13)–(14)

Вычисление остаточной 
состовляющей исходного в. р.

Выделение методом SSA 
тренд-сезонной составляющей 

исходного в. р.

Исходный временной ряд

Рис. 2. Схема трендового подхода к прогнозированию нестационарных временных рядов на основе совместного 
использования методов «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса
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Затем отфильтрованный ВР может быть спрогно-
зирован моделью, агрегированной при помощи специ-
альных процедур отбора.

Таким образом, сложность процессов ассоциирует-
ся со следующим:

– значительное влияние внешних факторов;
– нелинейность, нестационарность или априорная 

неопределённость динамического поведения процесса.

4. 2. 2. 1 Гибридные математические модели де- 
композиционного подхода к прогнозированию вре- 
менных рядов на основе методов «Гусеница»-SSA и 
Бокса-Дженкинса

Для построения адекватных моделей нелинейных 
и нестационарных ВР необходимо иметь возможность 
формировать адаптивный базис, функционально за-
висящий от содержания ВР. Такой подход и реали-
зуется в предлагаемом декомпозиционном подходе к 
прогнозированию на основе методов «Гусеница»-SSA 
и Бокса-Дженкинса.

Метод «Гусеница»-SSA используется для поиска 
скрытых взаимосвязей внутри ВР, являющегося смесью 
нескольких ВР, не имея никаких априорных знаний 
о механизме их смешивания. Для этого исходный ВР 
разлагается на несколько ВР с более простой структу-
рой, применением к нему метода «Гусеница»-SSA. Далее 
каждый из ВР разложения прогнозируется методом Бок-
са-Дженкинса. Затем вычисляются прогнозы исходного 
ВР путем агрегирования прогнозов ВР разложения.

В подпункте 1 этапа восстановления ВР метода «Гу-
сеница»-SSA возьмём параметр r=L, т. е. всё множество 
индексов {1, 2,…, L} разделим на L подмножеств по од- 
ному элементу в каждом следующим образом { }=iI i ,  

=i 1,L . Тогда на этапе диагонального усреднения ме-
тода «Гусеница»-SSA исходный ВР будет разложен на 
следующую сумму:

( )

=

= ∑ 

L
i

t t
i 1

y y .

Далее декомпозиционный подход к прогнозиро-
ванию нестационарных ВР на основе совместного ис-
пользования методов «Гусеница»-SSA и Бокса-Джен- 
кинса предполагает идентифицировать и строить мо-
дели САРПСС каждого ряда разложения ( )



i
ty , =i 1,L .

Таким образом, гибридная модель декомпозицион-
ного подхода к прогнозированию ВР на основе методов 
«Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса можно записать в 
следующем виде:
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Теперь рассмотрим данную модель в контексте 
концепции стандартизованного моделирования неста-
ционарных ВР. В подпункте 1 этап восстановления ВР 
метода «Гусеница»-SSA оставим без изменения как это 
описано в разделе 3. 1. 1. Т. е. Всё множество индексов 
{1, 2,…, L} делится на r непересекающихся подмножеств 

1I , 2I ,…, rI . Тогда на этапе диагонального усреднения 
метода «Гусеница»-SSA исходный ВР будет разложен 
на следующую сумму:
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если в непересекающиеся подмножества 1I , 2I ,…, rI  
вошли все элементы из множества {1, 2,…, L}. Или

( )

=

≈ ∑ 

r
i

t t
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y y  –    (18)

в противном случае. Причём ВР
 

( )


i
ty , =i 1,r  могут ин-

терпретироваться как трендовые, квазипериодические 
или шумовые составляющие исходного ВР.

Тогда гибридная модель прогнозирования неста-
ционарных ВР, основанная на концепции стандартизо-
ванного моделирования и на методах «Гусеница»-SSA 
и Бокса-Дженкинса для случая (17) примет вид
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А для случая (18) –

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

i

iy i

i

iy

y

i q y
t ty

p

B
y a , i 1,r,

B

∗

+

∗

+

θ
= =

Φ


( )

=

= ∑ 

r
i

t t
i 1

y y ;,

ε = − t t ty y ;,

( )
( )

q
t t

p

B
a ;

B

∗

+

∗

+

θ
ε =

Φ
,

( ) ( ) ( ) ( )
=

= + ε∑ 

r
i

t t t
i 1

ˆŷ l y l l .   (21)

Или

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

i

iy i

i

iy

y
r

q qy
t t ty

i 1 p
p

B B
y a a .

BB

∗ ∗

+
+

∗ ∗

++
=

θ θ
= +

ΦΦ
∑  (22)



53

Математика и кибернетика – прикладные аспекты

Дадим модели (16) обозначение SSA(L)-SARIMA, 
модели (20) – SSA-SARIMA, а модели (22) – SSA-
SARIMA + SARIMA.

Рассмотрим модели (14), (16), (20), (22) и сделаем 
следующие выводы. Модели Бокса-Дженкинса осно-
вываются на гипотезе, что изучаемый процесс явля-
ется выходом линейного фильтра, на вход которого 
подан процесс белого шума, т. е. что член ряда ty  
является взвешенной суммой текущего и предыдущих 
значений входного потока:

( )− −= θ + + θ + θ + = θ + θt 0 t 1 t 1 2 t 2 0 ty a a a B a .

Если же мы рассмотрим модели (14), (16), (20), (22), 
то изучаемый процесс в таком случае будет являться 
уже выходом гребёнки линейных фильтров, на входы 
которой поданы процессы белого шума.

4. 2. 2. 2 Метод на основе совместного использо- 
вания методов «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса  
декомпозиционного подхода к прогнозированию  
нестационарных временных рядов

Приведём алгоритм и схему (рис. 3) метода на 
основе совместного использования методов «Гусени-
ца»-SSA и Бокса-Дженкинса декомпозиционного под- 
хода к прогнозированию нестационарных ВР:

1. Применяя этапы 1 и 2 метода «Гусеница»-SSA к 
исходному ВР определяются ВР

( )


i
ty , =i 1,L  если используем модель (15) или (16);
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i
ty , =i 1,r , если используем модель (19) или (20);
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ty , =i 1,r , ( )
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r
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t t t
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y y , если используется модель  
 
(21) или (22)
с более простой структурой и интерпретируемые как 
тренды, квазипериодические и шумовые составляю-
щие.

2. Для каждого ВР
( )


i
ty , =i 1,L , если используем модель (15) или (16);
( )


i
ty , =i 1,r , если используем модель (19) или (20);
( )


i
ty , =i 1,r , εt , если используется модель (21) или (22)

производится структурная и параметрическая иден-
тификация моделей САРПСС (используя алгоритм 
раздела 4. 1. 2. 1)
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(21) или (22),
используя алгоритм, приведенный в пункте 4. 1. 2. 1.

3. Вычисляются прогнозы с заданным упрежде-
нием l 

( ) ( )

i
tŷ l , =i 1,L , для модели (15);
( ) ( )

i
tŷ l , =i 1,r , для модели (19) или прогнозы по мо-

дели (20);
( ) ( )

i
tŷ l , =i 1,r , ( )ˆ  для модели (21) или прогнозы 

по модели (22).
4. Синтезируется общий прогноз как сумма част-

ных прогнозов
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L
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t t
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ˆŷ l y l , для модели (15) или вычисляется  
 
прогноз по модели (16), предварительно приведя её к 
разностному выражению;
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ˆŷ l y l , для модели (19) или вычисляется  
 
прогнозы по модели (20), предварительно приведя её к 
разностному выражению;
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r
i

t t t
i 1

ˆ ˆŷ l y l l , для модели (21) или вычисля- 
 
ется прогнозы по модели (22), предварительно приве-
дя её к разностному выражению.

 

Рис. 3. Схема декомпозиционного подхода к прогнозированию нестационарных временных рядов на основе 
совместного использования методов «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса
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5. Результаты исследований

Исследование предлагаемых гибридных моделей 
на основе методов «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса 
осуществим сопоставляя их результаты прогнозов с 
результатами прогнозов, получаемых классическими 
вероятностными моделями SARIMA, обобщёнными на 
случай нескольких сезонных компонент. Реализация 
рассмотренных моделей производилась в математиче-
ском пакете MATLAB R2014a.

Тестирование будем проводить на трёх ВР потре-
бления целевых продуктов в системах энергетики. 
Сначала возьмём ВР часовых данных потребления 
электроэнергии за трое суток (рис. 4).

Модели будем идентифицировать на выборке объ-
ёма 50 значений и производить одношаговый прогноз 
на 1 час вперёд, а далее повторять процедуру скольже-
нием окна вплоть до конца ВР.

На рис. 5 и рис. 6 приведены графики автокорре-
ляционной и частной автокорреляционной функций 

соответственно после следующего преобразования 
исходного ВР = ∇1

t 1 ty' y . Анализ данных графиков 
совместно с отбором моделей SARIMA по критериям 
AIC и BIC определили следующую структуру модели:  
 

× 24SARIMA(1,1,1) (0,0,1) : 
( )( )

( )
+ +

=
∇ −

24

t t
1

1 0.093B 1 0.083B
y a

1 0.476B
.

Определимся с выбором параметра длины окна метода 
«Гусеница»-SSA. Для базового алгоритма метода «Гусе- 
ница»-SSA чем больше длина окна, тем более деталье-
ным получается разложение исходного ВР. Однако, не 
имеет смысла брать длину окна, большую чем половина 
длины ряда, т. к. сингулярные разложения траекторной 
матрицы, соответствующие выбору длины окна L и N−L+1 
эквивалентны. Таким образом, наиболее детальное раз-
ложение достигается при L≈n/2 за исключением рядов 
конечного ранга. Маленькая длина окна может привести 
к смешиванию интерпретируемых компонент ряда [35]. 
Чтобы достичь лучшей разделимости аддитивных состав-
ляющих ВР, нужно выбирать большую длину окна.

 
Рис. 4. Временной ряд часовых данных потребления электроэнергии за трое суток (в МВт)

 

Рис. 5. Автокорреляционная функция временного ряда потребления электроэнергии (n=50; k=48)

 

Рис. 6. Частная автокорреляционная функция временного ряда потребления электроэнергии (n=50; k=48)
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Таким образом, выберем длину окна метода «Гусе-
ница»-SSA L=24 и рассмотрим собственные значения 
траекторной матрицы (рис. 7).

Рассмотрим также графики рядов разложения 
(рис. 8). Анализ собственных значений траекторной 
матрицы, рядов разложения или факторных векторов 
помогает на этапе группировки так выбрать подмно-
жества 1I , 2I ,…, rI , чтобы компоненты разложения 
были интерпретированы как трендовая, сезонная или 
шумовая составляющая исходного ВР.

Сравнительный анализ эффективности про-
гнозирования рассмотренными моделями бу-
дем осуществлять при помощи наиболее широ-
ко используемой статистики RMSE (Root Mean 
Squared Error):

( )
=

= −∑
ln

2

t t
t 1l

1
ˆRMSE y y

n
,

где ln  – количество вычисленных прогнозов, 

ty  – фактические значения ВР, tŷ  – прогнозные 
значения ВР.

Тестирование будет проводиться следующим 
образом. Длина окна метода «Гусеница»-SSA 
будет фиксированной, но модели одного класса 
будут отличаться количеством первых компо-
нент разложения, используемых в них. Поэтому 
на приведенных ниже столбчатых диаграммах 
на оси абсцисс будем откладывать количество 
первых компонент разложения, используемых 
в конкретной модели, а на оси ординат – ошиб-
ку прогнозирования, выраженную в статистике 
RMSE.

Анализ диаграмм (рис. 9–11, 18, 19, 25–27) 
позволяет сделать вывод, что увеличение ко-
личества используемых в моделях компонент 
разложения постепенно снижает ошибку про-
гнозирования, а затем, начиная с некоторого ко-
личества используемых компонент разложения, 
эта ошибка начинает постепенно возрастать.

Анализ диаграмм (рис. 9, 18, 25) говорит о сни-
жении ошибки прогнозирования при добавлении 
к ЛРФ метода «Гусеница»-SSA модели SARIMA, 
построенной на остаточных ошибках модели, опре-
деляемых путём вычитания из значений исходного 
ВР соответствующих значений, получаемых при 
помощи ЛРФ.

На следующих двух столбчатых диаграммах  
(рис. 10, 11) представлены зависимости ошибок про-
гнозирования моделей ЛРФ-SSA + SARIMA, Тренд-

SSA-SARIMA и моделей ЛРФ-
SSA + SARIMA и SSA-SARIMA 
соответственно.

Рассмотрение приведенных 
выше результатов позволяет 
сделать вывод, что анализ соб-
ственных значений траекторной 
матрицы и ВР разложения ис-
ходного ВР не позволяет точно 
определиться с количеством от-
бираемых в декомпозиционную 
модель ВР разложения, чтобы 
такая модель имела наименьшую 
ошибку прогнозирования, а по-
зволяет только определиться с 
группировкой ВР разложения 
для модели SSA-SARIMA. Поэ- 
тому для следующих тестовых 
примеров не имеет смысла при-
водить собственные значения 
траекторной матрицы и серии 
разложения.

Рис. 7. Собственные значения траекторной матрицы временного ряда  
потребления электроэнергии

 

Рис. 8. Графики временных рядов разложения методом 
«Гусеница»-SSA временного ряда потребления электроэнергии
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Рис. 9. Диаграммы зависимости ошибки прогнозирования 
RMSE моделей ЛРФ-SSA и ЛРФ-SSA + SARIMA от  
количества используемых в них первых компонент  

разложения метода «Гусеница»-SSA

Рис. 10. Диаграммы зависимости ошибки  
прогнозирования RMSE моделей ЛРФ-SSA + SARIMA и 
Тренд-SSA-SARIMA от количества используемых в них 
первых компонент разложения метода «Гусеница»-SSA

Рис. 11. Диаграммы зависимости ошибки  
прогнозирования RMSE моделей ЛРФ-SSA + SARIMA и 
SSA-SARIMA от количества используемых в них первых 

компонент разложения метода «Гусеница»-SSA

Под структурной идентификацией приведенных 
декомпозиционных моделей будем подразумевать 
перебор различных вариантов разложения и выбор 
наилучшей по точности прогнозирования модели из 
множества альтернатив. Поэтому приоритетной зада-
чей является разработка показателей, позволяющих 
автоматизировать и ускорить процесс определения 

структуры наилучшей по точности прогнозирования 
декомпозиционной модели из определённого класса 
без перебора множества вариантов.

На следующей диаграмме (рис. 12) изображены 
ошибки прогнозирования RMSE для наилучших 
моделей из рассмотренных классов моделей. Наи- 
меньшую ошибку прогнозирования показала модель  
SSA-SARIMA.

Рис. 12. Диаграмма минимальных ошибок прогнозироваг-
ния RMSE для рассмотренных классов моделей

Как видно из диаграммы рис. 11 наилучшая по эф-
фективности прогнозирования модель SSA-SARIMA 
включила в себя первые 15 компонент разложения ме-
тодом «Гусеница»-SSA исходного ВР. При этом следует 
отметить, что группировка компонент разложения 
производилась как показано на следующих графиках 
(рис. 13).

Рис. 13. Группировка компонент разложения для  
наилучшей по эффективности модели SSA-SARIMA

Приведём прогноз наилучшей из класса  
SSA-SARIMA модели (рис. 14).

Рассмотрим более длинный ВР часовых значений 
потребления электроэнергии объёма 1008 значений, 
что соответствует 6 неделям (рис. 15). Обучение мо-
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делей будет производиться на выборке данных за  
5 недель (840 значений), а тестирование – на данных 
последней недели. Прогноз тоже будет выполняться 
одношаговый и производится дальнейшее скольжение 
окна до последнего значения ВР.

На рис. 16 и рис. 17 приведены графики автокорре-
ляционной и частной автокорреляционной функций 
соответственно после следующего преобразования 
исходного ВР

 
= ∇ ∇1 1

t 1 24 ty' y . Анализ данных графиков 
совместно с отбором моделей SARIMA по критериям 
AIC и BIC определили следующую структуру модели: 

× × ×24 120 168SARIMA(7,1,2) (3,1,1) (1,0,1) (0,0,1) : 

Выберем длину окна метода «Гусеница»-SSA  
L=396. В модели будем отбирать от 1 до 24 первых 
компонент разложения.

Приведенна я ниже столбча-
тая диаграмма (рис. 18), говорит 
о существенном снижении ошибки 
прогнозирования при добавлении 
к ЛРФ модели SARIMA, как это 
было описано для модели ЛРФ-
SSA+SARIMA.

Из следующих диаграмм (рис. 19, 20) видно, что 
для данного тестового примера наиболее эффектив-
ный прогноз показала модель ЛРФ-SSA + SARIMA.

Приведём прогноз моделью с наименьшей ошибкой 
RMSE (рис. 21).

Рассмотрим теперь тестовый пример прогнозирова-
ния ВР потребления природного газа. График данного 
ВР среднесуточного объёма газопотребления представ-
лен на рис. 22 (объём 758 значений). Обучение моделей 
будем проводить на данных за два года (объём 730 зна-
чений). Тестирование на данных за 4 недели. Прогноз 
будет производиться одношаговый, также как и для 

предыдущих двух примеров.
На рис. 23, 24 приведены графи-

ки автокорреляционной и частной 
автокорреляционной функций 
соответственно после следую-
щего преобразования исходного  
ВР

 
= ∇1

t 1 ty' y . Анализ данных гра-
фиков совместно с отбором моде -
лей SARIMA по критериям AIC и 

BIC определили следующую структуру модели: 

× × × ×21 35 56 70SARIMA(7,1,1) (1,0,1) (1,0,0) (1,0,0) (1,0,0) .

 

Рис. 14. График временного ряда потребления электроэнергии и прогнозы, 
полученные моделью с наименьшей ошибкой RMSE

 

Рис. 15. График временного ряда часовых значений потребления электроэнергии за 6 недель (в МВт)
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Ниже приведена столбчатая диаграмма (рис. 25), 
которая говорит о снижении ошибки прогнозирования 

при добавлении к ЛРФ модели SARIMA, как это было 
и для двух предыдущих тестов.

Для случаев прогнозирования ВР со сложными сто-
хастическими трендами модели Тренд-SSA-SARIMA 
дают более эффективный прогноз в сравнении с моде-
лями ЛРФ-SSA + SARIMA (рис. 26).

Кроме того, более простая модель Тренд- 
SSA-SARIMA может давать более эффективный прогноз 
в сравнении с моделью SSA-SARIMA (рис. 27, 28).

Для ВР потребления природного газа, который 
имеет полиномиальный, полигармонический и стоха-
стический тренд со сложной корреляционной струк-
турой наилучший результат выдала модель из класса 
Тренд-SSA-SARIMA (рис. 28).

Ниже приведём прогнозы наилучшей из класса 
Тренд-SSA-SARIMA модели (рис. 29).

Таким образом, для ВР различного объёма и струк- 
туры, наиболее эффективный прогноз дают модели из 
различных классов.

В дальнейшем целесообразно обобщит гибридные 
математические модели и методы, основанные на ме-
тодах «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса для про- 
гнозирования взаимосвязанных нестационарных ВР.

 

Рис. 16. Автокорреляционная функция временного ряда потребления электроэнергии (n=840; k=200)

 
Рис. 17. Частная автокорреляционная функция временного ряда потребления электроэнергии (n=840; k=200)

Рис. 18. Диаграммы зависимости ошибки  
прогнозирования RMSE моделей ЛРФ-SSA и  

ЛРФ-SSA+ SARIMA от количества используемых в них 
первых компонент разложения метода «Гусеница»-SSA

 

 

Рис. 19. Диаграммы зависимости ошибки  
прогнозирования RMSE моделей ЛРФ-SSA+SARIMA и 

SSA-SARIMA от количества используемых в них первых 
компонент разложения метода «Гусеница»-SSA

Рис. 20. Диаграмма минимальных ошибок прогнозирования 
RMSE для рассмотренных классов моделей
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Рис. 22. Временной ряд суточных данных потребления природного газа объёмом 758 значений (в 
3Мм

сут )

Рис. 23. Автокорреляционная функция временного ряда потребления природного газа (n=730; k=400)

Рис. 24. Частная автокорреляционная функция временного ряда потребления электроэнергии (n=840; k=200)

 
Рис. 21. График временного ряда потребления электроэнергии и прогнозы, полученные наилучшей  

из рассмотренных моделей
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Рис. 25. Диаграммы зависимости ошибки прогнозирования RMSE моделей ЛРФ-SSA и ЛРФ-SSA + SARIMA  
от количества используемых в них первых компонент разложения метода «Гусеница»-SSA

Рис. 26. Диаграммы зависимости ошибки прогнозирования RMSE моделей ЛРФ-SSA + SARIMA и Тренд-SSA-SARIMA 
от количества используемых в них первых компонент разложения метода «Гусеница»-SSA

Рис. 27. Диаграммы зависимости ошибки прогнозирования RMSE моделей Тренд-SSA-SARIMA и SSA-SARIMA  
от количества используемых в них первых компонент разложения метода «Гусеница»-SSA
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Рис. 28. Диаграмма минимальных ошибок  
прогнозирования RMSE для рассмотренных классов моделей

6. Выводы

В данной статье рассмотрены трендовый и де-
композиционный подходы к прогнозированию не-
стационарных ВР. В соответствии с ними пред-
ложены декомпозиционные модели различной 
сложности для прогнозирования нестационарных 
ВР, а также методы идентификации этих моделей 
на основе совместного использования методов «Гу- 
сеница»-SSA и Бокса-Дженкинса, обобщённого для 
случая нескольких сезонных компонент. Гибрид- 
ные математические модели трендового подхода 
к прогнозированию, основанные на методах «Гу-
сеница»-SSA и Бокса-Дженкинса заключаются в 
моделировании процесса как отклонения фактиче-
ских значений ВР относительно трендовой состав-
ляющей, в роли которой в предлагаемых моделях 
выступает линейная рекуррентная формула (ЛРФ) 
метода «Гусеница»-SSA или её аппроксимация мо- 
делью SARIMA. Основной же целью декомпозици -
онного подхода к прогнозированию на основе мето-
дов «Гусеница»-SSA и Бокса-Дженкинса является 
разложение методом «Гусеница»-SSA исходного ВР 
на множество ВР с более простой структурой, рас-
сматриваемых независимо друг от друга; прогнози-
рование данных компонент разложения моделями 
SARIMA и вычисление общего прогноза, объеди- 
няя прогнозы построенных упрощённых моделей. 
Предложенные модели были протестированы на ВР 
потребления электроэнергии и природного газа, а 
их результаты прогнозирования были сравнены с 
результатами, полученными классическими веро-
ятностными моделями SARIMA, обобщёнными на 
случай нескольких сезонных компонент.

 

 

Рис. 29. График потребления природного газа и прогнозы,  
полученные наилучшей из рассмотренных моделей

Полученные результаты позволяют сделать заклю-
чение, что для получения эффективных прогнозов 
необходимо производить декомпозицию исследуемых 
ВР различными способами и отбирать наиболее эф-
фективные из них для ВР определённой структуры. 
А также комбинировать различные модели, описыва -
ющие как статистические, так и детерминированные 
составляющие ВР, что позволяет достичь наилучше-
го качества прогнозирования. Предложенные модели 
учитывают следующие виды нестационарности: по 
тренду, по частоте и амплитуде колебаний, по диспер-
сии шумовой составляющей процесса.

Основным преимуществом предлагаемых методов 
построения моделей адекватных исследуемому про-

цессу является их строгая формали-
зация и, следовательно, возможность 
полной автоматизации всех этапов по-
строения и использования.
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