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На основі варіаційного методу Рітца та теорії збу-
рень обчислено енергію іонізації мілких донорів для 
випадку L1 та ∆1 моделі зони провідності монокри-
сталів германію. Порівняння теоретичних розрахунків 
з експериментальними даними показує, що воднево-
подібна модель домішки є наближеною і може бути 
використана лише для домішки Sb в германії. Для домі-
шок, наприклад, P та As необхідно враховувати хіміч-
ний зсув
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Рітца, монокристали германію, енергія іонізації, інвер-
сія типу (L1–∆1)

На основе вариационного метода Ритца и теории воз-
мущений вычислена энергия ионизации мелких доноров 
для случая L1 и ∆1 модели зоны проводимости монокри-
сталлов германия. Сравнение теоретических расчетов 
с экспериментальными данными показывает, что водо-
родоподобная модель примеси является приближенной и 
может быть использована только для примеси Sb в гер-
мании. Для примесей, например, P и As необходимо учи-
тывать химический сдвиг
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1. Вступ 

В анізотропному середовищі, на відміну від ізотроп-
ного, існує багато явищ, зумовлених анізотропними 
властивостями кристалів, вивчення яких важливе як 
з теоретичної, так і з експериментальної точок зору. 
Комплексні дослідження цих явищ є джерелом цінної 
інформації про енергетичну структуру напівпровідни-
ків, механізми розсіяння носіїв заряду та інші важливі 
дані, які є необхідними для розуміння фізичних про-
цесів, які відбуваються в твердому тілі. Дослідження 
явищ переносу в анізотропному середовищі важливе 
ще й тому, що на основі них ґрунтується робота бага-
тьох напівпровідникових приладів. Одним із таких 

перспективних анізотропних напівпровідників був 
і залишається германій, який широко використову-
ється для виготовлення діодів, тріодів, силових ви-
прямлячів, в дозиметричних приборах і приладах, що 
вимірюють напруженість постійних і змінних магніт-
них полів [1]. Монокристали германію з мінімальним 
вмістом дефектів і домішок є перспективним матері-
алом для потреб наноелектроніки. Бездислокаційний 
германій забезпечує вирішення проблем, які вини-
кають у зв’язку з використанням кремнію при ство-
ренні нанорозмірних транзисторних структур. Також 
для опису багатьох кінетичних ефектів як в об’ємних 
кристалах, так і наноструктурах, необхідно вивчити 
вплив пружних деформацій на положення локальних 
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рівнів в забороненій зоні, які створені домішками та 
дефектами різної природи. Такі внутрішні або зов-
нішні деформаційні поля можуть суттєво змінювати 
зонну структуру напівпровідників, що впливатиме на 
їх фізичні властивості. Вплив трансформації зонної 
структури монокристалів n-Ge під дією одновісних де�-
формацій Р<1,6 ГПа на електропровідність, фотопро-
відність, поглинання світла і т. д. є добре описаним в 
монографії [2]. Енергія іонізації мілкого рівня опи-
сується параметрами тієї дозволеної зони, до якої він 
практично прилягає [3]. Відомо, що при наявності де-
формації швидкість зміщення мілких домішкових рів-
нів така ж, як і відповідного мінімуму зони провідно-
сті багатодолинного напівпровідника [3]. За рахунок 
деформаційної перебудови при великих деформаціях 
зона провідності може складатись з мінімумів енергії 
різної симетрії, що в свою чергу впливатиме на поло-
ження мілких донорів в забороненій зоні напівпровід-
ника. Наприклад, при одновісній деформації стиску 
P~2,1 ГПа вздовж кристалографічного напрямку [100] 
зона провідності монокристалів n-Ge буде складатись з 
чотирьох L1 та двох ∆1 мінімумів і при одновісних тис-
ках P~2,7 ГПа стає повністю ∆1 – типу [2]. Тому цікавим 
та актуальним як з теоретичної, так і практичної точок 
зору є вивчення впливу радикальної деформаційної 
перебудови зонної структури монокристалів n-Ge на 
зміну енергії іонізації мілких донорів. 

2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми

Вперше радикальну перебудову зонного спектру 
n-Ge за рахунок інверсії типу (L1–∆1) абсолютного 
мінімуму зони провідності при дії сильних одновісних 
пружних деформацій Р ~ 2,4 ГПа було досягнуто в [4]. 
Як наслідок спостерігався деформаційно-індукований 
фазовий перехід метал-діелектрик. Для кількісного ж 
трактування різних властивостей матеріалу при такій 
радикальній перебудові необхідно мати параметри 
∆1 мінімумів. Одним із таких важливих параметрів є 
ефективна маса, яка є тензором як для L1, так і для ∆1 
мінімумів. В роботі [5] на основі лише одних експери-
ментальних даних поздовжнього п’єзоопору кристалів 
n-Ge та теорії анізотропного розсіяння було знайдено 
компоненти тензора ефективної маси 0||m 1,65m=  і 

0m 0,32m⊥ =  для ∆1 мінімуму зони провідності моно-
кристалів n-Ge. Використання технологій створення 
одновісних деформацій каналів NMOSFET електро-
нних приладів при заміні кристалів n-Si на n-Ge доз-
воляє збільшити як коефіцієнт підсилення [6, 7], так 
і тунельний струм [8]. Електричні та оптичнi власти-
вості кремній – германієвих гетероструктур з кван-
товими точками, тісно пов’язанi з пружними дефор-
маціями та внутрішніми механічними напруженнями 
всерединi структур. Саме пружні поля деформацій, 
що виникають на межі гетеропереходу за рахунок 
невідповідності сталих гратки германію та кремнію, 
вiдiграють ключову роль в процесi вирощування гете-
роструктур, зумовлюючи просторове впорядкування 
наноострiвцiв та їх форму [9]. Такі поля можуть бути за 
величиною такими, що суттєво впливатимуть на зонну 
структуру, рухливість, ефективну масу електронів та 
дірок, зумовлюючи зміну властивостей гетерострук-
тур у цілому [10]. 

3. Ціль та задача дослідження

Виходячи з вище сказаного, виникає цікавість ви-
вчення впливу інверсії типу (L1–∆1) абсолютного мі-
німуму в монокристалах n-Ge на зміну енергії іоніза�-
ції мілких донорів. Як відомо, рівняння Шредінгера 
для знаходження мілких домішкових рівнів в бага-
тодолинних напівпровідниках не має свого точного 
аналітичного розв’язку, тому на практиці, зазвичай, 
доводиться використовувати наближені методи зна-
ходження власних функцій та власних значень гаміль-
тоніана [11]. До найбільш поширених можна віднести 
теорію збурень та варіаційний метод. 

Тому для досягнення поставленої мети проводився 
розрахунок енергії іонізації мілких донорів для L1 та ∆1 
моделі зони провідності n-Ge.

4. Методи розрахунку енергії іонізації основного стану 
мілких донорів в анізотропних напівпровідниках

4.1. Розрахунок енергії іонізації мілких донорів в 
анізотропних напівпровідниках на основі теорії збу-
рень

Гамільтоніан для електрона, який локалізований 
на донорі, у випадку еліпсоподібної ізоенергетичної 
поверхні в наближенні ефективної маси вигляд [10]:

2 2 2 2 2 2^

2 2 2 2 2 2
||

Ze
H

2m x y 2m z x y z⊥

 ∂ ∂ ∂
= - + - - ∂ ∂ ∂  ε + +

 

,	 (1)

де Ze, e – відповідно абсолютні значення зарядів іона й 
електрона, де m



, m⊥  поздовжня та поперечна складо-
ва тензора ефективної маси електрона, ε  - діелектрич-
на проникність матеріалу. Використовуючи перетво-
рення Уілера і Діммока [12]

1x x= , 1y y= , 

1
2

1
||

m
z z

m
⊥

 
=  

 
,			   (2)

запишемо рівняння Шредінгера у вигляді:

^ ^

0H H (r) E (r)
→ →

α
 + ψ = ψ  

,			   (3)

де
2 2 2 2 2^

0 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

ze
H

2m x y z x y z⊥

 ∂ ∂ ∂
= - + + - ∂ ∂ ∂  ε + +



,	 (4)

( )
2^

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

ze 1 1
H

x y z 1 x y z
α

 
 = - -

ε  + + - α + + 
,	 (5)

1α = - γ , 
||

m
m

⊥γ = .				    (6)

Гамільтоніани (4) та (5) у сферичній системі коор-
динат можна представити так:

2 2^
2

0

ze
H (r, , )

2m r⊥

= - ∇ θ φ -
ε



,		  (7)
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( )
2^ ze

H f( , ) 1
r

α = - α θ -
ε

,			   (8)

де 

2

1
f( , )

1 cos
α θ =

- α θ
.			   (9)

Розв’язки незбуреного рівняння Шредін-
гера з гамільтоніаном (7) для основного ста-
ну електрона відомі:

0

r
r

1S 3
0

1
(r) e

r

-
ψ =

π
, 

2 4
0
1S 2 2

m Z e
E

2
⊥= -

ε
,		  (10)

де 
2

0 2r
m e⊥

ε
=


.

Енергія іонізації основного стану мілких донорів 
у першому наближенні теорії збурень визначаються 
співвідношенням:

^
0

1S 1S 1S 1SE E / H /α= + < ψ ψ > ,			   (11)

де

^

1S 1S/ H /α< ψ ψ > =

0

2r2
r

3 2
0 0 0

2e 1
sin 1 d re dr

r 1 cos

π ∞ - 
- θ - θ ε  - α θ∫ ∫ .	 (12)

4. 2. Варіаційний метод Рітца розрахунку енергії 
іонізації мілких донорів в анізотропних напівпровід-
никах

Пробну функцію для основного стану електрона 
будемо шукати у вигляді:

2 2 2

2 2

x y z

a b
1S ce

+
- +

ψ = .				    (13)

У сферичній системі координат

2 2

2 2

sin cos
r

a b
1S ce

θ θ- +
ψ = ,				    (14)

де c, a, b – невідомі варіаційні параметри.
Тоді вираз для середнього значення енергії системи 

в стані, який задається пробною функцією (14),
^

*
1S 1S

V
2

1S
V

H dV

E(c,a,b)
dV

ψ ψ
=

ψ

∫
∫

,		  (15)

де 
^ ^ ^

0H H Hα= + .
Для знаходження залежності середнього значення 

енергії від варіаційних параметрів інтегрування про-
водилось в сферичній системі координат за допомогою 
математичного середовища Mathcad. 

В результаті проведення громіздких математичних 
розрахунків, отримаємо наступну залежність серед-
нього значення енергії основного стану від варіацій-
них параметрів:

Варіаційні параметри знаходимо, розв’язавши на-
ступну систему рівнянь:

E(a,b)
0,

a
E(a,b)

0.
b

∂ = ∂
∂ =
 ∂

				    (17)

Підставляючи знайдені параметри у вираз (16), 
можна обчислити енергію іонізації основного стану 
домішки 1SE .

5. Результати числових розрахунків

Для розрахунку енергії іонізації мілких донорів в 
монокристалах n-Ge на основі теорії збурень та варі-
аційного методу Рітца необхідно мати, виходячи з ви-
разів (11) та (16), компоненти тензора ефективної маси 
для відповідного мінімуму. Для найнижчого за шкалою 
енергій L1 мінімуму дані параметри відомі: 0||m 1,58m=  
та 0m 0,082m⊥ =

 
[2] ( 0m - маса вільного електрона). Для 

∆1 мінімуму 0||m 1,65m=  та 0m 0,32m⊥ =  були знайдені 
нами, як зазначено вище, в роботі [5]. Діелектрична 
проникність 16ε =  для германію також є відомою 
величиною [2]. В таблиці 1 представлені результати 
розрахунків енергії іонізації мілких донорів в моно-
кристалах n-Ge відносно мінімумів L1 та ∆1 з викорис-
танням теорії збурень та варіаційного методу Рітца. 

Таблиця 1

Енергія іонізації основного стану мілких донорів в n-Ge

Метод розрахунку

Енергія іонізації основного стану міл-
ких донорі, яка зв’язана з мінімумами 

енергії різної симетрії

1L
1SE , меВ 1

1SE∆ , меВ

Теорія збурень 8,27 27,3 

Варіаційний метод 
Рітца

9,3 30,4 

Експериментальні 
результати [13–15]

Sb: 9,6  
As: 12  
P: 12,7

Sb: (35±2)  
As: (45±2)  
P: (41±2)

Проведені теоретичні розрахунки показують, що 
енергія іонізації основного стану мілких донорів в 
монокристалах n-Ge залежить від поздовжньої m



 та 
поперечної m⊥  складової тензора ефективної маси для 
електронів відповідного мінімуму зони провідності та 

( )

2 2

2 22 2

2 2
2

2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

a a b
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3ab b aa a b
8 2ba b
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від фактора анізотропії  цих ефективних мас. Вико-
ристання як варіаційного методу розрахунку Рітца, так 
і теорії збурень, дає добре узгодження з експериментом 
для донорів, які мають найменшу енергію іонізації, 
оскільки для даного випадку хороше наближення дає 
метод ефективної маси [3]. При збільшенні енергії іоні-
зації наближення ефективної маси гірше виконується 
і потенціал домішки не можна вважати кулонівським. 
Треба враховувати при цьому природу самої домішки, 
тобто хімічний зсув. Тому, отримані теоретичні резуль-
тати найбільше узгоджуються з відповідними експери�-
ментальними даними для домішки Sb в Ge.

6. Висновки

Як показують результати розрахунків, інверсія 
типу (L1–∆1) абсолютного мінімуму в n-Ge призво- 

дить до суттєвого збільшення енергії іонізації мілких 
донорів. Використання варіаційного методу Рітца 
дозволяє більш точно описати експериментальні ре-
зультати по відношенню до розрахунку на основі 
теорії збурень. Також слід зауважити, що використа-
на в роботі водневоподібна модель домішки є набли-
женою, тому що необхідно враховувати додатково 
хімічний зсув для різних домішок. Він є найменшим 
для домішки Sb в германії. Для домішок, наприклад, 
P та As хімічний зсув є значно більшим. Відповідно 
для цих домішок є також більшою енергія іоніза-
ції і одержані теоретичні результати будуть більше 
розбігатись з експериментом. Тому для розрахунку 
локальних рівнів, створених різними домішками в 
кристалі, необхідно враховувати “індивідуальність” 
потенціалу поля іона кожної домішки, який не є ку-
лонівським.
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