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Вивчений вплив властивостей 
та поведінки індивідуальних ланок 
полімерної молекули на властивості 
ентропійної еластичності полімеру. В 
моделюванні методом Монте-Карло 
проведена оцінка ентропійного вкладу 
в загальну еластичну силу. Результати 
атомарного моделювання порівнюють-
ся з результатами аналітичної моделі 
для полімерів. Розглядаються межі 
лінійних та нелінійних еластичних 
режимів та залежності від молекуляр-
ної ваги та геометричних параметрів 
молекули
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дения индивидуальных звеньев полимер-
ной молекулы на свойства энтропийной 
эластичности полимера. В моделирова-
нии методом Монте-Карло произведе-
на оценка энтропийного вклада в общую 
эластичную силу. Результаты ато-
марного моделирования сравниваются 
с результатами аналитической моде-
ли для полимеров. Рассматриваются 
границы линейных и нелинейных эла-
стичных режимов и зависимости от 
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1. Введение

Все полимеры, за исключением находящихся в 
кристаллическом или стеклообразном состоянии, об-
ладают свойством высокоэластичности. Упругость 
обычных твердых тел связана с изменением равновес-
ного расстояния между молекулами и, соответственно, 
внутренней энергии образца. Полимеры состоят из 
длинных полимерных цепей. Упругость полимерных 
сеток складывается из упругостей отдельных субце-
пей, сшитых в сетку. Растяжение меняет равновесное 
расстояние между концами субцепей, переводя их из 
более вероятного состояния в менее вероятное. Таким 
образом, эластичность полимеров имеет энтропий-
ную природу. Высокоэластичность – наиболее яркое 
проявление специфических свойств полимерных ма-

териалов, ее природа связана с фундаментальными 
свойствами идеальных полимерных цепей. Энергия 
идеальной полимерной цепи равна нулю. Под действи-
ем внешней силы цепь растягивается и принимает 
менее вероятную конформацию, вследствие этого ее 
энтропия уменьшается. Таким образом, и упругость 
одиночной цепи (полимерной молекулы) имеет чисто 
энтропийную природу.

Теоретическое предсказание механических свойств 
полимерных молекул, в особенности сложных биомо-
лекул (белков, липидов и т. п.) [1, 2], затруднено из-за 
влияния эффектов энтропийной эластичности. Эн-
тропийная эластичная сила возникает благодаря вы-
рождению функции потенциальной энергии молекулы 
в конфигурационном пространстве. Энтропийно-за-
висимый член – TS, где S – энтропия, T – температура 
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системы, может давать значительный вклад в свобод-
ную энергию F полимерной цепи и даже превышать 
межатомную потенциальную энергию U, когда моле-
кулярная цепь подвергается внешним механическим 
нагрузкам. Подход, основанный на методе Монте-Кар-
ло для вычисления S, позволяет достичь атомарного 
разрешения для молекулярной структуры, в отличие 
от аналитических методов.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы 

Существующие современные аналитические мето-
ды оценок энтропийной эластичности [3, 4], использу-
ют уравнение свободной термодинамической энергии 
Гельмгольца [5, 6], F=U–TS в качестве базовой физиче-
ской характеристики системы, выполняющей механи-
ческую работу при постояннойТ. Однако, эти методы 
мало внимания отводят изучению и моделированию 
эластичных свойств отдельных молекул в атомарном 
приближении [7]. Энтропийная эластичность опреде-
ляется термически индуцированными стохастически-
ми переходами между различными геометрическими 
конфигурациями полимерной цепи, которые постоян-
но происходят в материале на атомарном уровне. Ана-
лиз этих геометрических конформаций с целью полу-
чения зависимости энтропии от деформации сложен 
из-за большого числа внутренних степеней свободы и 
высокого уровня вырождения межатомной функции 
потенциальной энергии даже в случае простых поли-
мерных цепей.

Стохастический подход к изучению энтропийных 
эластичных свойств полимерных цепочек, основан-
ный на методе Монте-Карло [8, 9], позволяет рассчи-
тывать поведение отдельных атомов в молекуле для 
определения вклада энтропийной составляющей в 
общую эластичную силу полимерных молекул. С 
помощью моделирования в [10] были получены диа-
граммы растяжения для группы молекул с вырожден-
ными профилями потенциальной энергии. Энтро-
пийные эластичные свойства рассчитывались путем 
воспроизведения функции плотности вероятности 
для конфигурационной энтропии молекул. Резуль-
таты моделирования сравнивались с аналитической 
моделью для подобных полимеров. Линейный режим 
энтропийных эластичных сил наблюдается в широ-
ком диапазоне молекулярных параметров в соответ-
ствии с общей аналитической моделью [3]. Однако 
современные атомные модели демонстрируют, что об-
щепринятая непрерывная линейность энтропийной 
эластичности не проявляет себя при очень малых и 
очень больших удлинениях молекул под внешней на-
грузкой.Границы линейного режима зависят от угла 
атомных связей.Детальное изучение таких процессов 
требует привлечения стохастического моделирова-
ния, в основу которого может быть положен метод 
Монте-Карло [8, 9].

3. Цель и задачи исследования

Цель работы – применение эффективного сто-
хастического подхода к изучению энтропийных 

эластичных свойств индивидуальных полимерных 
цепочек, основанный на методе Монте-Карло и рас-
чет поведения отдельных атомов в молекуле для 
определения вклада энтропийной составляющей в 
общую эластичную силу полимерных молекул. За-
дачи работы: получение, путем численного модели-
рования, диаграмм растяжения для групп молекул с 
вырожденным профилем потенциальной энергии и 
сравнение результатов моделирования на атомарном 
уровне с результатами аналитической модели. Опре-
деление границы линейных и нелинейных эластич-
ных режимов и зависимости от молекулярного веса 
и геометрических параметров молекулы. Разработка 
алгоритма и создание программы для исследования 
энтропийных эластичных свойств полимерных цепо-
чек методом Монте-Карло.

4. Энтропийная эластичность линейных полимерных 
молекул

В присутствии значительных энтропийных эффек-
тов, эластический отклик физической системы при 
постоянной температуре Т на внешнюю нагрузку опре-
деляется потенциалом свободной термодинамической 
энергии системы с подобным откликом [3]. Введем 
переменную L, обозначающую расстояние между дву-
мя конечными точками молекулы полимерной цепи, 
подверженной действию внешних сил f. Изменение 
свободной энергии может быть записано как ∂ = - ∂F f L .  
Правая часть здесь представляет элементарную ме-
ханическую работу внешних сил на сокращение или 
удлинение молекулы. С учетом термодинамического 
определения потенциала Гельмгольца свободной энер-
гии [5, 6]:

∂ ∂ - ∂ ∂
= - = - = - +

∂ ∂ ∂ ∂
F (U TS) U S

f T .
L L L L

  (1)

Из (1) следует, что изменение внутренней энергии 
при постояннойТ может происходить только благо-
даря изменениям потенциальной энергии атомных 
взаимодействий из-за вариаций длин и углов связей 
в полимерной молекуле. Первый член в правой части 
уравнения (1) представляет обычную эластичную си-
лу(fU), а второй член это энтропийная эластичная си-
ла(fS). Энтропийная сила зависит от геометрических 
трансформаций молекулы. Если подобная трансфор-
мация происходит при неизменной потенциальной 
энергии молекулы, то изменяющаяся энтропия явля-
ется единственным вкладом в f:

∂ ∂
= = =

∂ ∂S

U S
0 : f f T .

L L
    (2)

Выражение ∂ ∂ =U / L 0  в (2) представляет «иде-
альный эластомер», где fS значительно превосходят 
энергетические эластичные силы. Растяжение или 
сжатие цепи «идеального эластомера» не связано с 
изменениями длин или углов молекулярных связей, 
а рассматривается как результат переориентации ин-
дивидуальных блоков в молекуле относительно друг 
друга. Например, для молекулы этана C2H6  это симме-
тричная трансформация поворота группы 3H вокруг 
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связи C–C. Общая форма соответствующего враща-
тельного потенциала

φ = - φ0U U [1 cos(3 )],     (3)

где угол φ описывает ориентацию двух групп 3H в 
молекуле относительно друг друга. Три минимума по-
тенциальной энергии соответствуют трем стабильным 
ориентациям групп 3H атомов водорода под углами 
φ=0, 120 и 240. Существование нескольких молеку-
лярных конфигураций с идентичными значениями 
потенциальной энергии в локальных повторяющихся 
группахприводит к сильному вырождению функции 
общей потенциальной энергии молекулы. Под дей-
ствием внешней нагрузки, молекула может реагиро-
вать изменением своей конфигурации с последующим 
уменьшением энтропии, вместо запасания потенци-
альной энергии как обычное эластичное тело.

Зависимость молекулярной энтропии от длины 
растяжения, S(L), может быть введена с использовани-
ем отношения Больцмана = BS(L) k ln w(L) , где kB– по-
стоянная Больцмана, и введением зависимости функ-
ции конфигурационной вероятностной плотности w от 
параметра L. С учетом (2):

∂
=

∂S Bf (L) k T ln w(L).
L

    (4)

В случае очень большого числа мономеров, ког-
да расстояние между двумя соседними мономерами 
становится пренебрежимо малым по сравнению с об-
щей длиной полимерной цепи, можно принять, что L 
является распределенной в пространстве величиной. 
Распределение для L тогда может быть получено путем 
установки центра прямоугольной системы координат 
в начало полимерной молекулы и анализа позиции 
конечной точки мономера в этой системе. Каждая 
из координат свободного конца является случайным 
числом, нормально распределенным вокруг нуля с не-
которым отклонением a, которое зависит от внутрен-
них свойств молекулы. Функция плотности распре-
деления вероятности для параметра L между двумя 
нагруженными конечными точками полимерной цепи 
является сферическим нормальным распределениеми 
вычисляется по формуле [11]:

-=
π

2 2
2

L /2a
3

2 L
w(L) e .

a
    (5)

Из распределения (5) = = π0L a 2, L a 8 / , где 
L0 – длина молекулы без действия внешней силы 
(релаксированная длина молекулы). Аналитическое 
распределение (5) дает энтропию и энропийную силу, 
согласно отношению Больцмана и (4), в виде:

= + -
2

B 2

L L
S(L) const k (2ln ),

a 2a

∂
= = -

∂S B 2

S 2 L
f (L) T k T( ).

L L a
   (6)

Как видно, энтропийная сила линейна по отноше-
нию к L в случаях, когда L >L0, так как член 2/L много 
меньше –L/a2 и им можно пренебречь.

5. Применение метода Монте-Карло для 
моделирования поведения звеньев полимера

В рамках аналитической модели параметр откло-
нения a для распределения в уравнении (5) не может 
быть объяснен, так как модель не принимает во внима-
ние внутреннюю атомную структуру полимера. Более 
того, полагая величину L непрерывной, подразумева-
ется возможность существования полимерной цепи с 
критически малым радиусом кривизны, невозможным 
в фактической структуре атомных связей в полимере.

Рассмотрим модель полимерной цепи, представ-
ленную на рис. 1, где вектора A, B и C демонстрируют 
пространственную ориентацию внутримономерных 
связей, как, например, связь C–C в молекуле полиэ-
тилена.

Рис. 1. Относительная ориентация трех  
внутримономерных связей (вектора А, В и С) участка 

полимерной молекулы; θ – угол связи в пространственной 
структуре молекулы

Угол θ между парой соседних связей внутри моно-
мера, а также длина связи u, являются базовыми ха-
рактеристиками цепи, определяющими ее свойства эн-
тропийной эластичности. Другим важным параметром 
является общее количество мономеров Ne в рассматри-
ваемой цепи. Две связи A и B задают плоскость так, 
что следующая соседняя связь C формирует угол φ, 
равный одному из трех случайных значений, соответ-
ствующих наиболее энергетически выгодным конфи-
гурациям для данной локальной группы. В частности, 
три возможных конфигурации угла φ составляют 0°, 
120° или 240° для молекулы полиэтилена. Общее число 
возможных глобальных конфигураций для всей поли-
мерной молекулы с Ne числом мономеров в таком слу-
чае будет равно nNe-1, где n – число возможных углов 
φi (n=3 в примере выше). Если локальные потенциаль-
ные минимумы одинаковы для всех трех значений φ, 
то число 3Ne-1 показывает степень вырождения гло-
бального молекулярного потенциала в пространстве 
конфигураций. Например, при Ne=1000 общее число 
конфигураций составляет 4,4×10476. Непосредствен-
ный анализ такого большого числа конфигураций для 
оценки формы распределения w(L) затруднителен.

Для этого можно использовать вероятностный ме-
тод Монте-Карло путем выборки большого числа слу-
чайных молекулярных конфигураций N0 и построения 
гистограммы с приближенным распределением w(L). 
Процедура выборки использует вероятности Pi реали-
зации каждого из углов φi в локальной группе связей, 
изображенной на рис. 1. Эти вероятности могут быть 
найдены как асимптотические (t→∞) решения уравне-
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ний кинетического баланса с матрицей вероятностей 
перехода rij. Значения коэффициентов rij могут быть 
получены, зная соответствующие энергии активации 
вращательных трансформаций исходя из локальных 
потенциалов в уравнении (3). Так как подход является 
квазистатическим, достаточно определение относи-
тельных вероятностей процессов вместо фактических 
частотных факторов. Согласно теории переходных со-
стояний, эти относительные вероятности пропорцио-
нальны Больцмановским факторам -i,j ij Br exp( E / k T) . 
Где Eij – энергия активации перехода i → j. Асимпто-
тическое решение кинетических уравнений при t → ∞ 
может быть найдено путем решения системы линей-
ных уравнений типа

+ = +1 12 13 2 21 3 31P (r r ) P r P r ,

+ = +2 21 23 1 12 3 32P (r r ) P r P r ,    (7)

+ + =1 2 3P P P 1.

Здесь, последнее уравнение показывает, что систе-
ма может находиться лишь в одном из трех возмож-
ных состояний. На следующем шаге вероятности Pi 
используются в алгоритме Монте-Карло для создания 
случайной глобальной конфигурации полимерной мо-
лекулы. Примеры конфигураций показаны на рис. 2, 
для различных углов связей θ. В этом и последующих 
примерах наборы φi и Pi взяты равными {0°, 120°, 240°} 
и {1/3, 1/3, 1/3} соответственно.

Как видно из рис. 2, угол связи θ оказывает боль-
шое влияние на общую геометрию молекулы. В част-
ности, можно ввести радиус гирации молекулы,

N N2 2 2
g i j i i2 i,j i 1 i 1

e e e

1 1 1
R (r r ) (r r) ,r r ,

2N N N= =
= - ≅ - =∑ ∑ ∑

N N2 2 2
g i j i i2 i,j i 1 i 1

e e e

1 1 1
R (r r ) (r r) ,r r ,

2N N N= =
= - ≅ - =∑ ∑ ∑  (8)

где ri– координатный вектор i-го мономера в системе 
и r – центроида молекулы в этой же системе. Радиус 
гирации Rg это базовый геометрический параметр по-
лимерной цепи, который определяет средний радиус 
сферического объема, занятого молекулой, описанной 
определенным набором локальных параметров (θ, u, φi, 
Pi). Параметр u задает геометрический масштаб, и был 
принят равным 1. Поэтому единица измерения длины 
расчётных величин, на рис. 4, является типичной дли-
ной связи и обычно равняется нескольким ангстремам.

Для каждого заданного интервала значений рас-
четного параметра L между Li и Li + ∆L метод Мон-
те-Карло дает значение Ni – количество молекулярных 
конфигураций, которые попадают в границы этого 
интервала. Затем значение функции распределения 
w(L) при L = Li вычисляется как

+ ∆
≈

∆
i i i

i
0

N (L ,L L)
w(L ) .

N L
   (9)

Точность этого приближения растет при увели-
чении N0 и уменьшении ΔL. Примеры этого распре-
деления показаны в виде гистограммы на рис. 3 для 

различных θ. Эти гистограммы 
сравниваются с аналитическим 
распределением (5) рассчитан-
ным для тех же значений L0, 
что и численное распределение. 
Формы дискретного и непрерыв-
ного распределений сильно раз-
личаются при малых θ (порядка 
5–10), как видно на рис. 3, б, тогда 
как при углах больших 30, они 
совпадают (рис. 3, а)

Так как распределение w(L) 
определяет свойства энтропий-
ной и эластичной функций, 
атомарная модель демонстри-
рует существенные отклонения 
в физическом поведении от не-
прерывной модели для малых θ. 
Действительно, численный рас-
чет зависимостей энтропийной 
(рис. 4, а, рис. 4, в) и эластичной 
(рис. 4, б, рис. 4, г) силдает ре-
зультаты для полимерной цепи 
из 1000 мономеров под различ-
ными углами θ. Здесь общее чис-
ло дискретных молекулярных 
конфигураций N0=105. Поведе-
ние fS в атомарной модели по-
добно ее поведению в непрерыв-
ной модели, однако для очень 
малых и очень больших углов fS 

нелинейна не только при малых L, как в непрерывной 
модели, но и при больших L. Более того, fS для моле-
кул с малым радиусом гирации (плотно упакованные 

 

Рис. 2. Примеры геометрической конфигурации молекулы для различных углов связи 
θ и числа мономеров Ne. Во вставке показана зависимость радиуса гирации от Ne
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полимеры), т.е. для молекул с большим значением θ, 
линейна в режимах растяжения и разворачивания  
(рис. 4, б), тогда как для очень слабо упакованных мо-
лекул (малые θ) fS линейна в режиме сжатия (рис 4, г).

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

б 
 

Рис. 3. Сравнение распределения w(L), полученного путем 
численного моделирования (уравнение (9)), и решения 
аналитической модели (уравнение (5)) для различных 

углов связи θ: а – θ=30o; б – θ=5o

Протяженные линейные режимы fS наблюдались 
в рассматриваемых полимерах при всех значениях θ 
в случае небольших удлинений молекулы. Подобно 
радиусу гирации, релаксированная длина L0 росла 
пропорционально 1/2

eN  при Ne > 1000 и асимптотически 
приближалась к результатам аналитической модели 
при Ne → ∞.В это же время значительные расхождения 
с моделью наблюдались при Ne< 1000 и значении углов 
связи θ ≤15°.

6. Выводы

Рассмотрен эффективный механизм, использую-
щий метод Монте-Карло, расчета энтропийных эла-
стических свойств полимерных молекул с атомарным 
разрешением, когда прямой анализ молекулярных 
конфигураций при n ≥ 3 и Ne > 30 затруднителен. Ато-
марные параметры, определяющие общие геометри-
ческие (радиус гирации) и энтропийно-эластичные 
свойства (свойство линейности, модуль эластично-
сти и релаксированная длина) полимерной молекулы, 
включают в себя межмономерную длину связи u и 
угол θ, набор относительных углов поворота φi сосед-
них мономеров и набор вероятностей перехода Pi. Эти 
параметры также определяют степень вырожденности 
общей потенциальной энергии молекулы в простран-
стве конфигураций.

Разработан алгоритм и создана программа на ос-
нове метода Монте-Карло. С ее помощью на основа-
нии численного моделирования построены диаграм-
мы растяжения и проведено сравнение результатов 
моделирования с результатами, полученными с по-
мощью непрерывной модели полимера. Значитель-

ное расхождение с непрерывной 
моделью наблюдалось при малых 
углах связей для всех L. Линей-
ность fS проявлялась в широком 
диапазоне удлинений, однако, 
молекулы с малым радиусом ги-
рации (плотно упакованные по-
лимеры) линейны в основном при 
растяжении или развертывании, 
в то время как слабо упакован-
ные молекулы линейны в режиме 
сжатия. Найдено, что нелинейные 
режимы наблюдаются не только 
при сжатии, как предсказывает 
непрерывный подход, но и для 
больших растяжений при очень 
больших и очень малых радиу-
сах гирации. Этот результат не 
воспроизводится в рамках обыч-
ных моделей на основе систем 
дифференциальных уравнений, а 
возможен с применением метода 
Монте-Карло.
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1. Введение

На износ и причины выхода из строя прокатных 
валков оказывает влияние множество внутренних и 
внешних факторов. Среди внутренних факторов мож-
но выделить фазовый и структурный состав, опреде-
ляющие физико-механические свойства материала, 
из которого изготовлен инструмент. Дефицитность и 
высокая стоимость сырья для производства классиче-
ских сплавов WC-Co создали предпосылки для поиска 
альтернативных составов сплавов, содержащих другие 
карбиды (например, TiC) и матрицу из никеля, железа, 

титана [1]. Однако в системах Ni-Ti, Ti-Fe может проис-
ходить ряд фазовых превращений [2], что, безусловно, 
повлияет на эксплуатационную стойкость инструмен-
та и требует детального изучения. 

2. Анализ литературных данных

При выборе сплавов для изготовления прокатных 
валков необходимо отталкиваться от выбора, во-пер-
вых, оптимальных технологических параметров про-
изводства, и во-вторых, составов, обеспечивающих 


