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У статті розглянуті питання роботи асин-
хронних двигунів з короткозамкненим ротором в 
умовах неякісної електроенергії. Проаналізовано 
існуючі математичні моделі асинхронного дви-
гуна, що працює у зазначених умовах, наведе-
но їх переваги та недоліки. Виявлено моделі, які 
відображають вплив окремих показників якості 
напруги живлення на роботу електромеханічно-
го перетворювача

Ключові слова: математична модель, асин-
хронний двигун, якість електричної енергії, елек-
тромеханічний перетворювач, напруга

В статье рассмотрены вопросы работы асин-
хронных двигателей с короткозамкнутым рото-
ром в условиях некачественной электроэнергии. 
Проанализированы существующие математи-
ческие модели асинхронного двигателя, рабо-
тающего в указанных условиях, приведены их 
достоинства и недостатки. Выявлены модели, 
которые отражают влияние отдельных пока-
зателей качества питающего напряжения на 
работу электромеханического преобразователя 
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1. Введение

На сегодняшний день асинхронные двигатели яв-
ляются основными преобразователями электриче-
ской энергии в механическую и составляют основу 
привода большинства различных механизмов. Такое 
положение они завоевали благодаря удачному со-
четанию комплекса эксплуатационных и конструк-
тивных характеристик – способность автоматически 
изменять вращающий момент в соответствии с изме-
нением момента сопротивления на валу и высокому 
коэффициенту полезного действия, а также своей 
простоте конструкции и достаточно низкой себесто-
имости изготовления в сочетании с другими электро-
механическими преобразователями.

Современный электропривод, реализующий про-
цессы электромеханического преобразования энер-
гии, который в основном базируется на использова-
нии в качестве приводных устройств асинхронных 
электродвигателей с короткозамкнутым ротором, 
конструктивно не сложен. Вместе с тем эксплуата-
ция данного класса двигателей в настоящее время 
связана со многими проблемами. Основной из них 
является питание асинхронных двигателей некаче-
ственной электроэнергией. Достоверно известно, что 
даже незначительные отклонения качества питающе-
го напряжения приводят к негативным последстви-
ям, связанных со старением изоляции и снижением 
таких энергетических показателей работы асинхрон-
ных двигателей как коэффициент полезного действия 
и коэффициент мощности.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Моделирование электромеханических систем по-
зволяет на предпроектной стадии оценить протека-
ющие в них процессы. На основе этих данных могут 
быть скорректированы параметры силовых установок 
и систем управления ими, проведена проверка соот-
ветствия выбранного оборудования режимам работы. 
Математические аналоги асинхронных двигателей 
широко используются для оценки эффективности 
законов управления, исследования электромагнит-
ных процессов и прогнозирования энергетических 
показателей их работы. Однако, ситуация усложняет-
ся, когда при моделировании необходимо учитывать 
качественные показатели электроэнергии, такие как 
несимметрия и несинусоидальность электрических 
величин. Проблема заключается в том, что в силу 
принимаемых в этом случае допущений, сама модель 
АД становится зачастую неадекватной. Если же ис-
пользуются более сложные модели, описание процес-
сов настолько усложняется, что поиск требуемых за-
висимостей становится слишком затруднительным.

Тем не менее, допущение о симметрии и синусои-
дальности питающего напряжения является сейчас, 
фактически, необоснованным, поскольку качество 
электроэнергии в цехах промышленных предприятий 
практически всегда не соответствует необходимым 
требованиям. Решение данной проблемы невозмож-
но без наличия единой математической модели, ко-
торая позволяла бы анализировать энергетическую 
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эффективность асинхронного двигателя с корот-
козамкнутым ротором в установившихся режимах 
при различных значениях всех показателей качества 
электрической энергии в сети.

К настоящему времени синтезом математических 
моделей асинхронного двигателя занимались такие 
известные российские и украинские ученые как Родь-
кин Д. И., Копылов И. П., Черный А. П., Петров Л. П., 
Войнова Т., Беспалов В. Я., Ковалев Е. Б. и др., а так 
же зарубежные исследователи Pedra J., R. Krishnan, 
J. L. Kirtley, S. J. Chapman, M. R. Hachicha, M. H. Gmiden. 
Однако исследования авторов [1, 2] посвящены во-
просам анализа работы электромеханического пре-
образователя при допущении о его симметрии, и си-
нусоидального напряжения на входах АД. В работах 
[3, 4] проводится идентификация параметров элек-
трической машины с целью оценки ее ресурса. Иссле-
дования [5–7] связаны с исследованиями способов 
управления АД. 

На основании проведенного анализа, можно пред-
положить, что единой модели, позволяющей оце-
нить энергетическую эффективность электрической 
машины, работающей в условиях некачественного 
питания, т. е. учитывающей все показатели качества 
электроэнергии (ПКЭ) одновременно, не существует.

Сформулируем требования к виду, функциональ-
ности, характеристикам и составу входных величин, 
которым должна удовлетворять модель асинхронного 
двигателя: 

1. Модель АД должна быть работоспособной при 
произвольной форме напряжения на статоре, вклю-
чая несинусоидальность и несимметрию. Это тре-
бование является необходимым для большинства 
используемых в настоящее время математических 
аналогов рассматриваемых двигателей.

2. Разрабатываемая модель должна быть адекват-
ной как в установившихся, так и в переходных ре-
жимах, связанных с изменением нагрузки, качества 
электроэнергии, управляющего воздействия. 

3. Синтезированный аналог АД должен иметь 
возможность подключения модулей фильтров со 
стороны входа электродвигателя и при этом позво-
лять определить зависимость результирующей фор-
мы напряжения «после фильтров» от потребляемого 
АД тока.

4. Выходными параметрами модели должны быть: 
– мгновенные значения токов статора и ротора 

асинхронного электродвигателя, их спектр;
– активная (P), реактивная (Q) и полная (S) 

мощности, включая их ту долю, что связана с иска-
жениями напряжения со стороны статора, соответ-
ствующим реальным показателям качества электро-
энергии;

– коэффициент полезного действия (КПД, η %) и 
коэффициент мощности (cos φ);

– составляющие отдельных потерь в двигателе: 
потери в меди статора (ΔРм1), ротора (ΔРм2) и стали 
(ΔРС);

– скорость (ω) и электромагнитный момент (М) 
двигателя в зависимости от нагрузки на валу, вклю-
чая их спектральные характеристики.

Таким образом, разрабатываемая модель должна 
предоставлять полный объем данных, необходимых 
для исследования режимов работы асинхронного 

электродвигателя, работающего в условиях некаче-
ственной электроэнергии с целью оценки электро-
магнитной составляющей образующегося при этом 
экономического ущерба.

3. Цель и задачи исследования

Целью настоящей работы является анализ возмож-
ности использования существующих математических 
аналогов асинхронного двигателя с короткозамкну-
тым ротором для реализации математической моде-
ли, соответствующей вышеуказанным требованиям 
или составления на их основе единой математической 
модели асинхронного двигателя, которая позволяет 
прогнозировать его энергетические показатели при 
изменении всех показателей качества питающего на-
пряжения в сети одновременно. 

Основной задачей данного исследования является 
анализ разработанных аналогов АД с целью выявле-
ния в них вычислительных блоков, соединение кото-
рых позволит учесть все показатели качества электро-
энергии одновременно.

4. Результаты анализа существующих математических 
моделей с короткозамкнутым ротором 

Существует два подхода к моделированию элек-
тромеханического преобразования энергии: на базе 
теории поля и теории электрических цепей, осно-
ванных соответственно на уравнениях Максвелла и 
Кирхгофа. Но в настоящее время наиболее прогрес-
сивным методом анализа процессов электромеха-
нического преобразования энергии является обоб-
щенный подход, сочетающий в себе обе указанные 
теории, когда, исходя из картины поля в воздушном 
зазоре электрической машины, составляются урав-
нения для напряжений, а затем уже через токи или 
потокосцепления записываются уравнения для элек-
тромагнитного момента [8].

На сегодняшний день известны достаточно пол-
ные математические модели асинхронных элект-
родвигателей. Поведение их в различных условиях 
эксплуатации рассмотрено в уже классических иссле-
дованиях [9, 10]. Но вопрос моделирования работы 
асинхронных двигателей при некачественном пита-
нии так и остался нерешенным.

Наиболее распространенная математическая мо-
дель асинхронного электромеханического преобра-
зователя энергии приведена в работе Копылова И. П. 
[8]. Эта пространственная модель трехфазной идеа-
лизированной машины (рис. 1) имеет ряд допущений: 
машина двухполюсная, имеет гладкий воздушный 
зазор, все ее параметры линейные и напряжение 
синусоидальное. На рисунке представлены по три 
обмотки статора и ротора с количеством витков wA, 
wB, wC и wa, wb, wc соответственно, сдвинутые на 120º. 
В непреобразованной системе координат (рис. 2) при 
перемещении обмо ток взаимные индуктивности меж-
ду ними изменяются, а (dθ/dt)=ωr.

Для рассматриваемой машины в непреобразован-
ной системе координат А, В, С, а, b, с справедлива 
система дифференциальных уравнений вида:
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где R – активные сопро тивления обмоток фаз статора 
и ротора; ψ — результирующие потокосцепления этих 
обмоток.

Здесь потокосцепление одной, например фазы А, 
зависит от токов и других фаз статора и ротора:

A A A B AB C AC a Aa b Ab c Aci L i M i M i M i M i MΨ = + + + + + .

Рис.	1.	Пространственная	модель	идеализированной		
трехфазной	асинхронной	машины

Рис.	2.	Пространственная	модель	трехфазной		
асинхронной	машины	в	заторможенной	системе		

координат	

По аналогии записываются потокосцепления для 
пяти других контуров. В данной системе коорди-
нат индуктивности (L), взаимные индуктивности 
(M) в уравнении для потокосцепления являются 
периодическими коэффициентами, которые 
изменяются по гармоническому закону при вращении 
ротора машины. Для устранения этого осуществля-
ется переход к заторможенной системе координат, 
где круговое поле в воздушном зазоре представляют 
результирующими векторами.

Пространственная модель трехфазной идеали-
зированной машины в заторможенной трехфазной 
системе координат представлена на рис. 2. Уравне-
ния, соответствующие данной модели в координатах 
α, β, γ, неподвижных относительно статора, имеют 
следующий вид:
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При этом электромагнитная энергия, сконцентри-
рованная в воздушном зазоре:

     
э

n

i i
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а электромагнитный момент 

э r sa ra s r s r sa r s ra s

3
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2 γ β β γ β γ β γ= + + − − − ,

где i=1, n – число обмоток машины.
Данная система состоит из четырнадцати уравне-

ний, в которой зависи мыми переменными являются 
по шесть то ков и потокосцеплений, электромагнит-
ный момент и скорость вращения. Система в общем 
случае – нелинейна.

Данную модель, как указано в [9], целесообразно 
применять, для исследования асинхронной электри-
ческой машины в динамическом режиме при сину-
соидальном питающем напряжении. Для анализа же 
установившегося режима, как предельного случая ди-
намического, уравнения для напряжений могут быть 
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получены из уравнений электромеханического преоб-
разования путем замены в исходных уравнениях опера-
тора дифференцирования d( )/dt на jω. Недостатком та-
кой модели является то, что она рассчитана на питание 
асинхронного двигателя только от симметричной си-
стемы синусоидального напряжения. При несимметрии 
напряжений появляется необходимость раскладывать 
их на прямую, обратную и нулевую последователь-
ности, и рассматривать момент на валу как сумму от 
каждой из этих последовательностей. Таким образом, 
для анализа работы асинхронного двигателя в условиях 
питания некачественной электроэнергией необходимо 
существенное усложнение исходной модели.

Ряд исследований [11–13] посвящено вопросам ма-
тематического моделирования электрических машин 
с целью определения влияния конструктивной несим-
метрии асинхронного двигателя на его электромагнит-
ные параметры. Такие модели целесообразно исполь-
зовать, как отмечают авторы, при проектировании и 
производстве серийных асинхронных машин, а также 
в исследованиях, связанных с определением ресурса 
электрической машины. Однако данные математиче-
ские аналоги электрических машин не соответствуют 
требованиям поставленной задачи исследования.

В [14–19] рассматриваются проблемы, связанные 
нелинейностью параметров электромеханического 
преобразователя, что в итоге способствует определе-
нию ресурса самой машины и идентификации ее пара-
метров. Как указывают авторы, используемые ими мо-
дели пригодны для электрических машин, прошедших 
ремонт и находящихся в условиях интенсивной экс-
плуатации. Они также не представляют особого инте-
реса в связи с несоответствием задаче исследования.

В работах [20, 21] проведен анализ энергетических 
преобразований в электромеханических системах. Про-
анализированы возможности 
снижения потерь в асинхрон-
ном двигателе, путем примене-
ния специальных устройств, по-
зволяющих улучшить качество 
преобразования энергии в самом 
двигателе. Вышеуказанные ис-
следования также не соответ-
ствуют поставленной в работе 
цели.

Интерес представляют ра-
боты [22–24], где автором пред-
ложена математическая модель, 
описывающая асинхронный дви-
гатель с короткозамкнутым ро-
тором как объект регулирования. 
Она составлена с допущением, что машина симметрич-
на, а напряжение на ее входах синусоидальное. Хотя 
указанный математический аналог и позволяет анали-
зировать процессы преобразования энергии в двигателе, 
при принятых допущениях он не позволяет получить 
адекватную оценку потерь в электромеханическом пре-
образователе при его некачественном питании.

Исследования [25–27] позволяют провести классифи-
кацию математических аналогов асинхронного двигате-
ля. Авторы указывают, что в настоящее время использу-
ются два вида: на базе обобщенной двухфазной машины, 
α-β, d-q, а также x-y и в естественных трехфазных осях на 

основе фазных или линейных напряжений. Отмечено, 
что модели d-q, а также x-y жестко привязаны к скорости 
поля статора или ротора, и их применение возможность, 
только в случае питания обмоток статора двигателя си-
нусоидальным напряжением. Если же статор питается 
несинусоидальным напряжением, то используются α-β 
модели и модели в естественных осях.

Особого внимания заслуживает математическая 
модель электромеханического преобразователя, ра-
ботающего в условии несимметрии первичных на-
пряжений, рассмотренная в [28]. Для анализа работы 
асинхронной машины в условиях несимметричного 
режима работы автором применен метод симметрич-
ных составляющих. Система несимметричных первич-
ных напряжений статора (UA1,UB1,UC1) представляет-
ся как сумма составляющих прямой (UA11,UB11,UC11) и 
обратной последовательностей (UA12,UB12,UC12)

2
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где a=ej2π/3.
При этом токи в обмотке статора представляют сум- 

мой токов прямой (IA11=I11, IB11, IC11) и обратной IA12=I12, 
IB12, IC12) последователь ностей, которые обусловлены 
симметричными системами напряжений прямой и об-
ратной последовательностей соответственно. В ука-
занной работе ток прямой последовательности I11 в 
фазе «A» статора находят с помощью схемы замещения 
асинхронной машины, которая приведена на рис. 3, а, 
где 1 1 1s ( ) / ( )= Ω − Ω Ω  – скольжение ротора относитель-
но поля этой последовательности. Здесь где 1Ω  и Ω  – 
угловые скорости указанного поля и ротора.

При этом ток прямой последовательности (I11) 
определяется с помощью соответствующих ей системы 
напряжений и сопротивления обмотки статора. 

Для вычисления тока обратной последовательно-
сти I12 в фазе «A» статора используется схема за-
мещения, приведенная на рис. 3, б, отличающаяся от 
предыдущей тем, что в нее введено скольжение ротора 
по отношению к полю обратной последовательности 

2 1 1s ( ) / 2 s,= −Ω − Ω Ω = −  где 1( )−Ω  — угловая скорость 
последнего. После расчета токов I11 и I12 в фазе «А», как 
их векторную сумму находят полные токи в каждой из 
фаз статора.
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Рис.	3.	Схема	замещения	асинхронного	двигателя:	а	–	для	напряжения	прямой	

последовательности;	б	–	для	напряжения	обратной	последовательности
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Результирующий вращающий момент асинхрон-
ного двигателя (M) при нарушении симметрии на-
пряжений определяется как сумма моментов M1 и М2, 
связанных с напряжениями прямой и обратной после-
довательностей соответственно. Данная модель хотя и 
позволяет выполнить анализ энергетической эффек-
тивности двигателя, но только в случае несимметрии 
питающего напряжения.

Заслуживает также внимания математический 
аналог АД, описанный в [29]. Здесь исследуется рабо-
та машины при несинусоидальном несимметричном 
напряжении питания в установившемся режиме. Ав-
тор производит замену дифференциальных уравнений 
трехфазной асинхронной машины в осях α-β-0 ком-
плексными вида:
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Затем вводятся составляющие прямой и обратной 
последовательностей напряжений и токов по осям α-β. 
При отсутствии нулевой последовательности получе-
ны следующие выражения:
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Выполненный переход от дифференциальных 
уравнений относительно напряжений трехфазной ма-
шины в осях α-β-0 к комплексным уравнениям со-
ответствует общеизвестным схемам замещения. Как 
отмечает автор, параметры последних могут быть по-
лучены опытным или расчетным путем.

 Выполнив предварительный расчет токов, опреде-
ляется значение среднего за период электромагнитно-
го момента по формуле: 

T

э
0

M M(t)dt / T=∫ . 

В результате рассчитывается значение коэффици-
ента полезного действия машины (η) и коэффициента 
мощности (cos φ). Рассмотренная модель позволяет 
выполнить анализ энергетической эффективности 
асинхронного двигателя при несимметричном неси-
нусоидальном напряжении в питающей сети, однако 
требует определенной доработки, т. к. она кроме рас-
смотрения только статических режимов аналогично 
предыдущей не учитывает и изменения частоты пи-
тающего напряжения.

5. Выводы

На основании проведенного анализа существу-
ющих математических аналогов АД с короткозам-
кнутым ротором, можно предположить, что единой 
модели, позволяющей оценить энергетическую эф-
фективность электрической машины, работающей в 
условиях некачественного питания, т. е. учитывающей 
все показатели качества электроэнергии (ПКЭ) одно-
временно, не существует. Тем не менее, есть модели, 
которые отражают влияние отдельных показателей 
качества питающего напряжения на работу электроме-
ханического преобразователя.

По нашему мнению, из сложившейся ситуации 
существует только один выход – создание иммитаци-
онной модели асинхронного двигателя с короткозам-
кнутым ротором, используя в качестве вычислитель-
ных блоков элементы моделей, описанных выше. Их 
соединение позволит учесть все показатели качества 
электроэнергии одновременно, но при этом опреде-
ление параметров схемы замещения электромехани-
ческого преобразователя расчетным путем возможно 
при неизменной частоте питающего напряжения. Если 
же она будет изменяться, то вышеуказанное возможно, 
только лишь на основе проведения соответствующего 
эксперимента.
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