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Розглядається гра переслідування з одним втікачем і 
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мой дифференциально-разностных уравнений нейтраль-
ного типа. Разработана модификация метода разреша-
ющих функций для дифференциально-разностных игр 
преследования нейтрального типа. Найдены достаточ-
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1. Введение

Сегодня при создании и исследовании матема-
тических моделей в большинстве случаев исполь-
зование обыкновенных дифференциальных уравне-
ний уже недостаточно. Более адекватным является 
использование аппарата дифференциально-разност-
ных уравнений. Многочисленные содержательные 
примеры стимулировали развитие математической 
теории управления, в том числе теории динамиче-
ских игр. В них изучены игры, которые описываются 
обыкновенными дифференциальными уравнениями. 
Но на практике сегодня возникла необходимость в 
моделировании игр преследования дифференциаль-
но-разностными уравнениями, в которых учитывается  
предыстория состояния системы, что позволяет более 
адекватно отображать динамику. 

Одним из актуальных применением таких систем 
в теории управления являются беспилотные лета-
тельные аппараты самолетной и вертолетной схем, 
которые разрабатываются сегодня более чем в 30 стра-
нах. К аварийности таких аппаратов приводит ручной 
радиокомандный режим, пренебрежение сложными 
программными режимами управления полетами, объ-
ективные ошибки операторов такие, как, например, 
запаздывание и помехи в радиолинии управления. 

В дифференциально-разностных играх преследо-
вания с одним обегающим и одним преследователем 
целью является нахождение условий на параметры 
процесса и начальное состояние системы, при которых 
преследователь «поймает» убегающего в конкретный 

момент времени. Для решения таких задач разработан 
метод разрешающих функций [1, 2], который развивает 
первый прямой метод Л. С. Понтрягина. Метод раз-
решающих функций дает обоснование классического 
правила параллельного преследования (рис. 1), давно 
известного инженерам-проектировщикам авиацион-
ной и ракетной техники.

Рис. 1. Схема параллельного преследования

Более сложным классом являются конфликтно- 
управляемые процессы, которые описываются диффе-
ренциально-разностными уравнениями нейтрального 
типа, содержащими неизвестную функцию и её про-
изводные в разные моменты времени. В связи с этим 
возникает необходимость модифицировать метод раз-
решающих функций для такого класса задач. 
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2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Монография Р. Айзекса [3] положила начало тео-
ретическим исследованиям динамических игровых 
задач. В работе Н. Н. Красовского [4] развит пози-
ционный подход к их исследованию. Основу дан-
ного подхода составляет построение специальных 
множеств позиций – стабильных мостов. Решение 
игровой задачи сводится к последовательному выбо-
ру экстремальных управлений, сохраняющих траек-
торию динамической системы на стабильном мосту. 
Однако, как показано в [5], построение таких мостов 
для исследования реальных задач весьма затруднено. 
Другой подход к решению дифференциальных игр 
преследования был предложен Б. Н. Пшеничным [6]. 
Его метод предлагает использование игроками так 
называемых ε-стратегий и базируется на построении 
специальных операторов, обладающих полугруппо-
выми свойствами.

Указанные выше методы ориентированы на полу-
чение управления, оптимального в некотором смысле. 
Этим обусловлено то, что круг задач, которые можно 
исследовать такими способами, весьма узок. Поэтому 
Л. С. Понтрягин [7] предложил заняться получением 
достаточных условий окончания игры, но для более 
широких классов задач. Во главу угла был положен 
принцип гарантированного результата. 

Первый прямой метод Л. С. Понтрягина наиболее 
прост и эффективен при решении конкретных игро-
вых задач преследования. Этот метод дает удобно 
проверяемые достаточные условия завершения пре-
следования и реализован в классе контруправлений 
[8]. С первым прямым методом Л. С. Понтрягина тесно 
связан метод разрешающих функций [9−11], который 
был перенесен на дифференциально-разностные игры 
группового сближения запаздывающего типа [12−14]. 
Этот метод основан на использовании обратных функ-
ционалов Минковского [15], а разрешающие функции 
характеризуют течение игры. 

В работе [16] рассматриваются дифференциальные 
игры с запаздыванием в гильбертовом пространстве, 
а в работе [17] система дифференциально-разностных 
уравнений задана в форме интеграла Римана-Стил-
тьеса.

Для дифференциально-разностных игр преследо-
вания ранее в работе [18] получены необходимые ус-
ловия оптимальности, выраженные в виде уравнения 
Беллмана-Айзекс.

В данной работе конфликтно-управляемый про-
цесс описывается в евклидовом пространстве систе-
мой дифференциально-разностных уравнений ней-
трального типа и требуется выполнение условия  
Л. С. Понтрягина.

3. Цель и задачи исследования

Ввиду особенностей структуры фундаменталь-
ной матрицы системы дифференциально-разностных 
уравнений нейтрального типа актуальным являет-
ся модификация метода разрешающих функций для 
игры сближения данного типа. 

Целью работы является найти достаточных усло-
вий на параметры процесса и начальное состояние си-
стемы для завершения игры за определенное конечное 
время.

Для достижения поставленной цели были постав-
лены следующие задачи:

– сформулировать задачу преследования, процесс 
которой описывается системой дифференциально-раз-
ностных уравнений нейтрального типа;

– построить метод разрешающих функций;
– получить достаточные условия завершения игры 

преследования.

4. Постановка задачи 

Пусть движение вектора z в n-мерном еквлидовом 
пространстве nR  описывается системой линейных 
дифференциально-разностных уравнений нейтраль-
ного типа [19], содержащей неизвестную функцию и её 
производные в разные моменты времени:

( ) ( ) ( ) ( )
= =

= − ω + − ω − +∑ ∑ 

m m

i i i i
i 1 i 0

z t A z(t ) B z t u t v t ,   (1)

 
где ( ) ( )i iA i 1, , m , B i 0, , m= =   – постоянные 
квадратные матрицы порядка n; = ω < ω < < ω −0 1 m0  
константы; ∈ ∈ −u U, v V  управляющие векторы. Век-
тором ( )u t  распоряжается догоняющий объект, векто-
ром ( )v t  распоряжается убегающий объект; −U, V
непустые компакты. 

В nR  задано терминальное множество в виде ци-
линдра

∗ = +0M M M,  

где 0M  − линейное подпространство из nR , M − непу-
стой выпуклый компакт из ортогонального дополне-
ния L к 0M .

Начальным состоянием для сближения является 
n-мерная абсолютно непрерывная функция ( )g t ,  опре-
делённая на отрезке −ω  m , 0 .

Будем считать, что сближение может быть закон-
чено из начального состояния ( )⋅g  за конечное вре-
мя, если существует такое число ( )( )⋅t g ,  что при 
произвольном измеримом изменении управляющего 
вектора ( )v t  можно подобрать такое измеримое изме-
нение управляющего вектора ( )u t , что точка z попадёт 
на терминальное множество ∗M  в момент ( )( )⋅t g [1]. 
При этом для построения управляющего вектора ( )u t  
в каждый момент времени t используются функции 

( ) ( )− ω ≤ ≤ ≤ ≤mz s , t s t, v s , 0 s t .
Получим некоторых достаточные условия, при вы-

полнении которых для данного начального состояния 
( )⋅g  гарантируется, что сближение из него может быть 

закончено за определённое конечное время.

5. Схема метода разрешающих функций

Обозначим через π  ортопроектор, действующий 
из nR  на подпространство L. Положим при ≥t 0

( ) ( ) ( )= π ∗πW t K t U K t V , где ∗  означает операцию ге-
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ометрического вычитания [1], а ( )K t  − матричная 
функция, обладающая свойствами [15]:

a) ( ) =K t 0, <t 0;

b) ( ) =K 0 E;

c) функция ( )
=

− ω∑
m

i i
i 0

A K t  непрерывна на )∞0, ;

d)
 ( )K t  при >t 0  удовлетворяет уравнению 

( ) ( ) ( )
= =

= ⋅ − ω + − ω∑ ∑ 

m m

i i i i
i 1 i 0

K t A K t B K t .

Предположение Понтрягина. 
Пусть ( ) )= ∞domW t 0, .
Из полунепрерывности сверху отображения 
( )πK t U  и полунепрерывности снизу отображения 
( )πK t v  следует полунепрерывность сверху ( )W t  на 

множестве ( )domW t  [1]. Следовательно, отображение 
( )W t  борелевское. Тогда из следствия теоремы Майк-

ла [1] существует хотя бы один борелевский селектор 
( )γ t  такой, что ( ) ( )γ ∈ ≥t W t , t 0.  Обозначим через Γ 

совокупность борелевских селекторов многозначного 
отображения W(t), зафиксируем некоторый элемент 

( )γ ⋅ ∈Γ  и положим

( ) ( )( ) ( ) ( )
=

ξ ⋅ γ ⋅ = − π − ω ⋅ +∑
m

i i
i 0

t,g , K t A g 0

( ) ( ) ( ) ( )
= −ω

 + π − − ω + + γ ∑ ∫ ∫

i

0 tm

i i i
i 1 0

K t s A g s B g s ds s ds,

где = −0A E, E  − единичная матрица порядка n.
Разрешающую функцию введём как функцию, об-

ратную к калибровочной [20]

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )− −γ −α ⋅ γ ⋅ = α − ξ ⋅ γ ⋅W t s,v t st,s,g ,v,m, m t,g , , 

где 

( ) ( ) ( ) ( )( )≥ ≥ ∈ ∈ γ ⋅ ∈Γ = π −t s 0, v V, m M, , W t, v K t U v t .

В силу свойств суперпозиции многозначных ото-
бражений и функций она является борелевской по 
совокупности s, v и полунепрерывной сверху по сово-
купности v, m.

Положив

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
∈

α ⋅ γ ⋅ = α ⋅ γ ⋅
m M

t,s,g ,v, max t,s,g ,v,m, ,  

получим представление

( ) ( )( )
( ) ( ){

( ) ( )( ) }

α ⋅ γ ⋅ =

 = α ≥ − − γ − 

 α − ξ ⋅ γ ⋅ ≠ ∅ 





t,s,g ,v,

sup 0: W t s,v t s

M t,g , .    (2)

Отсюда следует, что поскольку в силу построений 
многозначное отображение ( ) ( )− − γ −W t s,v t s  содер-

жит 0, то для того, чтобы функция ( ) ( )( )α ⋅ γ ⋅t,s,g ,v,
принимала значение +∞  при некотором t, необхо-
димо и достаточно, чтобы ( ) ( )( )ξ ⋅ γ ⋅ ∈t,g , M. Если же 

( ) ( )( )ξ ⋅ γ ⋅ ∉t,g , M , то функция ( ) ( )( )α ⋅ γ ⋅t,s,g ,v, прини-
мает конечные значения при любых s, v.

Введём в рассмотрение функцию

                           ,

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( )
∈

⋅ γ ⋅ =

  ≥ α ⋅ γ ⋅ ≥ 
  

γ ⋅ ∈

∫
t

v V
0

T g , i

nf t 0 : inf t,s,g ,v, ds 1 ,

Г.

 

(3)

Если неравенство в фигурных скобках не выполня-
ется при всех ≥t 0, то будем полагать ( ) ( )( )⋅ γ ⋅ = +∞T g , .  
Заметим, что если ( ) ( )( )ξ ⋅ γ ⋅ ∉t,g , M, то функ-
ция ( ) ( )( )

∈
α ⋅ γ ⋅

v V
inf t,s,g ,v,  измерима по s, так как  

 ( ) ( )( )α ⋅ γ ⋅t,s,g ,v,  является борелевской по совокуп-

ности s, v и равномерно ограниченной по s, а, значит, 
функция ( ) ( )( )

∈
α ⋅ γ ⋅

v V
inf t,s,g ,v,  интегрируема на интер-

вале   0,t .
Если же ( ) ( )( )ξ ⋅ γ ⋅ ∈t,g , M, то ( ) ( )( )

∈
α ⋅ γ ⋅

v V
inf t,s,g ,v,

≡ +∞ ∈  , s 0,t , и в этом случае значение интеграла есте-
ственно положить равным +∞ , а, следовательно, нера-
венство в определении функции ( ) ( )( )⋅ γ ⋅T g ,  выполне-
но автоматически.

6. Основной результат исследования

Сформулируем достаточные условия завершения 
игры преследования.

Теорема. Пусть для конфликтно-управляемо-
го процесса (1) выполнено предположение Понтря-
гина, множество М является выпуклым, для началь-
ного состояния ( )⋅g  и некоторого селектора ( )γ ⋅ ∈Γ0  

( ) ( )( )= ⋅ γ ⋅ < +∞0T T g , .  
Тогда задача сближения разрешима из заданного 

начального положения в момент T.
Доказательство. Пусть v  − произвольная из-

меримая по Лебегу функция, принимающая значе-
ния из области управления V. Момент T – расчётное 
время окончания игры. Рассмотрим случай, когда 

( ) ( )( )ξ ⋅ γ ⋅ ∉0T,g , M.
Введём контрольную функцию

( ) ( ) ( )( )= − α ⋅ γ ⋅ ≥∫
t

0

0

h t 1 T,s,g ,v, ds, t 0.

Она непрерывна как функция верхнего предела, 
не возрастает, так как функция ( ) ( )( )α ⋅ γ ⋅0T,s,g ,v,  по 
определению неотрицательна, и ( ) =h 0 1.

Из определения времени T и непрерывности кон-
трольной функции следует, что существует такой мо-
мент ( )( )∗ ∗ ∗= ⋅ < ≤t t v , 0 t T, что ( )∗ =h t 0.

Весь процесс преследования разобьём на два 
участка: ∗  0,t  − активный и ( ∗ t ,T  − пассивный. 
Заметим, что для определения времени ∗t  − момента 
переключения с активного участка на пассивный, − 
необходима информация о предыстории управления 
убегающего, так как ∗t  является корнем уравнения  
 ( ) ( )( )α ⋅ γ ⋅ =∫
t

0

0

T,s,g ,v, ds 1.
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Опишем закон выбора управления преследовате-
лем на активном и пассивном участках.

Для этого рассмотрим многозначное отображение

( )
( ) ( ) ( )( ){

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) }

=

= ∈ π − ϕ −

−γ − ∈α ⋅ γ ⋅ ×

 × − ξ ⋅ γ ⋅ 

1

0 0

0

U s,v

u U : K T s u s ,v s

T s T,s,g ,v,

M T,g , .   (4)

Поскольку функция ( ) ( ) ( )( ) ( )π − ϕ − γ −0K T s u s ,v s T s  
борелевская по s и непрерывная по u, а многозначное 
отображение ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) α ⋅ γ ⋅ − ξ ⋅ γ ⋅ 

0 0T,s,g ,v, M T,g ,  яв-
ляется борелевским по s, v в силу полунепрерывности 
сверху по v функции ( ) ( )( )α ⋅ γ ⋅0T,s,g ,v, , то отображе-
ние ( )1U s,v  является борелевским по совокупности 
переменных [1].

Тогда его селектор ( ) ( )=1 1u s,v lex minU s,v является 
борелевской функцией по совокупности переменных.

Управление преследователя на интервале ∗  0,t  
положим равным

( ) ( )= 1u s u s,v .    (5) 

Это измеримая по Лебегу функция, так как она 
получена как суперпозиция внешней борелевской и 
измеримой функций.

Перейдём к пассивному участку сближения ( ∗ t ,T . 
Положим ( ) ( )( )α ⋅ γ ⋅ ≡0T,s,g ,v, 0  при ( ∗∈ s t ,T .

Рассмотрим многозначное отображение

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }= ∈ π − ϕ − γ − =0
2U s,v u U : K T s u s ,v s T s 0 .  (6) 

Это отображение и его селектор

( ) ( )=2 2u s,v lex minU s,v  

являются борелевскими по совокупности аргументов.
Управление преследователя на участке ( ∗ t ,T  по-

ложим равным

( ) ( )= 2u s u s,v .   (7)

Оно является измеримой по Лебегу функцией.
Пусть ( ) ( )( )ξ ⋅ γ ⋅ ∈0T, g , M. В этом случае управ-

ление преследователя на интервале   0,T  выберем в 
виде (7).

Таким образом, определён закон управления пре-
следователя для любых из возможных ситуаций. 

Покажем, что при этом траектория процесса (1) 
попадёт на терминальное множество ∗M  в момент T. 

Рассмотрим случай, когда ( ) ( )( )ξ ⋅ γ ⋅ ∉0T,g , M.
Из формулы Коши [16] следует представление

( )π =z T ( ) ( )
=

− π − ω ⋅ +∑
m

i i
i 0

K T A g 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= −ω

 + π − − ω + + 

 + π − − + 

∑ ∫

∫



i

0m

i i i
i 0

T

0

K T s A g s B g s ds

K t s u s v s ds.   (8)

Прибавим и вычтем из правой части равенства (8)  
 
вектор ( )γ −∫

T
0

0

T s ds.  Пусть преследователь на активном 
 
и пассивном участках выбирает управление согласно 
описанному выше закону. Тогда получим включение

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

∗

∗

 
π ∈ξ ⋅ γ ⋅ − α ⋅ γ ⋅ + 

  

+ α ⋅ γ ⋅

∫

∫

t
0 0

0

t
0

0

z T T,g , 1 T,s,g ,v, ds

T,s,g ,v, Mds.

Но так как ( ) ( )( )
∗

α ⋅ γ ⋅ =∫
t

0

0

T,s,g ,v, ds 1, а =M coM, то  
 
из последнего включения следует ( )π ∈z T M. Если же 

( ) ( )( )ξ ⋅ γ ⋅ ∈0T,g , M, то, учитывая закон управления пре-
следователя, из формулы Коши немедленно получим 
включение ( )π ∈z T M. Последнее равносильно включе-
нию ( ) ∗∈z T M .Теорема доказана.

7. Выводы

Сформулирована дифференциально-разностная 
игра преследования нейтрального типа. Ввиду особен-
ностей структуры фундаментальной матрицы системы 
дифференциально-разностных уравнений нейтраль-
ного типа ранее такая задача не рассматривалась. 

Построен метод разрешающих функций для данно-
го типа задач, при этом учтены особенности системы. 

Получены достаточные условия разрешимости за-
дачи преследования, которые реализуются в классе 
квазистратегий. При этом процесс преследования раз-
деляется на два участка: на первом работает собствен-
но метод разрешающих функций, на втором – первый 
прямой метод Л. С. Понтрягина.
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1. Вступ

Розробка базового комплекту лекал є початковим 
етапом створення швейного виробу. Незважаючи на 

дотримання усіх принципів моделювання, невдалий 
вибір або неправильне застосування методу конструю-
вання базових лекал може суттєво вплинути на якість 
результату швейного виробу. Адже від крою залежить, 


