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Запропоновано спрощену математичну модель скло-
варної печі, побудова якої основана на способі розділення 
змінних (метод Фур’є ). Розділення змінних – визначен-
ня базисних векторів та коефіцієнтів Фур’є – здій-
снюється за допомогою ортогональної декомпозиції 
(базисні вектора) та оригінального методу системної 
ідентифікації на основі математичної моделі у про-
сторі станів (коефіцієнти Фур’є)

Ключові слова: скловарна піч, метод Фур’є, ортого-
нальна декомпозиція, системна ідентифікація, простір 
станів

Предложена упрощенная математическая модель 
стекловаренной печи, построение которой основа-
но на способе разделения переменных (метод Фурье). 
Разделение переменных – определение базисных векто-
ров и коэффициентов Фурье – осуществляется с помо-
щью ортогональной декомпозиции (базисные вектора) 
и оригинального метода системной идентификации на 
основе математической модели в пространстве состо-
яний (коэффициенты Фурье)

Ключевые слова: стекловаренная печь, метод Фурье, 
ортогональная декомпозиция, системная идентифика-
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1. Вступ

Сучасні комп’ютерні системи керування, як пра-
вило, будуються на основі математичних моделей ке-

рованих процесів. Тому при створенні системи керу-
вання скловарною піччю – основним технологічним 
апаратом у виробництві скляної продукції – потрібна 
математична модель даного об’єкту керування. Така 
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модель запропонована у [1]. Враховуючи, що скловарна 
піч є об’єктом керування з розподіленими параметра-
ми, запропонована математична модель являє собою 
систему диференціальних рівнянь у частинних по-
хідних достатньо складного виду. Типовим наслідком 
моделювання таких систем є трансцендентний харак-
тер залежності відповідних передатних функцій від 
комплексної змінної або опис цієї залежності у вигляді 
нескінченних рядів [2] навіть відносно зосереджених 
вхідних діянь, що суттєво ускладнює їх аналіз та вико-
ристання при синтезі систем керування, що фактично 
обмежує їх практичне застосування у комп’ютерних 
системах керування.

Названі вище обставини викликають потребу у 
розробленні спрощеної математичної моделі скло-
варної печі, яка б описувала її поведінку з потрібною 
точністю.

2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми

У наш час розроблений цілий ряд методів побудови 
спрощених математичних моделей систем з розподі-
леними параметрами (СРП) [3]. Всі вони можуть бути 
умовно поділені на дві основні групи згідно «предмету 
апроксимації» [2].

Перша група утворюється різними способами 
спрощеного представлення самих вихідних диферен-
ціальних рівнянь об’єкта, наступний роз’язок яких 
відомими методами дозволяє отримати задовільні 
за точністю у визначених конкретних умовах опису 
властивостей СРП у порівняно простому вигляді.

Методи другої групи базуються на наближеному 
представленні (як правило, у типовій для систем з 
зосередженими параметрами (СЗП) формі відповід-
них передатних функцій) точних розв’язків рівнянь 
у частинних похідних, які моделюють поведінку 
СРП [4].

Можливе послідовне застосування до однієї й тієї 
самої СРП різних методів апроксимації [5], що дозво-
ляють, наприклад, спочатку перейти до спрощеного, 
що допускає точний аналітичний розв’язок, рівняння 
об’єкта, для якого потім знайти дробово-раціональне 
наближення його передатної функції [6], що визначає 
результуюче наближення опису вихідної моделі об’єк-
та у вигляді типових моделей СЗП.

3. Цілі та задачі дослідження

Одним з найбільш ефективних методів побудови 
спрощеної математичної моделі СРП є метод розділен-
ня змінних (метод Фур’є) [2], що передбачає представ-
лення функції декількох змінних (часу і просторових 
координат) у формі нескінченного ряду, кожний член 
якого являє собою добуток двох функцій однієї змін-
ної – часу та просторової координати

i
i 1

iT( ,t) a (t) ( )
∞

=

ϕξ = ξ∑ ,     (1)

де апріорі невідомі функції ia (t) та i( )ϕ ξ мають бути 
вибрані таким чином, щоб керована змінна T( ,t)ξ за-
довольняла граничним умовам задачі.

На практиці ряд (1) обмежують n  членами

n

i 1
iiT̂( ,t) a (t) ( )

=

ϕξ = ξ∑ ,    (2)

тоді задача апроксимації зводиться до визначення 
невідомих функцій ( )ia t  та i( )ϕ ξ із умови мінімізації 
певного функціонала похибки апроксимації та дослі-
дженню збіжності T̂( ,t)ξ до T( ,t)ξ при n → ∞.

Дана задача розглядалася у працях багатьох ав-
торів, зокрема [2, 7]. Однак існуючі методи не пов-
ністю задовольняють дослідників з різних причин: 
у зв’язку з обчислювальними труднощами як та-
кими, не завжди виконуються умови збіжності об-
числювальних процедур, складно оцінити похибку 
апроксимації тощо.

У зв’язку з цим метою даної статті є розроблення 
методу апроксимації математичної моделі скловарної 
печі на основі способу розділення змінних [8], який 
спрощує обчислювальні процедури та дозволяє оціни-
ти похибку апроксимації.

Для досягнення поставленої мети були поставлені 
такі завдання:

– апроксимація математичної моделі скловарної 
печі на основі способу розділення змінних;

– імітаційне моделювання спрощеної математичної 
моделі скловарної печі;

– дослідження результатів імітаційного моделю-
вання спрощеної математичної моделі скловарної печі.

4. Загальна характеристика методу спрощення 
математичної моделі скловарної печі

Спрощення математичної моделі скловарної печі 
полягає у апроксимації результатів розрахунків за 
початковою складною моделлю [1] менш складною 
моделлю (моделлю із меншою кількістю рівнянь). 
Таким чином, для проведення апроксимації спо-
чатку треба розрахувати змінні ( )T , tξ  (зразки) при 
різних значеннях вхідних змінних u(t) за допомогою 
початкової математичної моделі. Для формування 
більш представницьких зразків доцільно сигнал u(t) 
вибрати у вигляді послідовності псевдовипадкових 
двійкових сигналів [9]. Отримані у результаті роз-
рахунків зразки доцільно представити у вигляді 
матриці

1 1 1 2 1 K

2 1 2 2 2 K
зраз

N 1 N 2 N K

T( ,t ) T( ,t ) ... T( ,t )

T( ,t ) T( ,t ) ... T( ,t )
T (k) :

T( ,t ) T( ,t ) ... T( ,t )

 ξ ξ ξ
 

ξ ξ ξ =  
 

ξ ξ ξ  

  

  

   

  

. (3)

Ці дані по суті є рядом полів просторових змінних, 
що складаються з N точок, розрахованих для K момен-
тів часу, які містять у собі інформацію щодо динаміки 
досліджуваного об’єкту.

Розрахунок розподілених у просторі змінних, що 
визначають стан досліджуваного процесу, здійснюєть-
ся за формулою (2). Змінні ( )T , tξ  виражаються у ви-
гляді ряду ортонормованих базисних векторів (БВ) φi 
(ξ) координати ξ, кожна з яких помножена на функцію 
часу aі(t) (коефіцієнти Фур’є). 
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Далі буде використовуватись наступний запис:

{ }N

i k i 1
a(k) : col a (t )

=
= ;   (4)

{ }N

l k l 1
T(k) : col T( ,t )

=
= ξ



;   (5)

{ }N

i i l l 1
: col ( )

=
ϕ = ϕ ξ  та 1 2 N: ( )Φ = ϕ ϕ ϕ . (6)

Із урахуванням цього рівняння (2) можна записа-
ти так:

T(k) a(k)= Φ .     (7)

Оскільки стовпчики Φ  формують ортонормова-
ний базис, то матриця Φ  є ортогональною, що оз-
начає T

N= IΦ Φ , де NI  – одинична матриця N N× . 
Права частина рівняння (7) містить N  базисних век-
торів і N  коефіцієнтів Фур’є. Цей ряд базисних век-
торів { }N

i i 1=
ϕ та відповідний ряд коефіцієнтів Фур’є  

 { }N

i i 1
a (k)

=  будуть розділені на ряд із n базисних векторів 

{ }N

i i 1=
ϕ  із коефіцієнтами, які визначають апроксима- 

 
цію 

n

i i
i 1

T(k) : a (k)
=

= ϕ∑


 та ряд із N n− базисних векторів  
 
{ }N

i i n 1= +
ϕ  із коефіцієнтами, що формують ряд Фур’є век- 

 
тора похибок 

N

n i i
i n 1

(k) : (k) (k) a (k)
= +

ε = − = ϕ∑T T


.

Через ортогональність матриці Φ  вага кожного 
елемента i iaϕ  визначається коефіцієнтами:

K K
2 T T T

2
k 1 k 1

22 22

1 2 N2 2 2 2

(k) (k) a (k) a(k)

a a a a

= =

= = =

= = + + +

∑ ∑T T T



Φ Φ

                                                  .

Для заданих змінних { }K

k 1
T(k)

=



 базисним вектором 
є такий вектор { }N

i i 1=
ϕ , 2l -норма коефіцієнтів Фур’є 

якого задовольняє

22 2

1 2 N2 2 2
a a a≥ ≥ ≥ .    (8)

Це означає, що для будь-якої довжини ряду n ,  
 
«енергія» 

n

i
i 1

a
=
∑  в перших n  коефіцієнтах Фур’є є  

 
максимальною. 

Таким чином, якщо ряд Фур’є обмежується n  – 
членами так, що:

K H

n
n i

кін

a (k)
T(k) a(k)

a (k)

 
= =     

 
Φ Φ Φ ,

то квадрат 2l -норми вектора змінних можна записа-
ти як

K H

2 2 2 22

n i n n2 2 2 2 2
T a a a= + = + ε ,

де n
na (k) ∈R  – вектор, що містить перші n  коефіцієн-

тів Фур’є, N n
кінa (k) −∈R  – вектор, що містить останні 

N n−  коефіцієнтів Фур’є та N
n(k)ε ∈R ,

K H K Hn i i(k) aε = φ –  

вектор похибок, отриманих внаслідок обмеження 
ряду. Базисним вектором для такого обмеженого ряду 
є вектор, що призводить до мінімізації 2l -норми векто-
ра похибок n 2

ε .
Для побудови спрощеної моделі (2) потрібно визна-

чити БВ та коефіцієнти Фур’є. БВ φi (ξ) розраховують-
ся із даних, що сформували матрицю (3). Після цього, 
рівняння моделі мають бути перетворені на залеж-
ність між входами моделі u(t) і коефіцієнтами Фур’є  
{ }n

i i 1
a (t)

= . На цьому етапі застосовуються алгоритми 
системної ідентифікації [10]. Алгоритмами систем-
ної ідентифікації визначаються невідомі параметри 
вибраної структури моделі (наприклад, ряд лінійний 
алгебраїчних або різницевих рівнянь) на основі даних 
імітаційного моделювання. 

Таким чином, процес спрощення моделі поділяєть-
ся на два етапи:

1. Визначення ряду БВ { }n

i i 1
( )

=
ϕ ξ  на основі набору  

 
даних моделювання { }K

k k k 1
u(t ),T( ,t )

=
ξ , де К – кіль-

кість кроків за часом у процесі моделювання. Знак ~ 
означає, що дані отримані як результат імітаційного 
моделювання.

2. Вибір структури моделі залежності між u(t) та
{ }n

i i 1
a (t)

=
 та визначення невідомих параметрів цієї мо-

делі на основі даних { }K

k k 1
u(t )

=
  та { }K

1 k n k k 1
a (t ),...,a (t )

=
  ,  

де 1 ka (t )  можуть бути розраховані із i( )ϕ ξ  та kT( ,t )ξ .  
Після того, як будуть визначені всі параметри, буде 
отримана спрощена модель, за допомогою якої можна 
передбачати зміну у часі коефіцієнтів Фур’є в залеж-
ності від траєкторії вхідного сигналу u(k).

Як буде показано нижче, перший крок викону-
ється методами ортогональної декомпозиції набору 
значень змінних процесу, отриманих у результаті мо-
делювання. Другий крок може бути виконаний двома 
способами:

– застосуванням методу Гальоркіна [2, 8, 11] до рів-
нянь початкової складної моделі з метою отримання 
меншого набору з n рівнянь. Цей підхід коротко опи-
сано нижче;

– застосуванням методу системної ідентифікації 
для отримання ряду { }n

i i 1
a (t)

=
  із подальшим знаходжен-

ням моделі, що найкраще апроксимує зміну { }n

i i 1
a (t)

=
  у 

часі при дії відповідного вхідного сигналу ku(t ).

4. 1. Визначення оптимальних базисних векторів
Оптимальні БВ визначаються із умови міні-

мізації 2l -норми відповідного вектора похибок

n(k) (k) (k)ε = −T T




  (розрахункові дані позначатимуть-
ся хвилястою лінією) із усіх ортонормованих базисів 
n-ного порядку. Враховуючи наведене вище, 2l  норму 
вектора похибок n(k)ε  можна мінімізувати шляхом 
максимізації обмеженого вектора коефіцієнтів Фур’є 

na (k).Таким чином, 2l -норма вектора похибок обме-
ження n(k)ε  мінімізується шляхом вибору таких БВ
{ }n

i i 1=
ϕ , при яких максимізується: 

n 2
T

1 2 n i 2
i 1

F( , ,..., ) (k)
=

ϕ ϕ ϕ = ϕ∑ T  .   (9)

Якщо

2

i 1ϕ =  i 1,2,...,n=

та



45

Математика и кибернетика – прикладные аспекты

i j, 0ϕ ϕ =  при i j≠ ,

де T
i i i:ϕ = ϕ ϕ  – Евклідова норма БВ iϕ . Необхідні 

умови екстремуму 1 2 nF( , ,..., )ϕ ϕ ϕ  знаходяться за умови
2

i 1ϕ = . 
Для знаходження БВ доцільно скористатися ме-

тодом сингулярної декомпозиції (СД) [12] матриці  
Згідно даного методу матриця зразків зразT , що містить 
розраховані значення (k)T , підлягає розкладу за син-
гулярними значеннями

зразrank( )
T T

зраз K i i i
i 1=

= = σ ϕ ψ∑ ∑
T

T Φ Ψ ,

де N K
K

×∈RΦ  та K K×∈RΨ  – ортонормовані матриці, 
такі, що T T

K K K= = IΦ Φ Ψ Ψ , KI  – одинична матриця роз-
міром K K× . Вектори iϕ  та iψ  – стовпчики матриць 

KΦ  та Ψ  відповідно. Матриця ∑  є діагональною ма-
трицею, елементи якої iσ  є сингулярними значеннями 
матриці зразT .

У даному випадку алгоритм розрахунку БВ має 
наступний вигляд:

Дано: зраз (1) (2) (K) =  T T T T  

 .

Побудувати: Т
зраз зраз:=R T T .

Розрахувати: Декомпозицію власних значень,

T
′′ RR = ΨΛ Ψ

при

1 2 Kdiag( , ,..., )′ = λ λ λRΛ ,

T
K= =T IΨΨ Ψ Ψ .

Результат: 1/2
і зраз і і( )−ϕ = ψ λT  де iψ – є i-им стовпчи-

ком матриці Ψ.
Визначення коефіцієнтів Фур’є методом системної 

ідентифікації. У системній ідентифікації, коли об’єкт 
дослідження представляється у вигляді «чорного ящи-
ка», існує багато методів знаходження їх динамічних 
моделей [10]. Згідно цих методів задається структу-
ра моделі, після чого проводиться оцінка параметрів 
моделі за рядом вхідних даних { }K 1

k 0
u(k)

−

=
  та вихідних 

даних{ }K 1

k 0
a(k)

−

=
 . Для об’єкта типу «чорний ящик» вико-

ристовується модель у просторі станів 

ux(k 1) Ax(k) B u(k)+ = + ,   (10)

aa(k) C x(k)= .    (11)

У цих рівняннях xnx(k) ∈R  є вектором стану, 
unu(k) ∈R  – вектор вхідних даних, na(k) ∈R  – вектор. 

У даному випадку вектор стану не відображає реальні 
величини, а використовується для опису динаміки 
a(k)  Порядок xn  визначається дослідником. 

Алгоритми ідентифікації призначені для визначен-
ня невідомих параметрів x xn n×∈A R , x un n×∈B R , xn n×∈C R  
у моделі (10), (11).

4. 2. Імітаційне моделювання

З метою дослідження якості спрощеної матема-
тичної моделі скловарної печі було проведено іміта-
ційне моделювання. Як вхідні змінні використовува-
лись подачі палива на 3 пальники. Значення вхідних 
змінних були сформовані у вигляді послідовності 
псевдовипадкових двійкових сигналів [13]. Розраху-
нок температур T( ,t)ξ  здійснювалось за допомогою 
математичної моделі [1]. Схема розташування точок, 
для яких розраховувались температури, показано на 
рис. 1.

Рис. 1. Схема розташування точок, для яких 
розраховувались температури

Були отримані вибірки температурних «зразків» 
обсягом 2000 елементів. Далі були розроблені БВ (n=7) 
за алгоритмом сингулярної декомпозиції. У процесі 
дослідження порядок моделі xn 1,2,...,10= , а її якість 
оцінювалась за дисперсійним показником:

2

a

(a a)
J (1 ) 100 %

D
−

= − ⋅






,

де aD  – дисперсія a


.
Результати проведених розрахунків наведені у 

табл. 1.

Таблиця 1

Розраховані значення дисперсійного показника

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a1 32.57 75.43 86.88 91.05 87.94 69.36 92.83 94.92 –1000 81.56

a2 48.02 86.64 97.36 97.81 95.84 67.04 99.01 99.13 –1000 96.80

a3 98.01 96.84 98.44 98.53 98.56 94.93 97.82 97.81 –1000 98.63

a4 81.89 94.95 98.87 99.15 98.95 84.78 99.44 99.57 –1000 99.49

a5 97.38 98.73 98.86 99.21 99.78 99.68 99.89 99.90 –1000 99.78

a6 96.84 98.76 99.05 99.37 99.76 99.68 99.90 99.85 –1000 99.81

Як видно з представлених результатів, модель з 

xn 8=  має найбільші значення показника дисперсії. 
Модель з xn 9=  має значення показника дисперсії 
J 1000= − для всіх коефіцієнтів Фур’є, що говорить про 
нелінійний характер даної моделі.

Температури, розраховані за спрощеною моделлю 
при xn 8= , було порівняно з контрольними даними у 
9 вибраних точках. Ці точки розташовані на 4 різних 
висотах, 3 різних позиціях вздовж скловарної печі (від 
зони завантаження до виходу) та 2 різних позиціях по 
ширині печі (в середині та збоку). На рис. 2 показані 
графіки зміни абсолютних похибок у цих точках.
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Рис. 2. Графіки зміни абсолютних похибок у вибраних точках: а – (1;2;2); б – (1.5;4.5;2); в – (2;2;2); г – (0.5;4.5;7);  
д – (2;4.5;7); е – (1;2;7); є – (1;4,5;13); ж – (2;4.5;13); з – (1.5;2;13)
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Як видно із наведених графіків час від часу похиб-
ки можуть мати значні значення. Проте, аналіз даних 
графіків свідчить про достатньо високу точність спро-
щеної математичної моделі. Найбільші похибки моделі 
виникають при відносно високих швидкостях зміни 
температур.

5. Висновки

Запропоновано спрощену математичну модель 
скловарної печі, побудова якої основана на способі 
розділення змінних (метод Фур’є). Розділення змін-
них – визначення базисних векторів та коефіцієнтів 
Фур’є – здійснюється за допомогою ортогональної де-
композиції (базисні вектора) та оригінального методу 

системної ідентифікації на основі математичної моделі 
у просторі станів (коефіцієнти Фур’є). 

Спрощена модель скловарної печі дозволяє синте-
зувати на її основі системи керування реального часу, 
що неможливо зробити на основі початкової складної 
математичної моделі у частинних похідних у зв’язку з 
тим, що розрахунок останньої вимагає значного часу.

Проведено імітаційне моделювання спрощеної 
математичної моделі скловарної печі. Досліджен-
ня результатів імітаційного моделювання показали 
достатньо високу точність спрощеної математичної 
моделі.

Подальші дослідження пов’язані з розробленням та 
дослідженням комп’ютерної системи керування скло-
варною піччю на основі запропонованої спрощеної 
математичної моделі. 
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