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Розглянуто загальний конструктивний недолік 
традиційних методик оцінки важливості при-
ватних показників об’єктів, який викликаний 
недостатньою адекватністю процедури розра-
хунку вагових коефіцієнтів. Для оцінки важли-
вості показників якості об’єкта запропонована 
модифікована процедура попарних порівнянь. При 
цьому у разі, якщо елементи матриці попарних 
порівнянь, сформованої за результатами опиту-
вання експертів, не узгоджені, то реалізується 
корекція цієї матриці
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Рассмотрен общий конструктивный недо-
статок традиционных методик оценки важно-
сти частных показателей объектов, связанный с 
недостаточной адекватностью процедуры расче-
та весовых коэффициентов. Для оценки важно-
сти показателей качества объекта предложена 
модифицированная процедура попарных сравне-
ний. При этом в случае, если элементы матрицы 
попарных сравнений, формируемой по результа-
там опроса экспертов, не согласованы, реализу-
ется коррекция этой матрицы

Ключевые слова: метод анализа иерархий, 
метод попарных сравнений, весовые коэффициен-
ты, оценка показателей

УДК 658.012
DOI: 10.15587/1729-4061.2015.40567

1. Введение

Традиционные технологии выбора наилучшего из 
совокупности объектов основаны на скаляризации 
векторного критерия, составленного из набора част-
ных показателей (характеристик) объектов. Важности 
(веса) частных показателей оцениваются по результа-
там обработки опроса экспертов. При этом, эксперты, 
независимо оценивая относительную важность част-

ных показателей, ранжируют их, после чего сумма 
рангов определяет итоговую оценку важности каж-
дого показателя. Полученные весовые коэффициенты 
используются далее для оценки результирующих по-
казателей объектов при их сравнении с целью выбора 
наилучшего.

Следует обратить внимание на общий конструк-
тивный недостаток подобных методик, связанный с 
недостаточной адекватностью процедуры расчета ве-
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совых коэффициентов. По существу, весовой коэф-
фициент, рассчитанный по приведенной схеме, одно-
значно определяется только местом, которое занял 
соответствующий показатель в табели о рангах. Вме-
сте с тем реальная важность двух показателей, заняв-
ших соседние места в этой таблице, может отличаться 
гораздо более существенно, нежели это определяется 
их местом. Отмеченный недостаток носит общий ха-
рактер. В подобной ситуации, когда непосредственное 
оценивание весов параметров сравниваемых объектов 
затруднительно, а использование только ранжирова-
ния может привести к неточному выбору, в последнее 
время все большее применение находит метод, осно-
вой которого являются парные предпочтения одних 
параметров перед другими. Экспертная оценка таких 
предпочтений – задача, безусловно, более простая, не-
жели задача непосредственного оценивания важности 
параметров, и она решается экспертами гораздо более 
уверенно. 

2. Анализ литературных данных и постановка задачи

Соответствующая процедура, использующая ре-
зультаты парных сравнений, была предложена и обо-
снована американским математиком Томасом Саати в 
[1], названа методом анализа иерархий и реализуется 
следующим образом.

Пусть каждый из множества объектов выбора ха-
рактеризуется n  параметрами. На первом этапе фор-
мируется матрица A  попарных сравнений значимо-
сти (веса) параметров вида

12 13 1n

21 23 2n

n1 n2 n3

1 a a a

a 1 a a
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a a a 1

 
 
 =
 
  





    



,

где ija
 

– число, определяющее уровень предпочте-
ния параметра i  перед параметром j, причем iia 1= , 

1
ji ija (a )−= , i 1,2,...,n= ; j 1,2,...,n= .

Далее для этой матрицы решается так называемая 
«проблема собственных значений» [2, 3]. При этом со-
ставляется характеристическое уравнение
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a a a 1
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,

решение которого дает набор 1 2 n, ,...,λ λ λ  собствен-
ных значений матрицы A . После этого отыскива-
ется нормированный (то есть такой, для которого 
сумма компонентов равна единице) собственный 
вектор W  этой матрицы, соответствующий макси-
мальному собственному числу ( )max 1 2 nmax , ,...,λ = λ λ λ .  
Матрица A  – положительна по построению. Для 
таких матриц максимальное собственное число и 
соответствующий собственный вектор также поло-
жительны [4]. Пусть в результате решения получен 
собственный вектор

( )1 2 nW w ,w ,...,w= .

Легко показать, что компоненты этого вектора име-
ют смысл весовых коэффициентов, характеризующих 
относительную важность параметров объекта. Пусть 
элементы матрицы A согласованы, то есть выполняет-
ся соотношение

ik ij jka a a ,=  i 1,2,...,n= , j 1,2,...,n= , k 1,2,...,n= .

Просуммируем левую и правую части этого равен-
ства по j. При этом

n n

ik ik ij jk
j 1 j 1

a na a a ,
= =

= =∑ ∑  i 1,n,k 1,n= = ,

и
n

ik ij jk
j 1

1
a a a

n =

= ∑ , i 1,n,k 1,n= = . (1)

Матричный аналог этого соотношения имеет вид:

откуда следует, что

1
AA A

n
= . (2)

Как известно, матрица A, для которой AA A= , на-
зывается идемпотентной. По аналогии с этим будем 
называть матрицу A, для которой имеет место (2)  
n-идемпотентной.

Предположим, что известны весовые коэффици-
енты 1 2 nw ,w , ,w  задающие значимости (важность, 
ценность) параметров. Тогда значимость i-го параме-
тра по сравнению с j-м целесообразно оценивать по 
формуле

i
ij

j

w
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= , i, j 1,n= . (3)
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Из (3) получим

j
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i

w
a 1

w
= , i, j 1,n= ,

и, следовательно, 

n n

ij j ij j
j 1 j 1i i

1 1
a w a w n

w w= =

= =∑ ∑ , i 1,n= ,

то есть 

n

ij j i
j 1

a w nw
=

=∑ ,

что соответствует матричному уравнению

Aw nw= . (4)

Отсюда следует, что для обратносимметричной 
положительной согласованной матрицы A имеется 
собственное число, равное n, и соответствующий 
этому числу положительный собственный вектор w, 
компонентами которого являются веса элементов. 
Таким образом, полученное соотношение устанавли-
вает связь между матрицей попарных сравнений зна-
чимости параметров и набором весовых коэффици-
ентов. Итак, если задана матрица A, то неизвестный 
вектор w  может быть получен путем расчета соб-
ственного вектора этой матрицы, соответствующего 
собственному числу, равному n. Вместе с тем этот 
вектор w  может быть получен и более простым, сле-
дующим способом.

В соответствии с (3) матрица A  имеет вид
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Вычислим суммы элементов для каждой из строк 
матрицы A. Для произвольной i-й строки имеем

n n n
i

ij i i
j 1 j 1 j 1j j

w 1
a w Cw

w w= = =

= = =∑ ∑ ∑ , i 1,n= . (5)

Из соотношения (5) следует, что собственный 
вектор w  с точностью до константы может быть рас-
считан непосредственно по элементам матрицы A.  

Константу C  определим, исходя из естественного 
требования к нормировке вектора w, в соответствии с 
которым должно выполняться условие

n

i
i 1

w 1
=

=∑ . (6)

Просуммируем левую и правую части соотношения 
(5) по i. При этом, с учетом (6) получим
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Проверим, что получаемый в соответствии с (7) 
вектор T

1 2 nw (w w w )=   является собственным 
вектором матрицы A, соответствующим собственному 
числу, равному n. С этой целью рассчитаем вектор, 
равный произведению Aw:

n
11 1 1

j 1 j1 2 n

n
22 2 2

j 1 j1 2 n n n
i

i 1 j 1 j
n

n n n n

1 2 n j 1 j

ww w w
ww w w

ww w w
1

ww w wAw
w
w

w w w w
w w w w

=

=

= =

=

  
  
  
  
  = ⋅ ⋅ =  
  
  
  
     

∑

∑
∑∑

∑





   





n n
1 i

j 1 i 1j j

n n
2 i

j 1 i 1j jn n
i

i 1 j 1 j

n n
n i

j 1 i 1j j

w w
w w

w w
1

w w
w
w

w w
w w

= =

= =

= =

= =

  
  

  
 

  
  = ⋅ =  

 
 
  
     

∑ ∑

∑ ∑
∑∑

∑ ∑



n n n
1 1 1

1 2 n
j 1 j 1 j 11 j 2 j n j

n n n
2 2 2

1 2 n
j 1 j 1 j 11 j 2 j n jn n

i

i 1 j 1 j
n n n

n n n
1 2 n

j 1 j 1 j 11 j 2 j n j

w w w1 1 1
w w w

w w w w w w

w w w1 1 1
w w w1

w w w w w w
w
w

w w w1 1 1
w w w

w w w w w w

= = =

= = =

= =

= = =

 
⋅ + ⋅ + + ⋅ 

 
 

⋅ + ⋅ + + ⋅ 
= ⋅ = 

 
 
 

⋅ + ⋅ + + ⋅ 
 

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
∑∑

∑ ∑ ∑









n
1

j 1 j

n
2

j 1 jn n
i

i 1 j 1 j
n

2

j 1 j

w
w

w
n

w nw,
w
w

w
w

=

=

= =

=

 
 
 
 
 

= ⋅ = 
 
 
 
 
 

∑

∑
∑∑

∑





65

Математика и кибернетика – прикладные аспекты

что соответствует матричному уравнению (4).
Таким образом, соотношение (7) позволят точ-

но оценить веса сравниваемых параметров, однако 
только в том случае, если матрица A  является n- 
идемпотентной. На практике матрица A, содержащая 
результаты попарных сравнений значимости при-
знаков, формируемых экспертами, конечно, таковой 
не является. При этом, вектор, определяемый в со-
ответствии с (7), оценивает весовые коэффициенты 
с погрешностью тем большей, чем сильнее реальная 
матрица A  отличается от n-идемпотентной. В связи с 
этим, во многих работах, например, [5] предлагается 
следующий подход. После решения проблемы соот-
ветственных значений реальной матрицы попарных 
сравнений A  и расчета максимального собственного 
числа maxλ  вычисляется параметр – индекс однород-
ности (ИО), равный

max n
ИО

n 1
λ −

=
−

,

а также параметр – отношение однородности (ОО), 
равный

( )
ИО

ОО
М ИО

= ,

где ( )М ИО  – математическое ожидание ИО  для слу-
чайным образом составленной матрицы попарных 
сравнений, рассчитанное по экспериментальным дан-
ным. Таблица значений ( )М ИО  приведена в [6]. При 
этом, если значение ОО 0.1> , то это свидетельствует 
о нарушении согласованности суждений, допущенной 
экспертами при составлении матрицы A.

Существенный недостаток этого похода состоит 
в следующем. Величина отклонения максимального 
собственного числа maxλ  реальной матрицы A  попар-
ных сравнений не связана никакими формальными 
соотношениями с погрешностями в оценке важности 
частных показателей. Поэтому допустимый порог от-
клонения не может быть обоснован строго. Таким 
образом, ошибка, возникающая при использовании 
метода [5] не контролируема.

3. Цель и задачи исследований

Целью работы является разработка методики рас-
чета набора относительных важностей показателей, 
непосредственно использующей матрицу попарных 
сравнений важности, полученную путем опроса экс-
пертов. При этом естественный путь решения задачи 
состоит в нахождении матрицы X, обладающей следу-
ющими свойствами: матрица X  должна быть согласо-
вана и минимально, в смысле наименьших квадратов, 
отличаться от заданной матрицы A.

Пусть 

ijA (a ),=  i 1,n,  j 1,n= =  – исходная матрица попар-
ных сравнений;

ijX (x ),=  i 1,n,  j 1,n= =  – искомая согласованная ма-
трица попарных сравнений.

Формально задача может быть сформулирована 
следующим образом: найти матрицу X, минимизиру-
ющую

n n
2

ij ij
i 1 j 1

F(x) (x a )
= =

= −∑∑  (8)

и удовлетворяющую ограничениям

n

ik kj ij
k 1

1
x x x

n =

=∑ , i 1,n,  j 1,n= = . (9)

Для достижения поставленной цели были постав-
лены следующие задачи:

– разработка точного метода построения согласо-
ванной матрицы, минимально отличающейся от за-
данной матрицы попарных сравнений;

– разработка приближенного метода построения 
согласованной матрицы, обладающей требуемым 
свойством.

4. Разработка методики построения согласованной 
матрицы попарных сравнений, минимально 

отклоняющейся от заданной

Полученная задача (8), (9) является нетривиаль-
ной задачей квадратического программирования [6, 7] 
с достаточно сложной системой нелинейных ограниче-
ний. Для ее решения используем метод неопределен-
ных множителей Лагранжа.

Формируем функцию Лагранжа:
n n n n n

2
ij ij ij ik kj ij

i 1 j 1 i 1 j 1 k 1

1
Ф(x, ) (x a ) ( x x x )

n= = = = =

λ = − + λ −∑∑ ∑∑ ∑ . (10)

Беря частные производные от (10) по переменным 
задачи и приравнивая их к нулю, получаем систему 
уравнений

n n

ij ij ij ik kj
k 1 k 1ij

Ф(x, ) 1
2(x a ) x x 1 0

x n = =

  ∂ λ
= − + λ + − =  ∂    

∑ ∑ , 

i 1,n,  j 1,n= = ,  (11)

n

ik kj ij
k 1ij

Ф(x) 1
x x x 0

n =

∂
= − =

∂λ ∑ , i 1,n,  j 1,n= = . (12)

Перепишем уравнения системы (11) в более удоб-
ном виде:

n n
11 11

11 1k k1 11 11
k 1 k 1

2(1 )x x x 2a
n n ≠ ≠

 λ λ
+ + + = + λ  ∑ ∑ ,

n n
12 12

12 2k k2 12 12
k 2 k 2

2(1 )x x x 2a
n n ≠ ≠

 λ λ
+ + + = + λ  ∑ ∑ ,

                                                 

n n
ij ij

ij ik kj ij ij
k j k i

2(1 )x x x 2a
n n ≠ ≠

 λ λ
+ + + = + λ  

∑ ∑ , (13)

                                                 

n n
nn nn

nn nk kn nn nn
k j k i

2(1 )x x x 2a
n n ≠ ≠

 λ λ
+ + + = + λ  

∑ ∑ .



66

Восточно-Европейский журнал передовых технологий ISSN 1729-3774 2/4 ( 74 ) 2015

Компактная запись системы уравнений (13) обе-
спечивается с использованием матричных отно- 
шений.

Введем матрицы

11 11 11

12 12 12

1

1n 1n 1n

2 1
n n n

2 1
A n n n

2 1
n n n

 λ λ λ +    
 λ λ λ +   =  
 
 

λ λ λ  +    





   



,

                                                 

s1 s1 s1

s2 s2 s2

s

sn sn sn

2 1
n n n

2 1
A n n n

2 1
n n n

 λ λ λ +    
 λ λ λ +   =  
 
 

λ λ λ  +    





   



,

                                                 

n1 n1 n1

n2 n2 n2

n

nn nn nn

2 1
n n n

2 1
A n n n

2 1
n n n

 λ λ λ +    
 λ λ λ +   =  
 
 

λ λ λ  +    





   



,

11

12

1n

s1

s2

s

sn

n

n2

n

nn

0 0 0
n

0 0 0
B , ,n

0 0 0

0 0 0
n

0 0 0
n

0 0 0
B , ,n

0 0 0

0 0 0
n

0 0 0
n

0 0 0
B n

0 0 0

0 0 0
n

λ 
 
 λ 
 =
 
 
 λ
  

λ 
 
 λ 
 =
 
 
 λ
  

λ 
 
 λ 
 =
 
 
 λ
  











и векторы

( )1 11 12 1nX x x x=  ,

                     

( )s s1 s2 snX x x x=  ,

                     

( )n n1 n2 nnX x x x=  ,

s1 s111 11 n1 n1

s2 s212 12 n2 n2
1 s n

sn sn1n 1n nn nn

2a2a 2a

2a2a 2a
P , ,P , ,P

2a2a 2a

+ λ+ λ + λ    
    + λ+ λ + λ    = = =
    
    + λ+ λ + λ    

 

 

.

С использованием введенных обозначений система 
(13) запишется так:

T T T T
1 1 1 2 1 3 1 n 1A X B X B X B X P+ + + + = ,

T T T T
2 1 2 2 2 3 2 n 2B X A X B X B X P+ + + + = ,

                                          
T T T T

n 1 n 2 n 3 n n nB X B X B X A X P+ + + + = . (14)

Полученная система линейных алгебраических 
уравнений может быть решена численно любым из-
вестным методом [10] (Гаусса, Жордана-Гаусса и т. д.). 
Вместе с тем специфическая структура системы (14) 
позволяет получить решение в явном виде.

Перепишем уравнения системы следующим об- 
разом:

( ) T T T T T
1 1 1 1 1 1 2 1 3 1 n 1A B X B X B X B X B X P− + + + + + = ,

( ) T T T T T
2 2 2 2 1 2 2 2 3 2 n 2A B X B X B X B X B X P− + + + + + = ,

                                                 

( ) T T T T T
n n n n 1 n 2 1 3 1 n nA B X B X B X B X B X P− + + + + + =

или

( )
n

T
1 1 1 1 j 1

j 1

A B X B X P
=

− + =∑ ,

( )
n

T
2 2 2 2 j 2

j 1

A B X B X P
=

− + =∑ ,

                                   

( )
n

T
n n n n j n

j 1

A B X B X P
=

− + =∑ .

Тогда
n

1 T 1 T
1 1 1 1 1 1 j

J 1

B (A B )X B P X− −

=

− − = −∑ ,

n
1 T 1 T

2 2 2 2 2 2 j
J 1

B (A B )X B P X− −

=

− − = −∑ ,

                                   
n

1 T 1 T
n n n n n n j

J 1

B (A B )X B P X− −

=

− − = −∑ .
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Отсюда

( ) ( )
( )

1 T 1 1 T 1
1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 T 1
n n n n n

B A I X B P B A I X B P

B A I X B P .

− − − −

− −

− − = − − =

= − −





 (15)

Последнее соотношение позволяет выразить 
T
jX , j 2,n= , через T

1X . Имеем

( ) ( )
( ) ( )

1
T 1 1 T 1 1
j j j 1 1 1 1 1 j j

1
1 1

j j 1 1

X B A I B A I X B P B P

B A I B A I

−− − − −

−− −

 = − − − + = 

= − − ×

( ) ( )1
T 1 1 1
1 j j j j 1 1

T
1j 1 1j

X B A I B P B P

C X D ,  j 2,n .

−− − −× + − − =

= + =
  

(16)

Подставляя (15) в первое уравнение системы (14), 
получим

n n
T

1 1j 1 1j 1
j 2 J 2

A C X D P ,
= =

 
+ + =  
∑ ∑

откуда
1

n n
T
1 1 1j 1 1j

j 2 j 2

X A C P D

−

= =

   
= + −      

∑ ∑ , (17)

после чего с использованием (16) аналогично этому, 
вычисляем остальные векторы T T

2 nX , ,X .Теперь, имея 
в виду (9), получаем систему уравнений для отыска-
ния значений неопределенных множителей Лагранжа, 
что обеспечивает точное решение задачи. Заметим, 
однако, что получаемую при этом нелинейную систе-
му уравнений можно решить только численно [10]. 
Вычислительная сложность решения этой задачи бы-
стро растет с увеличением размерности задачи. В [11] 
приводится следующая оценка числа K  элементарных 
операций, требуемых для решения квадратической си-
стемы с 2N n=  переменными и 3M n=  ограничениями:

2 4K N M≅ .

Если при этом n 10= , то K  имеет порядок 1610 . Та-
кая задача не может быть решена в приемлемое время 
даже ЭВМ с производительностью порядка 1012 оп/с.  
В связи с этим в [12] предложена менее трудоемкая, 
итерационная процедура получения согласованной 
матрицы. Эта процедура обеспечивает приближенное 
решение задачи и реализуется следующим образом.

Пусть проделано l  итераций коррекции, в результа-
те которых получена матрица lA . На очередной ( )l 1+ -й  
итерации выполняются следующие вычисления.

{ }(l 1)
l l l 1 ij

1 ˆ ˆA A A a
n

+
+= = ; (18)

( )

( )

(l 1)
ij(l 1)

ij 1
(l 1) (l 1) 2
ij ji

(l 1)
ji(l 1)

ji 1
(l 1) (l 1) 2
ij ji

â
a ,    

ˆ ˆa a

â
a  

ˆ ˆa a

+
+

+ +

+
+

+ +

=
⋅

=
⋅

 

(19)                                  . 

В результате матрица l 1A +  будет обратно симме-
тричной и более согласованной, нежели предыдущая 
матрица lA .

Вычисления продолжаются до выполнения крите-
рия останова 

(l) (l 1)
l ij iji,j

max a a +η = − < ε,

где ε  – некоторое достаточно малое наперед заданное 
число (например, 310−ε = ).

Сходимость предложенной процедуры проверена 
экспериментально. 

Недостаток этого метода состоит в том, что полу-
чаемая в результате согласованная матрица не будет 
строго обеспечивать минимум суммы квадратов от-
клонений элементов этой матрицы от исходной, то 
есть результаты решения задачи коррекции исходной 
матрицы точным методом (17), (16) и приближенным 
методом (18), (19) не будут совпадать.

С целью улучшение точности приближенного ме-
тода введем в процедуру коррекции подготовительный 
этап, на котором осуществим предварительное преоб-
разование исходной матрицы попарных сравнений A  
по формулам 

i

ij ik kj
k 1

1
â a a

i =

= ∑ , i j≤ , (20)

i

ij ik kj
k i 1

1
â a a

n  i = +

= ∑ , i j> . (21)

Получаемая в результате матрица ijâ  далее кор-
ректируется в соответствии с приближенным методом 
(18)–(19). 

Проведем оценку целесообразности использова-
ния предварительного преобразования исходной ма-
трицы А. 

Пусть 
( ) ( )( )П1 П1

ijA a=  – решение задачи приближенным ме-

тодом (18)–(19);
( ) ( )( )П2 П2

ijA a=  – решение, получаемое с использо-

ванием предварительного преобразования исходной 
матрицы A .

Введем критерии

( )
1

2 2П1n n
ij ij

1
i 1 j 1 ij

a a1
R

n a= =

  − =       
∑∑ , 

( )
1

2 2П2n n
ij ij

2
i 1 j 1 ij

a a1
R

n a= =

  − =       
∑∑ ,

характеризующие соответственно меру близости ре-
шений ( )П1A  и ( )П2A  к исходной матрице. Результаты 
расчета 1R  и 2R  для матриц различных размеров све-
дена в табл. 1.

Таким образом, предварительное преобразование 
исходной матрицы A  улучшает точность решения за-
дачи оценки важности показателей с использованием 
метода попарных сравнений.
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Таблица 1

Оценка точности приближенного решения

n 5 10 15 20

R1 0,01 0,018 0,026 0,035

R2 0,006 0,011 0,012 0,015

5. Выводы

1. Рассмотрены известные технологии оценки от-
носительной важности частных показателей объектов, 
основанные на методе попарных сравнений. Выявлен 
их общий конструктивный недостаток, связанный 
с недостаточной адекватностью процедуры расчета 

весовых коэффициентов, использующей реальные 
матрицы попарных сравнений.

2. Для оценки важности показателей качества объ-
екта предложена модификация известной процедуры 
попарных сравнений, обеспечивающая получение точ-
ной согласованной матрицы попарных сравнений.

3. Для случая, когда мнения экспертов не согласо-
ваны, то есть матрица попарных сравнений важности 
показателей не транзитивна, предложен приближен-
ный метод коррекции исходной матрицы.

4. С целью повышения точности приближенного 
метода рассмотрена процедура предварительного пре-
образования исходной матрицы попарных сравнений. 
Эффективность процедуры подтверждена экспери-
ментально.
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