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Проведено аналіз обертальних двовимірних 
коливань молекул води за допомогою моделі двохча-
стотного сферичного маятника. Визначено області 
існування еліпсоподібних траєкторій маятника. 
Показано, що для появи двовимірних еліпсоподібних 
обертань протонів навколо осей водневих зв’язків 
потрібна наявність спрямованого неоднорідного по 
куту поля сил міжмолекулярних взаємодій та коо-
перативних обертальних коливань

Ключеві слова: молекула води, двохчастотний 
сферичний маятник, неоднорідне поле сил, коопера-
тивні коливання

Проведен анализ вращательных двумерных 
колебаний молекул воды с помощью модели двух-
частотного сферического маятника. Определены 
области существования эллипсоподобных траек-
торий маятника. Показано, что для появления 
двумерных эллипсоподобных вращений протонов 
молекул воды вокруг своих осей водородных связей 
необходимо наличие направленного неоднородно-
го по углу поля сил межмолекулярного взаимодей-
ствия и кооперативных вращательных колебаний
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1. Введение

Свойства жидкой воды, подвижность ее молекул ши-
роко изучаются экспериментально, а также с помощью 
компьютерного моделирования методом молекулярной 
динамики и другими методами [1–7]. Хотя результаты 
моделирования статистически хорошо согласуются с 

имеющимися свойствами воды, многие вопросы физи-
ки воды не изучены или требуют уточнения. 

До сих пор до конца не ясна основная особенность 
поведения молекул в жидкой воде – причина изгибов 
водородных связей (Н – связей). Также не ясно, как  
статически или динамически изгибаются Н – связи и 
как при этом – хаотически или упорядоченно – совер-
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3. Установлено, что при наличии вакуумно-дугово-
го покрытия, осажденного при соответствующих пара-

метрах проведения процесса, возможно получение на 
закаленном слое увеличения суммарной стойкости в 
1,5…2 раза при воздействии кавитации.
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шают колебания атомы водорода (протоны) в молеку-
лах воды. Данные колебания относят к вращательным 
колебаниям [8], наличие упорядоченности которых 
может существенно повлиять на общие свойства воды. 
Хотя свойства воды широко обсуждаются в литерату-
ре [1–3], однако вследствие многомодовости колеба-
ний, отсутствия полной информации об этих модах, 
колебания молекул остаются мало изученной пробле-
мой как для молекул воды в целом, так и конкретно для 
ее атомов водорода. 

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

В настоящее время достигнуто понимание важ-
ности колебательных спектров воды для ее свойств. 
Однако основное внимание при этом уделяется про-
блеме коллективных движений соседних частиц [3–6], 
временам жизни кластеров в воде, а не их колебаниям.

Свойства вещества зависят как от природы взаи-
модействий между его атомами и молекулами, так и 
от колебательных спектров этих атомов и молекул. 
Данные вопросы подробно изучаются в рамках теории 
эффекта Яна–Теллера (ЭЯТ) [9], рассматривающей 
совместные колебания электронно-ядерных подси-
стем, роль кооперативных колебаний и их энергии на 
свойства и фазовые превращения в системах атомов. 
Согласно теореме Яна–Теллера [9] в многоатомных 
системах линейные связи неустойчивы и с нагревом 
динамически изгибаются. Современная теория ЭЯТ 
рассматривает особенности колебаний атомов и мо-
лекул в системе, их влияние на динамику ее свойств и 
соответствующие структурные фазовые превращения 
в этой системе. Высокотемпературная фаза всегда 
имеет новые коллективизированные (кооперативные) 
колебательные моды, которые до этого в низкотемпе-
ратурной фазе были хаотическими и затухающими.

Проблеме изучения колебательных и, особенно, 
вращательных мод молекул воды до сих пор не уделено 
необходимого внимания, за исключением работы [8], 
где в рамках теории ЭЯТ предложен новый подход 
к данной проблеме. В этой работе было предложено 
рассматривать в качестве линейных связей для жид-
кой воды Н – связи между ее молекулами. Были рас-
смотрены возможные моды колебаний молекул воды 
в жидкой фазе и результаты их влияния на свойства 
воды. Было показано, что данные колебания молекул 
в жидкой фазе относятся к классу либрационных и, 
по мнению автора, они соответствуют кооперативным 
вращательным колебаниям молекул воды, вклад кото-
рых в теплоемкость воды является преобладающим. 

Данные вращательные колебания протонов около 
осей Н – связей в воде сопровождаются динамиче-
скими изгибами этих связей на некоторый средний 
угол θ [10]. Этот изгиб Н – связей в воде обусловлен 
наличием большой тепловой кинетической энергии у 
протонов молекул воды и центробежных сил инерции, 
действующих на них при их вращениях вокруг осей 
этих связей [8]. Необходимо также учитывать импуль-
сы от соседних молекул, совершающих аналогичные 
вращательные кооперативные колебания. Наличие 
двух протонов у молекулы ведет к их сложному взаим-
ному вращению вокруг осей Н – связей, которые мож-

но описать как двух- или трехмерные вращательные 
колебания вокруг осей молекулы x, y, z (рис. 1). Однако 
данные предположения до сих пор не были подтверж-
дены экспериментально или моделированием.

Вследствие несимметричности молекулы воды 
имеют три главных момента инерции Ii вдоль осей  
x, y, z молекулы (рис. 1), для которых моменты инерции 
соотносятся приблизительно как 3:1:2 [2] и, соответ-
ственно, три частоты собственных вращательных ли-
брационных колебаний. Основной вклад в величины 
моментов инерции молекулы вносят ее протоны и их 
ориентация. 

В работе [8], исходя из теории ЭЯТ, было предполо-
жено, что данные вращательные колебания являются 
связанными, двумерными и сопровождаются враще-
ниями протонов молекул воды вокруг осей водород-
ных связей. Поэтому траектории движения протонов 
вокруг осей Н – связей были предположены эллипти-
ческими (рис. 1). В этом случае частоты колебаний 
молекулы связаны и плавно переходят одна в другую, 
что и приводит к широкому частотному спектру либра-
ционных колебаний [2, 10]. 

Однако с точки зрения механики разные частоты 
колебаний в двух взаимно перпендикулярных направ-
лениях являются независимыми. Лишь для кратных 
частот могут появляться замкнутые траектории – фи-
гуры Лиссажу, в частности, эллипсы. Изменение ча-
стоты колебаний математического маятника с ростом 
амплитуды мало, и не может привести к синхрониза-
ции этих частот. 

Рис.	1.	Идеализированая	картина	либрационных		
колебаний	молекулы	воды	(в	центре	куба)	с	траекториями	

вращений	протонов	Н1	и	Н2,	также	протонов	соседних	

молекул	НC	и	НD	–	при	правильном	тетраэдрическом	
расположении	атомов	кислорода	соседних	молекул	воды	

A,	B,	C	и	D	[8]

Поскольку Н – связи являются направленными, 
то это необходимо учитывать при моделировании вра-
щательных колебаний молекул воды и для модели 
маятника. В работе [6] было предложено моделиро-
вать неоднородное и направленное поле сил тяжести 
для маятника по углу отклонения θ от вертикали как 
F=mgcosnθ. Для модели конического маятника были 
получены аналитические выражения для частоты его 
вращения. Было показано, что с ростом показателя на-
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правленности поля сил (n>1) и угла изгиба Н – связи θ 
наблюдаются быстрое уменьшение скорости и частоты 
вращения маятника, что согласуется с данными для 
либрационных частот воды. В рамках данной моде-
ли и по результатам экспериментов для угла изгиба  
Н – связи в воде [10] была оценена величина направ-
ленности поля сил как показатель n≈8. 

3. Цель и задачи исследования

Целью работы является физическое обоснование ди-
намики вращательных колебаний молекулы воды с по-
мощью модели двухчастотного сферического маятника, 
анализ изгибов водородных связей, изучение возможно-
сти перехода от независимых вращательных колебаний к 
единым двумерным вращениям молекул воды и ее прото-
нов вокруг осей водородных связей, а также определение 
роли кооперативных колебаний молекул. 

Для достижения поставленной цели были постав-
лены следующие задачи:

1. Создание модели колебаний двухчастотного сфе-
рического маятника в неоднородном поле сил и ком-
пьютерной программы для ее расчета.

2. Определение влияния неоднородных полей сил, 
имеющих различную физическую природу, на колеба-
ния двухчастотного сферического маятника.

3. Определение причин и условий перехода от неза-
висимых двумерных вращательных колебаний к еди-
ным двумерным вращениям молекул воды вокруг осей 
водородных связей. Определение областей существова-
ния для вращательных эллипсоподобных траекторий.

4. Компьютерная модель вращательных колебаний

Для описания взаимодействий между атомами 
обычно используется потенциал Ленарда–Джонса  
[2–3]. Если применить его для протона на линии  
Н – связи при ее изгибе на угол θ, то можно получить, 
что сила притяжения молекул ослабляется и характе-
ризуется неоднородным полем вида Fcosnθ, где пока-
затель n=6 для малых углов и величина n несколько 
уменьшается с ростом величины угла θ. Этот показа-
тель n=6 согласуется с показателем при радиусе для 
сил притяжения в потенциале Ленарда–Джонса (1/rn). 
Эти два показателя также хорошо согласуются между 
собою для сил электростатического взаимодействия с 
n=2, а также, если в потенциале Ленарда–Джонса уве-
личить показатель для сил притяжения до n=8.

Таким образом, потенциал Ленарда–Джонса исход-
но является направленным взаимодействием при мо-
делировании взаимодействий молекул воды в жидкой 
фазе. Это ведет [6] к ослаблению сил между молекулами 
воды с нагревом и ростом углов изгиба Н – связей θ, 
быстрому росту амплитуд вращательных колебаний 
протонов и понижению их частот. В результате для 
двух независимых собственных частот вращательных 
колебаний молекул воды появляется возможность их 
синхронизации и появления эллиптических траекто-
рий вращений протонов вокруг осей Н – связей (рис. 1). 

Для моделирования колебаний сферического ма-
ятника было выбрано неоднородное гравитационное 
поле вида G=gcosnθ. Потенциальное поле сил такого 

маятника значительно сузилось по углу и становится 
пологим при θ>40…60°, что вызывает прекращение 
колебаний при больших углах θ. На половине ве-
личины поля сил углы θ составляют для степеней  
n=4, 6 и 8:θ=32,8°, 27,0° и 23,5°, соответственно, и могут 
рассматриваться как углы, при превышении которых, 
возможны разрывы связей для молекул воды [4]. 

Случайные поперечные импульсы будут возбу-
ждать три частоты вращательных колебаний моле-
кулы воды. Случай трехмерных вращательных ко-
лебаний видимо будет достаточно неустойчивым и 
переходным между двумерными колебаниями. Поэ-
тому в этой работе рассмотрены только случаи дву-
мерных вращательных колебаний вокруг осей x, y, z 
с отношениями моментов инерции для них равных k. 
В работе [8] рассмотрены двумерные моды колебаний 
как моды ωij, где i, j – оси молекулы, вокруг которых 
происходят вращения. Видимо, наиболее вероятной 
будут мода ωxz с k=1,5 и наименьшей эллиптичностью 
и противоположными направлениями вращения для 
протонов. Мода ωzy с k=2 приводит к колебаниям 
преимущественно вдоль оси x и не может создавать 
эллиптические траектории, и поэтому ее исключаем 
из рассмотрения. Мода ωxу с k=3 соответствует наи-
большей эллиптичности и дает идентичные угловые 
вращения для всех протонов и центра масс молекулы. 
Пренебрегая влиянием соседних молекул на выбран-
ную молекулу (модель), будем считать, что оба протона 
молекулы имеют симметричные траектории.

Локальное моделирование вращательных колеба-
ний молекул воды было проведено в пакете MatLab с 
помощью модели двухчастотного сферического ма-
ятника, имеющего два момента инерции и, соответ-
ственно, две частоты во взаимно перпендикулярных 
направлениях в неоднородном поле вида gcosnθ. Срав-
нение расчетов по данной модели для n=0 и k=1 и 
обычного сферического маятника [7] показали полное 
совпадение их результатов.

Полная модель двухчастотного сферического ма-
ятника представлена на рис. 2. Она представляет собой 
две точечные массы (m1=m2) общей единичной массы, 
подвешенные в точке О (начало координат модели) на 
одинаковых невесомых стержнях под углом Θ. Центр 
масс маятника (точка С) находится на единичном 
расстоянии (l=1 м) от точки подвеса. В исходном состо-
янии равновесия маятника ось Z совпадает с отрезком 
ОС, ось Y параллельна отрезку АВ, ось X перпендику-
лярна плоскости рисунка. Маятник совершает враще-
ния вокруг осей Y и X модели и имеет разные моменты 
инерции IY и IX и их отношение k=IY/IX>1. Угол Θ за-
висит от величины k как Θ=2 arccos(k-0.5) и составляет 
70,5° и 109,5°, соответственно, для отношений k=1,5 и 
3, характерных для воды. Направления осей молекулы 
воды x, y, z (рис. 1) и осей модели X, Y, Z (рис. 2) зависят 
от величины k и могут не совпадать. 

Для упрощения анализа модели будем отслеживать 
двумерные вращательные колебания не двух масс, а 
лишь одной – с общей единичной массой по единичной 
поверхности нижней полусферы. Силы притяжения F1 
и F2, действующие на две массы заменяем результи-
рующей силой P вдоль оси Z. Поле сил тяжести вида 
P=mgcosnθ неоднородно по углу отклонения маятника 
θ для n>0. Для симуляции большего момента инерции 
IY сравнительно с моментом IX, в расчетах по оси Y в k 
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раз уменьшались сила и, соответственно, ускорение. 
Изгибы Н – связей в воде относительно малы (при 
комнатной температуре – около 9…10° [10]). Поэтому 
будем считать, что для таких малых углов для моде-
ли двухчастотного сферического маятника его диа-
гональные компоненты моментов инерции остаются 
постоянными, а недиагональными пренебрегаем, хотя 
их роль в связывании двух независимых колебаний не 
исключается. С ростом амплитуд колебаний (θ>30°) 
изменения величин моментов инерции, вследствие 
отклонений маятника по второй оси, могут стать зна-
чительными, что может приводить не только к количе-
ственным, но и к качественным отклонениям расчет-
ных траекторий от реальных. 

Рис.	2.	Механическая	модель	двухчастотного		
сферического	маятника	

При наложении направленного поля G1=gcosnθ счи-
таем, что соседние молекулы не имеют исходных изги-
бов Н – связей. Тогда при совершении вращательных 
колебаний, включая коллективные, всеми молекулами 
углы между ориентациями осей соседних молекул бу-
дут зависеть от их мгновенных ориентаций и должны 
складываться геометрически. Для двух ближайших 
молекул (димера воды), совершающих синхронные ко-
лебания, рассмотрим два крайних случая ориентации 
их осей в плоскости рисунка (рис. 3, а, б) [8]. 

Будем считать, что колебания когерентны: их ча-
стоты одинаковы ω1=ω2 и средние углы изгибов Н –  
связей обеих молекул также одинаковы по модулю  
α1 =±α2=, а различие в фазах при их вращении вокруг 
осей Н – связей равны 0° либо 180°. Если различие фаз 
∆ϕ=180° (рис. 3, а), то оси, связанные с ориентациями 
протона и орбитали в димере параллельны, но проти-
воположны по фазе в плоскости перпендикулярной к 
оси Н – связи. Тогда ∆θ=0 и силовое поле для случая 
маятника максимально однородно. Если же различие 

фаз ∆ϕ=0°, то их оси не параллельны (рис. 3, б) и ре-
зультирующие углы изгибов, от которых зависит неод-
нородность поля сил, удваиваются: 2 2∆θ = θ = α. 

С точки зрения природы обменного взаимодействия 
рис. 3 находится в противоречии с тем механическим 
подходом, который был применен выше. Так как об-
менное взаимодействие определяется перекрытием 
электронных орбиталей молекул, то на рис. 3, а видим 
минимальные перекрытие орбиталей соседних молекул 
и их обменное взаимодействие, а на рис. 3, б – макси-
мальные. Поэтому вклады обменного взаимодействия 
и направленность поля сил для них будут противопо-
ложными, сравнительно с механической моделью. Но в 
любом из этих случаев изгибов связей можно ожидать 
существенное ослабление сил взаимодействия и, соот-
ветственно, усиление направленности этих сил.

Колебательные моды атомов и молекул в среде 
делят на акустические (длинноволновые, фононные, 
синхронные) и оптические (асинхронные). При аку-
стических колебаниях фазы колебаний соседних моле-
кул близки (α1≈α2) (рис. 3, а), а при оптических – про-
тивоположны (α1=-α2) (рис. 3, б). Предположим, что и 
в жидкости оптические моды локально существуют.

Для направленных связей наибольшее их ослабле-
ние можно ожидать для оптических колебаний, когда 
взаимный поворот соседних молекул будет опреде-
ляться удвоенным углом поворота каждой из них 
(рис. 3, б). Можно считать, что внешнее силовое поле 
молекулы (поле, создаваемое соседними молекула-
ми) колеблется при этом асинхронно с молекулой, 
что ведет к более быстрому угловому изменению сил 
взаимодействия и условий для колебания. Поэтому 
представляет интерес рассмотреть также предельный 
случай соответствующий коллективным колебаниям 
маятника с удвоением углов для поля сил взаимодей-
ствия вида G2=gcosn(2θ) как вероятный вариант кол-
лективных колебаний соседних молекул, создающих 
при этом эффективное переменное силовое поле на 
рассматриваемой молекуле. 

5. Моделирование вращательных колебаний 
сферического маятника 

Было проведено моделирование колеба-
ний двухчастотного сферического маятника 
в неоднородных полях тяжести G1 и G2 и с  
n=0…10, g=10 м/с2 для отношений момен-
тов инерции k=1,5 и 3. Время моделиро-
вания в расчетах составляло 20…60 с при 
шаге 0,0001 с и периоде для низшей частоты 
около 2 с. При шаге моделирования 0,001 с 
и более, наблюдался рост амплитуд коле-
баний с ростом времени моделирования 

вследствие нелинейности данного процесса. Началь-
ное относительное отклонение маятника составляло  
δyо=yо/l=0,02…0,6 и δхо=0, начальная скорость vхо изме-
нялась вплоть до максимальных значений, при кото-
рых траектория выходила за пределы нижней полус-
феры. С ростом скорости наблюдался срыв колебаний 
и «уход» маятника за пределы нижней полусферы, что 
объясняется тем, что в данном поле энергия маятника 
достигла своего максимального значения. В случае 
молекулы можно говорить о динамическом разрыве 
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связи и диффузии молекулы. Отличие данной моде-
ли от колебаний обычного сферического маятника  
(k=1, n=0) состоит также в том, что два независимых 
колебания привязаны к осям X–Y (связанных с сосед -
ними молекулами) и потому эллипсов и прецессии их 
осей по углу со временем для независимых собствен-
ных частот колебаний не наблюдается.

При моделировании колебаний в неоднородном 
поле сил тяжести G1=gcosnθ вначале было рассмотрено 
влияние показателя направленности поля n и угла 
отклонения на период колебаний и эллиптичность 
траекторий (е=хтах/yо=δхmax/δyо). Если для отношения 
k=1,5 в однородном поле (n=0) были получены эл-
липтичные траектории, то для отношения k=3 лишь 
для показателя направленности поля n=3 траектории 
становились эллиптичными (табл. 1). Эллиптичными 
считались периодические колебания с полностью со-
впадающими траекториями (орбитами). 

Зависимость относительного изменения периода ко-
лебаний одномерного маятника в направленном поле 
сил вида G1=gcosnθ с ростом начального угла отклонения 
для разных величин показателя степени n показана на 
рис. 4. Виден быстрый рост периода колебаний с ростом 
угла отклонения и относительного отклонения для раз-
ных величин показателя n направленности поля сил.

Для эллиптичных орбит начальная скорость vхо=vel 
и эллиптичность траекторий уменьшаются с ростом 
показателя направленности поля n (табл. 1). С ростом 
отношения моментов инерции k траектория становилась 
более эллиптичною и вытянутою в направлении оси 
Х – оси колебаний с более высокой исходной частотой 
и которая понижается с ростом амплитуды колебаний. 
Однако полученные средние по времени углы отклоне-
ния маятника θср были значительно большими средних 
углов изгибов Н – связей в воде [10], хотя моделирование 
проводилось при малых начальных относительных от-
клонениях маятника δyо=0,2 (θо=11,5°).

Таблица	1

Параметры	эллиптических	орбит	в	зависимости	от	
показателя	n	

k n vel, м/с δхтах е Т, с θср°

1.5

0 2,427 0,810 4,06 2,320 35,7
2 1,701 0,609 3,06 2,502 26,5
4 1,394 0,520 2,60 2,612 22,9
6 1,211 0,466 2,33 2,701 20,8
8 1,072 0,429 2,15 2,780 19,4

10 0,990 0,402 2,01 2,856 18,4

3

3 1,810 0,820 4,12 4,164 38,8
4 1,653 0,770 3,88 4,268 36,2
6 1,425 0,694 3,46 4,451 32,1
8 1,264 0,639 3,20 4,601 29,3

10 1,142 0,595 2,98 4,741 27,4

На рис. 5 показаны X–Y – проекции траекто-
рий сферического маятника в зависимости от вели-
чины скорости vхо из начальной точки δyо=0,2 для 
k=1,5 и n=8. С ростом скорости наблюдается пере-
ход от независимых двухчастотных колебаний 
к единым связанным. Прямоугольная плоская об-
ласть независимых колебаний при малых скоростях  
(рис. 5, а) при дальнейшем росте скорости начинает де-
формироваться не только по вертикальной оси Z – го-
ризонтальные стороны области (ось Х) становятся вы-

пуклыми, вертикальные (ось Y) – вогнутыми, а углы 
попарно сближаются. При слиянии углов происходит 
качественный переход к эллипсоподобным вращениям 
маятника с одной частотой вокруг его вертикальной 
оси Z (рис. 5, в–е). Причиною этого является пониже-
ние частоты с ростом амплитуды колебаний по оси Х 
(рис. 4) и переход к вращениям вокруг вертикальной 
оси на одной общей частоте, в отличие от работы [8], 
где предполагалось, что синхронизация частот обу-
словлена наличием большой кинетической энергии 
вращения протонов. 

Рис.	4.	Период	колебаний	маятника	в	направленном	поле	
сил	вида	gcosnθ	от	начального	относительного	отклонения	

δх(θ)	для	разных	величин	показателя	n	

Для всех эллипсоподобных траекторий наблюда-
ется прецессия направлений осей эллипсов, как и 
для обычного сферического маятника, но не в круге, 
а в некоторых эллиптических областях, оси которых 
зафиксированы в X–Y – пространстве (рис. 5, в–е). 
При изменении ориентации осей эллипсов траекторий 
наблюдается изменения времени совершения периода 
обращения. При некоторой скорости vel наблюдается 
полное совпадение не только частоты, но и изменений 
фазы и амплитуды за полный период колебания. В ре-
зультате получаем совпадающие замкнутые эллипти-
ческие траектории (рис. 5, д, рис. 6, а). Видим, что при 
скорости vхо<vel траектории (рис. 5, в–г) вписываются 
в эллипс (рис. 5, д), а при скоростях vхо>vel (рис. 5, е) 
описываются вокруг него. 

В табл. 2 приведены данные параметров эллипти-
ческих траекторий (vхо=vel) при n=8 в зависимости 
от начального смещения δyо. С ростом начального 
смещения δyо, наблюдается малое изменение началь-
ных скоростей vel, сравнительно малый рост периода 
обращения Т и смещения δхтах. Однако величины 
рассчитанных средних углов отклонения θср оста-
ются примерно вдвое большими сравнительно с 
данными для изгибов Н – связей в воде, что говорит 
в пользу невозможности существования эллипсо-
подобных траекторий вращения протонов молекул 
моды вокруг осей Н – связей.
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Рис.	5.	Проекции	траекторий	движения	двухчастотного	
сферического	маятника	в	координатах	X–Y	для	k=1,5	и	
n=8	в	зависимости	от	величин	начальных	скоростей	vхо	

равных:	а	–	0,55;	б	–	0,95;	в	–	0,979;	г	–	1,0;	д	–	1,072;	
е	–	1,26	м/с

Рассмотрим влияние на движение молекул со-
вместных колебаний соседних молекул, как случай 
кооперативных колебаний молекул с удвоением углов 
для направленного поля сил вида G2 = gcosn(2θ).

В табл. 3 приведены результаты расчетов для слу-
чая колебаний в неоднородном поле сил вида G2 (n=8). 
Видим, что с ростом смещений δyо скорость vel начина-
ет уменьшаться, а период колебаний Т быстро растет. 
Это означает, что колебания приближаются к пределу 
неустойчивости и их срыву при этих смещениях и по-
тому количество точек по смещению δyо, сравнительно 
с табл. 2, уменьшилось. Величины эллиптичности тра-
екторий и средних углов отклонения маятника замет-
но уменьшились. Для отношения моментов инерции 
k=3 траектории остаются более эллиптичными, чем 
при k=1,5 и наблюдаются лишь при малых смещениях 
δyо≤0,15. 

Таблица	2

Параметры	эллиптических	орбит	в	зависимости	от	
смещений	δyо

k δyо vel, м/с δхтах е Т, с θср°

1.5

0,05 1,059 0,399 8,05 2,644 15,6

0,1 1,061 0,401 4,02 2,652 16,4

0,15 1,072 0,412 2,74 2,699 17,8

0,2 1,084 0,429 2,15 2,780 19,4

0,25 1,095 0,452 1,80 2,902 21,4

0,3 1,097 0,478 1,60 3,065 23,6

0,35 1,089 0,508 1,45 3,283 26,0

0,4 1,066 0,541 1,35 3,567 28,5

3

0,05 1,305 0,626 12,6 4,391 26,9

0,1 1,299 0,625 6,3 4,392 27,3

0,15 1,286 0,630 4,46 4,462 28,3

0,2 1,264 0,639 3,20 4,601 29,3

0,225 1,249 0,643 2,86 4,697 30,7

Проведенные расчеты показывают, что величина 
среднего угла отклонения маятника θср для вариан-
та, когда все углы при расчетах сил в потенциалах 

взаимодействия в не-
однородном поле удво-
ены, хорошо согласуют-
ся с данными изгибов 
Н – связей для воды, 
хотя для k=3 углы θср 
несколько больше, чем 
величины изгибов Н – 
связей у молекул воды. 

Для отношения мо-
ментов k=3 становится 
возможной синхрониза-
ция частот также вдоль 
оси y (табл. 3). При боль-
ших смещениях δyо≥0,24 
и малых скоростях v8 
реализуется не эллипс, 
а фигура Лиссажу двой-
ной частоты «восьмер-
ка» и период колебаний 
Тy по оси y удвоен срав-
нительно с периодом Тx 
по оси x. При небольшом 
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Рис.	6.	Объемный	вид	для	эллиптических	орбит	(а)	и	эллипсоподобных	траекторий	(б)		
двухчстотного	сферического	маятника	
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увеличении начального смещения δyо наблюдается 
значительное нелинейное возрастание скорости v8 и 
смещений хтах (табл. 3). 

Таблица	3

Параметры	эллиптических	орбит	в	зависимости	от	
смещения	δyо	для	варианта	моделирования	колебаний	

молекул	в	поле	сил	вида	G2=gcosn(2θ)

k δyо vel, м/с хтах, м е Т, с θср°

1,5

0,05 0,757 0,207 4,14 1,904 8,3
0,1 0,769 0,221 2,21 2,02 9,8
0,15 0,770 0,246 1,64 2,25 11,8
0,2 0,743 0,279 1,39 2,64 14,1

3

0,05 0,937 0,328 6,56 3,171 13,7
0,1 0,906 0,336 3,36 3,363 14,7

0,125 0,880 0,354 2,75 3,53 15,4
δyо v8, м/с хтах, м е8 Тх, с θср°

0,24 0,085 0,030 8,0 3,702 9,3
0,25 0,217 0,081 3,09 3,912 10,2
0,3 0,37 0,191 1,57 5,575 14,4

Рассмотрим область существования для эллипсопо-
добных траекторий. Она ограничена снизу минимальной 
скоростью vmin перехода от независимых двухчастотных 
колебаний к эллипсоподобным на одинаковой частоте. 
Сверху она ограничена максимальной скоростью vmax, 
при которой происходит разрыв связей, срыв колебаний 
и выход колебаний маятника из нижней полусферы.

Области существования эллипсоподобных траекто-
рий для колебаний в зависимости от величин началь-
ных скоростей и смещений при n=8 в поле сил вида 
G1 для отношений k=1,5 и 3 показаны на рис. 7, а и для 
поля сил вида G2 показаны на рис. 7, б. В обоих случа-
ях, несмотря на различие скоростей, для отношения 
моментов инерции k=1,5 относительный диапазон из-
менения скоростей составляет vmax/vmin=1,2…1,35. Для 
отношения моментов инерции k=3 эти области на поря-
док меньшие и диапазоны изменения скоростей для них 
значительно сужены – до vmax/vmin=1,03…1,04 и менее.

Видно, что для эллиптических траекторий скоро-
сти vel (рис. 7) изменяются слабо, начинаясь на нижней 
границе перехода от независимых вращений около 
vmin и заканчиваясь на верхней границе области vmax. 

При этом, верхние границы vmax для обоих отношений 
k=1,5 и 3 практически совпадают. За пределами об-
ласти существования эллипсоподобных траекторий 
vmax уменьшается и совпадает с границей vmin. То есть, 
область существования эллипсоподобных траекторий 
как бы проходит выше границы срыва независимых 
колебаний vmin. По ширине (по δyо ) области существо-
вания примерно вдвое уже для поля G2 (рис. 7, б), чем 
для поля G1 (рис. 7, а). Изменение условий колебаний 
приводит к уменьшению скоростей для поля G2.

6. Обсуждение результатов моделирования 
двухчастотного сферического маятника в 

неоднородных полях сил 

Результаты моделирования двухчастотного сфери-
ческого маятника в неоднородных полях сил показыва-
ют, что наилучшее согласие средних отклонений маят-
ника от вертикали с изгибами Н – связей наблюдается 
для показателей неоднородного поля сил n≥6, а также 
при наличии кооперативных колебаний молекул.

Вхождение области с k=3 в область с k=1,5 означает, 
что в ней возможно взаимопревращение мод. Однако 
для этого необходимо получение одним из протонов 
большого импульса, изменяющим скорость и направ-
ление его вращения на противоположные, при сохра-
нении общей вращательной энергии обоих протонов.

В данных расчетах рассмотрен идеализированный 
вариант полностью синхронизированных колебаний 
соседних молекул, приводящий к удвоению углов для 
сил взаимодействия (поле G2). В реальности это может 
реализоваться в случае сильно взаимодействующих 
соседних молекул, которые входят в один кластер свя-
занных соседних молекул [5, 11] и совершают синхрон-
ные колебания. Для остальных ”независимых” соседей 
будут наблюдаться различия по частотам, фазам, рас-
стояниям, а потому и углы θ, входящие в расчеты сил 
взаимодействия, будут меняться. Вследствие этого 

можно ожидать, что средняя 
эллиптичность траекторий 
и средние углы изгиба этих 
связей будут возрастать. Учет 
вкладов электростатическо-
го и других взаимодействий 
также может уменьшить ве-
личину показателя n и увели-
чить углы изгиба связей. 

Вопрос о правомерности 
удвоения углов при расчете 
взаимодействий при наличии 
кооперативных колебаний 
усложняется также пробле-
мой наличия направленности 
связей и величиной показа-
теля этой направленности по 
углу для разных механизмов 
межмолекулярного взаимо-
действия. Так для электро-
статического взаимодействия 

высокой направленности сил не будет, оценка направ-
ленности для него дает n≈2. Проблемой при этом явля-
ется также правильный учет наличия двух отрицатель-
ных локальных зарядов орбиталей атомов кислорода, 

  

а                                                                               б	
Рис.	7.	Области	существования	эллипсоподобных	траекторий	в	зависимости	от		

начальных	скоростей	vx	и	смещений	δyо	для	в	поле	сил	вида:	а	–	gcosnθ;		
б	–	gcosn(2θ)	–	индекс	3	соответствует	кривым	для	отношения	k=3
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их величины и положения как точечных зарядов, что 
ведет к большому числу моделей точечных зарядов для 
воды [12]. 

Немалой проблемой моделирования является от-
сутствие модели учета обменного и дисперсионного 
взаимодействий для димера воды и их цепочек. Имею-
щиеся в литературе оценки обменного взаимодействия 
от радиуса взаимодействия как показателя n=4…7 до-
статочно грубы, что может быть связано с расчетами 
для разных орбиталей молекул (s, p, d). При использо-
вании потенциала Ленарда–Джонса неоднородность 
поля в нем (n=6) зависит также от углов и расстояний, 
а потому учитывается автоматически. Возможно, что 
оценка направленности сил связи при компьютерном 
моделировании степенью n=6 дает близкое к среднему 
значение для характеристики поля сил в воде.

Было проведено моделирование колебаний сфе-
рического маятника для смешанного поля сил. Для 
простоты считаем, что вклады электростатического 
и обменного взаимодействий одинаковы. Тогда сме-
шанное неоднородное поле тяжести задаем в виде  
Gсм=g(cos8θ +cos2θ)/2. Были построены диаграммы 
областей существования, которые сходны с диаграм-
мами на рис. 7, но имеют до 1,5 раз большую площадь 
и лишь для поля G1 и k=1,5 относительный диапазон 
скоростей вырастал значительнее – до vmax/vmin=1,55. 

Коллективные оптические колебания в поле сил 
G2 в чистом виде, видимо, маловероятны вследствие 
сильного ослабления сил связи для них в воде при 
одновременной необходимости синхронизации коле-
баний. Однако, для несовпадающих частот колебаний 
ω1 и ω2 соседних молекул (рис. 3) величины взаимных 
углов по θ будут меняться от 0 до 2α. При этом вблизи 
угла 2α скорость вращения возрастает, и основное вре-
мя колебания будет приходиться на меньшие углы θ и 
скорости. Это видимо, будет сопровождаться допол-
нительным ослаблением сил взаимодействия и может 
способствовать общему увеличению углов изгибов 
Н – связей.

Переходы между модами колебаний видимо бу-
дут обусловлены резкими изменениями импульсов 
протонов вследствие взаимодействия с соседями. 
Вследствие жесткости конструкции молекула будет 
стремиться колебаться с одной модой. Однако из-за 
постоянных внешних воздействий моды колебаний 
протонов всегда могут несколько изменяться. Возмож-
но, что для устойчивости кластера необходимо, чтобы 
колебания молекул в нем были максимально синхро-
низированы и чтобы большинство его молекул имели 
одну моду колебаний. Однако этот вопрос требует 
дополнительного анализа. 

При реальном тепловом движении молекул их ско-
рости будут изменяться в широком интервале значе-
ний. Поэтому эллиптические траектории молекул, 
соответствующие определенной скорости и энер-
гии, маловероятны, а эллипсоподобные траектории  
(рис. 5, г, е) будут более вероятными. 

Однако относительно малые области существова-
ния эллипсоподобных траекторий маятника по кине-
тической энергии и близость их к точке разрыва связи 
(и, соответственно, к критической температуре) не сви-
детельствуют в пользу возможности их существования 
для молекул воды вблизи точки плавления. Получен-
ные значения углов отклонения маятника также ближе 
к углам изгиба Н – связей в воде при высоких темпера-
турах. Поэтому, скорее всего, наиболее вероятной для 
молекул воды является возможность существования у 
них независимых вращательных колебаний.

Несмотря на довольно упрощенную и статичную 
(относительно влияния извне) модель двухчастотного 
сферического маятника для колебаний молекул воды, 
полную синхронизацию кооперативных колебаний, 
результаты расчетов и общие выводы в работе можно 
считать достаточно надежными для их применения 
к вращательным колебаниям молекул жидкой воды. 
Дальнейшее моделирование данных колебаний имеет 
смысл проводить после уточнения параметров направ-
ленности сил межмолекулярного взаимодействия. 

7. Выводы

1. Создана модель колебаний двухчастотного сфе-
рического маятника в неоднородном поле сил и ком-
пьютерная программа для ее расчета. 

2. Установлено, что наилучшее согласие средних 
углов отклонения маятника от вертикали с изгибами 
Н – связей наблюдается для показателей неоднородно-
го поля сил n≥6, а также при наличии кооперативных 
колебаний.

3. На основе анализа двухчастотных колебаний 
установлено, что для появления эллипсоподобных 
вращений протонов молекул воды вокруг их осей  
Н – связей необходимыми условиями являются: 

– наличие сильно неоднородных по углу направле-
ных взаимодействий между молекулами, что ведет к 
изменению частот колебаний и позволяет уже для ма-
лых углов изгибов Н – связей синхронизировать ранее 
независимые собственные частоты колебаний; 

– наличие кооперативных колебаний соседних мо-
лекул, приводящих к усилению направленности сил 
взаимодействий. 
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