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Запропонована імовірнісна трипараметрич-
на модель міцності циліндричного з’єднання з 
натягом, яка дозволяє за результатами малої 
кількості експериментів визначити допусти-
му величину навантаження. Наведено методи-
ку, яка пояснює практичне застосування моделі. 
Модель випробувана на результатах експери-
ментів міцності з’єднань вал-втулка з натягом, 
підтверджена її працездатність і ефективність
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Предложена вероятностная трехпараме-
трическая модель прочности цилиндрическо-
го соединения с натягом, которая позволяет по 
результатам малого количества эксперимен-
тов определить допустимую величину нагруз-
ки. Приведена методика, поясняющая практиче-
ское применение модели. Модель опробована на 
результатах экспериментов прочности соедине-
ний вал-втулка с натягом, подтверждена ее рабо-
тоспособность и эффективность
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1. Введение

Цилиндрические соединения с натягом широко 
применяются в машиностроении. Основная функция 
соединения с натягом – обеспечивать жесткое непод-
вижное положение одной детали относительно другой. 
Соединение может работать на осевой сдвиг, провора-
чивание или испытывать комбинированную нагрузку. 
Прочность соединения зависит от многих факторов: 
натяга, материала контактирующих поверхностей, их 
шероховатости и погрешности геометрии формы, со-
стояния поверхностного слоя, способа сборки, смазки, 
промежуточных сред и т. д. [1, 2]. При использовании 
таких соединений важно иметь прогноз прочности, 
какую нагрузку выдержит данное соединение.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Расчет статической прочности цилиндрического 
прессового соединения обычно производится по форму-
лам, основанным на решении плоской осесимметричной 
задачи теории упругости (задача Ляме-Гадолина). Проч-
ность продольно-прессового соединения с натягом пря-
мо пропорциональна площади контактирования. Хотя 
в целом, удобство зависимости такой модели никто не 
оспаривает, несоответствия с практическими результа-
тами часто имеют место. В таком случае несоответствия 
переносят на коэффициент трения, и его величина долж-
на аккумулировать все неучтенные параметры. Крагель-

ский И. В. [3] построил наиболее общую и адекватную 
теорию трения твердых тел. Поскольку коэффициент 
трения нелинейно зависит от большого количества фак-
торов, результат расчета имеет скорее оценочные данные 
и применяется на этапе проектирования.

Поэтому для прочности соединения с натягом всег-
да проводят экспериментальную проверку. Исследова-
нием прочности, в зависимости от различных факто-
ров, занимались Арпентьев Б. М. [4], Святуха А. А. [5] 
а также Sen S. [6]. Исследования проводились с пла-
нированием экспериментов, получены графические 
зависимости прочности.

Последнее время авторы используют метод ко-
нечных элементов для расчета и прогнозирования 
прочности соединения с натягом. Boutoutaou H. [7] 
исследовал сборку соединений с нагревом с погреш-
ностями геометрии. Chakherlou T. N. [8] исследовал, 
как соединения с натягом выдерживают сопротивле-
ние усталости. Mucha J. [9] занимался исследованием 
прочности тонкостенных соединений с натягом.

Однако такой подход позволяет оценить прочность 
соединения «в среднем», и не дает оценку гаранти-
рованной прочности для партии изделий. Даже имея 
результаты экспериментов, известные авторам модели 
не дают точный прогноз относительно гарантирован-
ной прочности и возможного уровня нагрузки, при 
которой произойдет разрушение соединения. Чаще 
всего для обработки результатов экспериментов при-
меняется закон нормального распределения, который 
по физическим соображениям не подходит, поскольку 
не имеет ограничения снизу.
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3. Цель и задачи исследования

Цель исследования состоит в разработке вероят-
ностной модели прочности цилиндрических соедине-
ний с натягом, позволяющей оценить максимальную 
величину нагрузки, допустимой при отсутствие сдви-
га; в нахождении метода оценок параметров данной 
модели по результатам малого количества экспери-
ментов; в создании методики расчёта основных по-
казателей прочности цилиндрических соединений с 
натягом.

Для достижения поставленной цели решались сле-
дующие задачи:

– предложить вероятностную трехпараметрическую 
модель прочности соединения с натягом на сдвиг, кото-
рая содержит конечную нижнюю границу прочности;

– найти оценки параметров данной модели и дать 
методику их вычислений по малой выборке;

– проверить, что предложенная модель прочности 
адекватна истинной и может быть применима для ре-
шения практических задач;

– опробовать модель на результатах экспериментов 
по прочности соединений вал-втулка с натягом и под-
твердить ее работоспособность.

4. Построение и применение вероятностной модели 
прочности

4. 1. Математическая модель прочности и оценки 
ее параметров 

Известно [3], что посадочные поверхности втулки и 
вала контактируют по отдельным контактным пятнам, 
расположенным в точках выступов шероховатости и 
группирующихся в областях выступов погрешности 
геометрии формы. Поэтому будем исходить из того, 
что какая-то элементарная поверхность содержит не-
которое контактное пятно.

Пусть ∆Si – некоторая элементарная площадь кон-
такта вала с втулкой. Предположим, что возможно 
такое разбиение всей зоны контакта ∆Si<<S, где S – 
вся зона контакта вала к втулке, которая содержит не 
только контактные пятна. Каждое из этих контактных 
пятен дает сопротивление на сдвиг и эти сопротивле- 
 
ния различны. Заметим, что 

=

∆ ≤∑
m

i
i 1

S S, где m – число  
 
элементарных площадок.

Введём плотность распределения f(p/Si) нагрузки 
P, достаточной для сдвига этой площадки ∆Si. Тогда 
функция распределения нагрузки P на сдвиг элемен-
тарной площадки ∆Si имеет вид:

= ∆∫
0

p

i i
p

F(p / S ) f(p / S )dp,

где 0p  – нижний порог нагрузки P, при котором проис-
ходит сдвиг площадки  ∆Si.

Так как площадки ∆Si, содержащие контактные 
пятна, дающие сопротивление на сдвиг, изолирова-
ны друг от друга, все элементарные площадки мож-
но считать статистически независимыми. Сдвиг вала 
становится возможным тогда, когда все площадки ∆Si 

сдвинутся. В этом случае должна произойти нагрузка, 
равная максимуму из случайных величин нагрузок  
P1, P2,…,Pm сдвига площадок ∆Si (i=1, 2,…m). В этом слу-
чае функция распределения случайной величины на-
грузки на всю контактную поверхность будет иметь вид:

=

= ∆∏
m

i
i 1

F(p) F(p / S ),

где случайная величина 
≤ ≤

= i1 i m
P maxP .

 
Если принять, что все случайные величины нагрузки 
на сдвиг P1, P2,…,Pm имеют одинаковое распределение 
Fv=(p) для каждой элементарной площадки, то будем 
иметь:

= m
vF(p) F (p) .

Функцию распределения F(p) в точке контакта экс-
периментально определить практически невозможно. 
Число зон контакта также неизвестно, но известно, 
что их количество достаточно велико [3]. Можно пред-
положить, что в соединении количество контактных 
зон пропорционально площади контакта S и натягу в 
соединении.

Применим асимптотическое распределение экс-
тремальных значений для наибольших значений. Оно 
предполагает, что количество контактных зон → ∞m . 
Произвольное распределение случайной величины P, 
даже после соответствующей нормировки, не всегда 
обладает предельным распределением. Как показал 
Гнеденко Б. В. [10], только в трех случаях может су-
ществовать предельное распределение. Из этих трех 
распределений физически адекватно только одно, ког-
да случайная величина P>0. Этим распределением 
является распределение вида:

                                     
если

1/

0, p 0, 0,
F(p)

exp( p ), p 0.− α

≤ α >= 
− >

                                     
если

В общем случае, введя параметры сдвига и масшта-
ба, данная случайная величина P нагрузки на сдвиг 
вала имеет функцию распределения:

                                                      
если

1/

0

0, p 0, 0,

F(p) p p
exp , p 0.

− α

≤ α >
  =  − − >    β  

                                                      если
 

(1)

где α  – параметр формы, β – масштабный параметр, 
p0 – параметр сдвига.

Из (1) можно получить модель нагрузки на сдвиг 
вала от действия случайной нагрузки P на весь вал:

                                                                    если
                                                

     если
1/ 1 1/

0 0

f(p)

0, p 0, 0,

p p p p1
exp , p 0.

− α− − α

=
≤ α >

  =    − − − >      αβ β β    
           

(2)

Для данной модели (2) математическое ожидание 
случайной величины Р имеет вид:
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= − βΓ − α0M(P) p (1 ),   (3)

где Γ ν( )  – гамма функция [11].
Дисперсия этой величины для данной модели име-

ет вид:

 = −β Γ − α + Γ − α 
2 2D(P) (1 2 ) (1 ) . (4)

Математическое ожидание первой порядковой ста-
тистики [12] выборки объёма n определяется по фор-
муле:

n 1

1:n 0 H H
0

M p n pf (p) 1 F (p) dp,
∞

−
= + β −  ∫  (5)

где FH(p) и fH(p) – нормированные функция распреде-
ления F(p) и плотности распределения f(p), вычислен-
ные при значениях параметров p0=0 и β = 1.

Выражение (5) вычисляется просто, если приме-
нить формулу бинома Ньютона:

−
−

=

−
− = −   − −∑

n 1
n 1 i i

н н
i 0

(n 1)!
1 F (p) ( 1) F (p)

(n i 1)!i!
.

В этом случае

∞
−= − + Γ − α∫ i a 1

н н
0

Cpf (p)F (p)dp C(i 1) (1 ).

Величина − 2
1:nD(P) / (M(P) M )  зависит только от 

параметра формы α.  Оценка этой величины может 
иметь вид: −2 2

(1)S / (p p ) , где (1)p  – наименьшее выбо-
рочное значение нагрузки на сдвиг, p – средняя вели-
чина нагрузки на сдвиг и 2S  – исправленная выбороч-
ная дисперсия нагрузки на сдвиг.

Приравнивая эту величину к её оценке, находим оцен-
ку параметра α . Подставляя в формулу (4) найденное α  
и вместо D(P)  – найденное значение по результатам экс-
периментов 2S , получим уравнение, содержащее только β2.  
Решение данного уравнения позволяет оценить квадрат 
масштабного параметра β2, а затем и сам параметр β. 

Так как оценкой математического ожидания первой 
порядковой статистики (5) объёма n может служить 
наименьшее выборочное значение (1)p ,  то, приравни-
вая 1:nM  к (1)p , и подставляя найденные α  и β, находим 
оценку параметра сдвига 0p . Необходимо помнить, что 
при β > 0 выражение − >0p p 0, а, значит, и − >(1) 0p p 0. 
Поэтому обязательно нужно в (4) учитывать знак.

Имея оценки параметров модели (2), можно прово-
дить анализ полученной модели и решать ряд практи-
ческих задач. Исследование с помощью чувствитель-
ной характеристики к модели λ -характеристики [13] 
λ = −f(p) / (1 F(p)) показали, что эмпирические и тео-
ретические λ -характеристики имеют максимум, что 
говорит об адекватности полученной модели прочно-
сти на сдвиг. Полученные оценки позволяют оценить 
прочность соединения на сдвиг по формуле:

− α  −
= − −   β  

1/

0p p
L(p) 1 exp . (6)

Зная оценки параметров предложенной модели 
прочности на сдвиг, можно решать различные задачи, 
связанные с прочностью. Так, например, задачу нахож-

дения нижнего порога прочности 0p  и гамма-процент-
ной прочности γp  при заданных значениях гарантии γ .

4. 2. Методика расчёта показателей прочности ци-
линдрических соединений с натягом на сдвиг

Полученные теоретические результаты позволяют 
создать методику расчёта основных показателей проч-
ности цилиндрических соединений на сдвиг. Оценки па-
раметров модели (6) определим по следующей методике:

1. Проводятся испытания на сдвиг цилиндриче-
ских соединений для одинаковых изделий, изготов-
ленных по одинаковой технологии, в количестве от 5 
до n штук.

2. По результатам испытаний находится средняя  
 
нагрузка 

=

= ∑
n

i
i 1

1
p p

n
, где pi – результат нагрузки, при  

 
которой происходит сдвиг.

3. Находится минимальный результат нагрузки на 

сдвиг 
≤ ≤

=(1) 1 2 n1 i n
p min(p ,p ,...,p ).

4. По результатам испытаний находится исправ-
ленная выборочная дисперсия нагрузки на сдвиг 
 
 

=

= −
− ∑

n
2 2

i
i 1

n
S (p p)

n 1
.

5. Находится величина статистики =
−

2
2

2
(1)

S
T

(p p )
.

6. Определяется оценка a параметра α из решения  
 
уравнения 

− α

=

− Γ − α + Γ − α
=

 
− − + − Γ − α 

 
∑

2
2

2n
n 1 n i 2

n
i 2

[ (1 2 ) (1 )]
T

( 1) (n 1) ( 1) C i (1 )

. 

7. По найденному α  находится оценка параметра β 
 

 β = − Γ − α + Γ − α 


 

2 2S / (1 2 ) (1 ) .
 

    8. Определяется оценка параметра p0 из формулы 
= + βΓ − α



0p p (1 ), где α  и β  – найденные оценки.
В системе MAPLE составлена программа, позволя-

ющая находить оценки параметров модели (6).
Оценка параметра  0p  даёт нижний порог прочности 

изделия, т. е. ту величину нагрузки P, при которой уже 
может возникнуть сдвиг цилиндрического соедине-
ния, и меньше которого сдвига не будет.

Расчёт гамма-процентной прочности γp  определя-
ется при заданной гарантии γ  по формуле:

−α
γ = − β − γ





0p p ln (1 ). (7)

4. 3. Результаты экспериментов по осевой проч-
ности цилиндрических соединений с натягом и их 
обработка

В процессе эксперимента были изготовлены, изме-
рены, скомплектованы, собраны тепловой сборкой, а 
затем распрессованы 11 соединений с натягом, имею-
щих номинальный диаметр Ø 60 мм и длину 70 мм [14]. 

Для разборки экспериментальных соединений ис-
пользовался пресс Р50. Запись диаграммы распрессов-
ки проводится на миллиметровую бумагу через вхо-
дящую в состав пресса систему. Посадочные размеры 
и полученная в результате экспериментов прочность 
экспериментальных соединений приведена в табл. 1.
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Таблица 1

Результаты комплектования и прочность при распрессовке 
экспериментальных образцов

№
Средний  

диаметр вала, мм
Средний  

диаметр втулки, мм
Натяг, мм

Прочность, 
кН

1 60,112 60,070 0,0427 157

2 60,113 60,074 0,0392 176

3 60,110 60,067 0,0432 137

4 60,111 60,069 0,0423 152

5 60,112 60,069 0,0432 107

6 60,118 60,078 0,0393 103

7 60,117 60,076 0,0408 87

8 60,104 60,067 0,0372 136

9 60,097 60,067 0,0303 132

10 60,114 60,074 0,0393 115

11 60,111 60,067 0,0433 147

По полученным результатам испытаний на 
сдвиг и предложенной методике оценки параме-
тров модели (6), были найдены оценки параметров 
p0=72 кН, β = 27 кН, α = 0,6.

На рис. 1, а представлена кривая прочности соеди-
нения вала и втулки при заданных параметрах модели 
(6). Нагрузка, при которой может произойти сдвиг,  
p0=72 кН. 

Пользуясь (7), находим гамма-процентную проч-
ность соединения при γ = 0,95. Получим γ =p 85,98

 
кН. 

Таким образом, гарантированная 95 % прочность 
на сдвиг равна 86 кН. Это значит, что не меньше 
95 % изделий выдержат нагрузку 85 кН. Используя 
модель (6), можно найти функцию интенсивности 
отказовλ =(p) f(p) / L(p), график которой приведён на 
рис. 1, б.

Исследования показали, что модель (6) имеет мак-
симум интенсивности отказов λ(p) при полученных 
оценках параметров модели, что имеет физическое 
подтверждение получаемого процесса однородного из-
готовления соединения.

5. Преимущества и недостатки предложенной модели

Предложенная вероятностная модель прочности со-
единения с натягом трехпараметрическая, и величина P 
нагрузки на сдвиг зависит от: α – параметра формы, β – 
масштабного параметра, p0 – параметра сдвига. С одной 
стороны, у предложенной модели больше параметров, 
чем у общеупотребительной двухпараметрической мо-
дели нормального распределения. Параметры модели 
вычисляются несколько сложнее, чем у нормального 
распределения. С другой стороны, предложенная мо-
дель имеет весомое преимущество: плотность распреде-
ления ограничена снизу. Это согласуется с физическим 
смыслом расчета прочности соединения с натягом: не-
обходимо найти предельное значение нагрузки, которое 
выдержат все годные соединения. Именно возможность 
определить силу, ниже которой не будет разрушения 
соединения и есть наиболее важным преимуществом 
предлагаемой модели прочности. Вторым весомым пре-
имуществом модели является ее применимость к слу-
чаям с малым количеством экспериментов.

Понятно, что чем больше сила, тем более вероят-
но, что соединение выйдет из строя. В предложенной 
модели при заданной гарантии γ  можно определить 
прочность γp . Это значит, что доля изделий не меньше 
γ  выдержит нагрузку γp .

Пример построения кривой прочности соединения 
с натягом и кривой интенсивности отказов соединения 
согласуются с экспериментальными данными. Это 
свидетельствует о применимости методики расчёта 
показателей прочности на сдвиг для цилиндрических 
соединений с натягом.

В дальнейших исследованиях следует проверить 
возможность использования предложенной модели 
при расчете прочности на проворачивание.

6. Выводы

Предложена вероятностная 
трехпараметрическая модель 
прочности соединения с натя-
гом на сдвиг. Данная модель, 
в отличие от общепринятых, 
позволяет определить нижнюю 
границу прочности. 

Найдены оценки всех трёх 
параметров данной модели и 
дана методика их вычислений. 
Методика применима к малым 
выборкам и позволяет получить 
оценку гамма-процентной проч-
ности. 

С помощью λ-характеристи-
ки показано, что предложенная 
модель прочности адекватна ис-
тинной и может быть применима 
для решения практических задач.

Модель опробована на ре-
зультатах экспериментальных данных по прочности 
соединений вал-втулка с натягом и подтверждена ее 
работоспособность. В частности показано, что интен-
сивность отказов имеет максимум, согласовывающий-
ся с экспериментальными данными. 

  
а                                                                          б 

 
Рис. 1. Кривая прочности (а) и интенсивности отказов (б) соединения с натягом при 

значениях параметров p0=72 кН, β=27 кН, α=0,6
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