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Встановлено, що підпорядковане включення 
релейних регуляторів положення забезпечує високі 
динамічні показники якості процесів керування 
багатомасовими електромеханічними система-
ми. Показано переваги релейних систем управлін-
ня зі змінною амплітудою керуючого впливу, яка 
визначається в результаті застосування на етапі 
синтезу інтервальних обчислень. Запропоновано 
метод визначення змінного стабілізуючою зворот-
ного зв’язку для замкнутої релейної системи друго-
го порядку
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Установлено, что подчиненное включение релей-
ных регуляторов положения обеспечивает высо-
кие динамические показатели качества процессов 
управления многомассовыми электромеханиче-
скими системами. Показаны преимущества релей-
ных систем управления с переменной амплитудой 
управляющего воздействия, которая определяется 
в результате применения на этапе синтеза интер-
вальных вычислений. Предложен метод определе-
ния переменной стабилизирующей обратной связи 
для замкнутой релейной системы второго порядка
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1. Введение

Современный уровень развития промышленности 
предъявляет жесткие требования к траекториям дви�-
жения технических объектов независимо от условий 
их функционирования. Поэтому современные систе-
мы управления должны обеспечивать движение по 
заданным траекториям и компенсировать все возмож-
ные отклонения от этих траекторий.

Для транспортных средств одной из таких неиде-
альностей является конечная жесткость кинематиче-
ской передачи, которая снижает запас устойчивости 
и является источником упругих колебаний. В лучшем 
случае такие колебания являются неприятным факто-
ром, сопутствующим движению, в худшем – могут вы-
звать аварийные ситуации. В обоих случаях использо-
вание классических систем управления не позволяет 
компенсировать возникающие упругие колебания, а, 
следовательно, затрудняет формирование желаемых 
траекторий движения.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Основным подходом, на котором базируются из-
вестные отечественные [1–4] и зарубежные [5, 6] мето-
ды компенсации упругих колебаний в механической 

передаче, является синтез системы управления исходя 
из предположения, что объект управления представ-
ляет собой ряд сосредоточенных масс, соединенных 
упругими связями. Преимуществами указанного по-
хода являются:

– возможность формирования траекторий движе-
ния каждой массы путем воздействия на одну из них [7];

– возможность активного демпфирования упругих 
колебаний при помощи специальных демпфирующих 
устройств, установленных параллельно упругим эле-
ментам [8].

Ввиду простоты реализации наибольшее примене-
ние последний способ получил в системах подрессори-
вания транспортных средств [8–10]. Используемые при 
этом регуляторы синтезируются путем решения задачи 
АКР [8] или на основе наперед заданных баз правил [9], 
реализуют нейро-нечеткие законы управления. 

Общим недостатком известных работ являются 
невысокие динамические показатели качества процес-
сов управления, обусловленные экспоненциальными 
траекториями движения объекта управления, и повы-
шенное энергопотребление, вызванное реализацией в 
замкнутых системах активной компенсации скользя-
щего режима первого порядка. Этот фактор оказывает 
существенное влияние на длительность автономного 
функционирования транспортных средств, которая 
может быть увеличена путем перехода от скользящих 
режимов первого порядка к скользящим режимам 
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высоких порядков [11, 12]. Однако известные методы 
анализа и синтеза систем разрывного управления, в 
которых реализуются скользящие режимы высоких 
порядков, разработаны для детерминированных си-
стем, в то время как системы активной компенсации 
упругих колебаний транспортных средств при дви-
жении по неровной поверхности имеют хаотическую 
динамику [13]. 

Все сказанное выше обуславливает необходимость и 
актуальность комплексного рассмотрения системы ста-
билизации положения подрессоренной массы с позиций 
обеспечения высокой точности воспроизведения задан-
ных траекторий при пониженном энергопотреблении.

3. Цель и задачи исследования

Целью настоящей работы является разработка ме-
тода синтеза замкнутой электромеханической упру-
го-диссипативной системы активной компенсации 
упругих колебаний подрессоренной массы автономно-
го транспортного средства.

Для достижения поставленной цели в работе реше-
ны следующие задачи:

– осуществлено преобразование уравнений дина-
мики объекта управления в форму Бруновского;

– разработан метод определения переменной ста-
билизирующей обратной связи для замкнутой релей-
ной системы второго порядка. При помощи указанного 
метода выполнен синтез релейного регулятора поло-
жения подрессоренной массы с переменной стабили-
зирующей обратной связью по скорости;

– выполнена структурная реализация синтезирован-
ных алгоритмов в различных фазовых пространствах. 

4. Преобразование уравнений движения системы к 
форме Бруновского

Рассмотрим двухмассовую электромеханическую 
систему активного демпфирования упругих колеба-
ний подрессоренной массы, расчетная кинематиче-
ская схема которой показана на рис. 1.

Рис. 1. Расчетная кинематическая схема

Уравнения движения рассматриваемой системы 
имеют вид [17]
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где m1 – масса колеса; m2 – подрессоренная масса;  
ξ – вертикальное перемещение массы m1 колеса отно-
сительно ее положения равновесия; C1 – коэффици-
ент жесткости шины; 2C  – коэффициент жесткости 
упругого элемента подвески; 1K  – коэффициент демп-
фирования шины; q – переменная высота неровности 
дороги под колесом; z  – вертикальное перемещение 
подрессоренной массы 2m  относительно положения 
равновесия; eF  – усилие, создаваемое электромехани-
ческим амортизатором; p d / dt=  – оператор дифферен-
цирования.

Вводя новые координаты 

1 2v p ; v pz= ξ = ,	 (2)

представим систему (1) в нормальной форме:
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или, считая, что скорость изменения неровности доро-
ги под колесом определяется некоторой неизвестной 
функцией 1f , т. е.

1pq f= 	 (4)

окончательно получим:
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Считая, что выходной переменной является пере-
мещение z, а управляющим воздействием – усилие Fe, 
для объекта (5) выполним преобразование обратной 
связью по выходу [18] и определим новое управляющее 
воздействие 

( )2
e

2 2

C 1
V z F

m m
= − − ξ + .	 (6)

Управляющее воздействие (6) позволяет упростить 
уравнения (5), представив их в форме Бруновского 

2 2pz v ; pv V= = .	 (7)

Анализ уравнений (7) и (5) позволяет сделать вы-
вод, что использование в управляющем воздействии 
(6) обратной связи по перемещению массы m1 позво-
ляет исключить из рассмотрения динамику колеса, 
и тем самым снизить порядок объекта управления. 
Недостатком такого подхода является зависимость 
управляющего воздействия (6) от параметров объ-
екта управления, которая не позволяет организовать 
управление, инвариантное к действию параметриче-
ских возмущений. 

Устранить этот недостаток можно путем синтеза 
управляющего воздействия для объекта, параметры 
которого принимают значения из некоторых интер-
валов
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2 2min 2max 2 2min 2maxC c ,c ; m m ,m= =       ,	 (8)

где 2min 2maxc ,c  и 2min 2maxm ,m  – минимальные и макси-
мальные значения коэффициент жесткости упругого 
элемента подвески и подрессоренной массы соответ-
ственно.

Подстановка в управляющее воздействие (6) ин-
тервалов (8) и использование методов интервальных 
вычислений [19] позволяет определить минимальное 
и максимальное значения управляющего воздействия, 
подаваемого на объект управления (5)

( )
( )

emin 2min 2min
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Неопределенность параметров объекта управ-
ления (5), заданная интервалами (8), аналогична 
неопределенности положения изображающей точки, 
характеризующей движение динамической системы 
вдоль линии переключения релейной системы [18]. 
Скользящий режим, возникающий при таком движе-
нии, сопровождается бесконечно частыми переклю-
чениями релейного элемента из одного положения в 
другое. 

Используя указанную выше аналогию, можно 
утверждать, что для обеспечения инвариантности 
объекта (5) к изменению параметров необходимо ор-
ганизовать скользящий режим, при котором управля-
ющее воздействие eF  принимает значения, заданные 
выражениями (9). Такой скользящий режим можно 
сформировать, если потребовать, чтобы переключе-
ния управляющего воздействия eF  компенсировали 
первое слагаемое второго уравнения системы (5). В 
силу второго уравнения системы (5) и управляющего 
воздействия (6) математически указанное требование 
можно сформулировать следующим образом

2

V
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p
→

	
(10)

или 
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− →∫ .	 (11)

Обозначив правую часть выражения (11) следую-
щим образом

2
0

S Vdt v
∞

= −∫ ,	 (12)

запишем уравнение линии переключения

S=0	 (13)

и алгоритм регулятора
                      

при                   
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С учетом выражений (9) и (12) алгоритм (14) при-
мет вид
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(15)

Проводя аналогию с классическими системами 
разрывного управления, можно утверждать, что алго-
ритм управления (15) минимизирует на траекториях 
движения (5) интегральный функционал

Анализируя алгоритм (15) и функционал (16), мож-
но утверждать, что задача преобразования обратными 
связями по выходу для объекта с неопределенными 
или не полностью определенными параметрами мо-
жет быть сведена к задаче слежения, при которой 
самая внутренняя регулируемая координата должна 
изменяться по траектории, определяемой в результате 
интегрирования нового управляющего воздействия . 

В отличие от известных алгоритмов разрывного управ-
ления, алгоритм (15) формирует разрывное управляющее 
воздействие переменной амплитуды, что позволяет отне-
сти его к алгоритмам, формирующим скользящий режим 
второго порядка. Использование управляющего воздей-
ствия (15) позволяет рассматривать отдельно динамику 
подрессоренной массы и динамику колеса. 

5. Синтез управляющего воздействия, 
стабилизирующего положение подрессоренной массы

Использование синтезированного ранее управля-
ющего воздействия (15) позволяет упростить матема-
тическое описание подвески автомобиля и свести его к 
уравнениям (7). Необходимо отметить, что использова-
ние уравнений (7) позволяет абстрагироваться от при-
роды объекта управления. Это создает предпосылки 
для рассмотрения целого класса динамических объек-
тов, уравнения динамики которых описываются систе-
мой дифференциальных уравнений второго порядка. 

Синтез управляющего воздействия, стабилизиру-
ющего координату z объекта управления (7), будем 
осуществлять из условия минимизации интегрального 
функционала вида [17]

*
max 2 2

0

I V z z w v dt
∞

= − −∫ ,	 (17)

который минимизируется на траекториях движения 
системы (7) управляющим воздействием [7]

( )*
max 2 2V V sign z z w v= − − .	 (18)

Алгоритм управления (18) и функционал (17) со-
держат неизвестный параметр w2, который, являясь 
коэффициентом стабилизирующей обратной связи, 
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определяет запас устойчивости замкнутой системы. 
Таким образом, синтез системы управления обобщен-
ным динамическим объектом второго порядка вообще 
и системы стабилизации вертикального перемещения 
подрессоренной массы в частности может быть сведен 
к определению неизвестного коэффициента w2.

Известные методы синтеза систем разрывного 
управления позволяют синтезировать управляющее 
воздействие с линейной линией переключения

*
2 2S z z w v 0= − − = , 2w const= .	 (19)

Наличие постоянного коэффициента w2 в уравне-
нии линии переключения приводит к дополнительно-
му демпфированию системы и, как следствие, к сниже-
нию ее быстродействия.

В настоящей работе предлагается формировать 
коэффициент w2 в зависимости от координат объекта 
управления из условия обеспечения желаемого запаса 
устойчивости. В этом случае коэффициент w2 стано-
вится переменным и для его определения разработан 
метод синтеза замкнутых электромеханических си-
стем второго порядка, который базируется на корне-
вых методах теории автоматического управления [15]. 

Сущность разработанного метода заключа-
ется в анализе характеристических уравнений 
нелинейных замкнутых систем второго поряд-
ка как уравнений с переменными коэффици-
ентами. В отличие от известных методов [15], 
предложенный метод позволяет синтезировать 
нелинейные законы управления, независящие 
от параметров объекта управления.

Для нелинейной системы второго порядка синтез 
переменного коэффициента стабилизирующей обрат-
ной связи в соответствии с предложенным методом 
осуществляется следующим образом:

1. Вводится переменный коэффициент усиления 
нелинейного регулятора g, который определяется за-
висимостью

max
*

2 2

V
g

z z w v
=

− −
,	 (20)

и позволяет представить алгоритм управления (20) в 
виде, аналогичном линейному

( )*
2 2V g z z w v= − − .	 (21)

2. Управляющее воздействие (21) подставляется в 
уравнения движения (7) 

( )*
2 2 2 2pz v ; pv g z z w v= = − − 	 (22)

и определяется характеристическое уравнение замкну-
той системы с переменным коэффициентом усиления g

( ) 2
2D p gw g 0= λ + λ + = ,	 (23)

где λ  – корни характеристического уравнения.
3. Задается такое желаемое характеристическое 

уравнение с переменными коэффициентами

( )* 2
1 0D p a a 0= λ + λ + = ,	 (24)

при котором выполняется условие

0a g= .	 (25)

4. В силу условия (25) приравниваются вторые 
слагаемые полиномов (23) и (24) и определяется неиз-
вестный коэффициент w2

1
2

a
w

g
= .	 (26)

С учетом переменного коэффициента (20) зависи-
мость (26) примет вид

*1
2 2 2

max

a
w z z w v

V
= − − .	 (27)

Зависимость (27) можно представить следующим 
образом

*1
2 2 2

max

a
w z z w v 0

V
− − − = .	 (28)

Аналитическое решение нелинейного уравнения 
(28) имеет вид

Анализ выражения (29) позволяет обобщить его 
следующим образом

1
2

max
1 2 max

1 2 max

a (z* z)
w

V  (z z*)
a v V sign

a v V

−
=

 −+  − 

.	 (30)

Подставив коэффициент (30) в алгоритм управле-
ния (18), получим

* 1 2
max

max
1 2 max

1 2 max

a (z* z)v
V V sign z z

V  (z z*)
a v V sign

a v V

 
 − = − −  −+  −  

. 	 (32)

В отличие от известных алгоритмов разрывного 
управления [7, 8, 14, 15], алгоритм (32) характеризует-
ся наличием переменной стабилизирующей обратной 
связи по скорости подрессоренной массы. Наличие 
такой обратной связи обеспечивает дополнительную 
форсировку системы второго порядка и за счет этого 
повышает ее быстродействие. Поскольку для синте-
за управляющего воздействия (32) использовались 
уравнения в форме Бруновского, то это управляющее 
воздействие может использоваться при построении 
систем разрывного управления широкого класса ди-
намических объектов 2-го порядка. Необходимо от-
метить, что использование предложенного метода не 
ограничивается синтезом разрывных управлений и, 
в зависимости от переменного коэффициента (20), 
позволяет синтезировать широкий класс нелинейных 

max max1

1 2 max 1 2 max 1 2 max
2

max max1

1 2 max 1 2 max 1 2 max

V  (z z*) V  (z z*)a (z* z)
при 0 и 0;

a v V a v V a v V
w

V  (z z*) V  (z z*)a (z* z)
при 0 и 0.

a v V a v V a v V

− −− ≤ ≥ − − +=  − −− > <
 + − +

(29)
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управляющих воздействий, определение которых вы-
ходит за рамки настоящей статьи.

6. Структурная реализация синтезированной системы 
управления.

Синтезированные ранее управляющие воздей-
ствия (32) и (15) определяют классическую подчи-
ненную систему релейного управления, состоящую из 
контуров регулирования скорости и положения. При-
чем регулятор скорости РС формирует управляющее 
воздействие (15) и подчинен регулятору положения 
РП, формирующему управляющее воздействие (32). 

Необходимо отметить, что управляющие воздей-
ствия (15) и (32), использующие информацию о ско-
рости v2, не являются единственно возможными, и в 
соответствии с первым уравнением системы (5) могут 
быть приведены к следующему виду

( )

( )

2min 2min
0

e

2max 2max
0

d
m V c z Vdt z 0;

dt
F

d
m V c z Vdt z 0

dt

∞

∞


+ − ξ − <

= 
 + − ξ − >

∫

∫
	

(33)

и

соответственно.
Алгоритмы (33) и (34) в отличие от алгоритмов (15) и 

(32) используют информацию только о вертикальном пе-
ремещении подрессоренной массы, что позволяет умень-
шить число датчиков, сигналы с которых поступают на 
входы соответствующих регуляторов системы управле-
ния, тем более что измерение координаты v2 вообще гово-
ря является нетривиальной задачей.

Анализ алгоритмов (15) и (33) показывает зависи-
мость амплитуды формируемого в соответствии с ними 
управляющего воздействия от перемещений колеса и под-
рессоренной массы. Эта зависимость позволяет в полной 
мере компенсировать возможные отклонения скорости 
перемещения подрессоренной массы от заданного значе-
ния. Причем формирование регулятором управляющего 
воздействия переменной амплитуды улучшает энергети-
ческие характеристики системы и снижает ее энергопо-
требление, однако в ряде случаев, когда имеется доста-
точно мощный источник энергии, указанная зависимость 
может являться избыточной. В этом случае алгоритм (33) 
соответствующим выбором интервалов параметров объ-
екта может быть представлен следующим образом

2min
0

e

2max
0

d
m V Vdt z 0;

dt
F

d
m V Vdt z 0.

dt

∞

∞


− <

= 
 − >

∫

∫

	

(35)

Считая, что управляющее воздействие V является 
разрывной кусочно-непрерывной функцией и 

2min 2maxm m= − , алгоритм (35) можно записать в виде

e 2max
0

d
F m Vsign Vdt z

dt

∞ 
= −  ∫ .	 (36)

Приведенные выкладки показывают, что синтези-
рованная система управления является разновидно-
стью релейной системы, которая отличается от клас-
сических разрывных систем переменной амплитудой 
управляющего воздействия. В случае достаточного 
запаса энергии эта система путем последовательных 
преобразований алгоритма регулятора может быть 
приведена к классической релейной системе, состоя-
щей из двух контуров регулирования.

7. Математическое моделирование синтезированных 
структур

Результаты математического моделирования си-
стемы стабилизации положения подрессоренной мас-
сы, реализующей алгоритмы (33) и (34), приведены на 
рис. 2 (кривая 1). Для сравнения на этом же рисунке 
кривой 2 показаны результаты моделирования замкну-
той системы, в которой реализуется алгоритм управле-
ния (36) и кривой 3 – внешнее возмущающее воздейст- 
вие q. Моделирование выполнено при следующих па-
раметрах модели: m1=100 кг, m2=1000 кг, C1=1000 кг/с2, 
C1=10000 кг/с2, K1=0.1 кг/с, q=0.2sin(0.3t) м, z*=0.

Рис. 2. Результаты математического моделирования 
синтезированных систем

Сравнение приведенных на рис. 2 графиков позво-
ляет сделать вывод, что релейная система управления 
с переменной амплитудой управляющего воздействия 
позволяет существенно снизить ошибку регулирова-
ния за счет автоматического формирования допол-
нительных форсирующих воздействий. Ошибка ре-
гулирования в такой системе не превышает 0.05 % от 
амплитуды возмущающего воздействия, что в 10 раз 
меньше чем в классической релейной системе.

8. Выводы

1. Использование предложенного в работе подхода 
позволяет без сложных математических преобразова-
ний приводить уравнения движения произвольного 
динамического объекта к форме Бруновского, которую 

* 1
max

max
1 max

1 max

a (z* z) d
V V sign z z z (34)

dt
V  (z z*)d

a z V sign
ddt a z V
dt

 
 
 
 

− = − −  
 −  −   +    

при

при

при

при
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удобно использовать при синтезе модального регу-
лятора и его разновидностей. Причем использование 
интервального исчисления позволяет учесть неточно-
сти определения и возможные изменения параметров 
объекта управления за счет организации в системе 
управления скользящего режима. Амплитуда синте-
зированного управляющего воздействия определяется 
текущими значениями координат объекта управления 
и интервалами значений его параметров.

2. Определение нелинейной стабилизирующей 
обратной связи осуществляется из условия биноми-
ального распределения траекторий движения корней 
характеристического уравнения замкнутой системы 
разрывного управления и поэтому обеспечивает ее 

асимптотическую устойчивость при любых значениях 
задающего воздействия. 

3. Синтезированные алгоритмы управления услов-
но можно разбить на две части, одна из которых обе-
спечивает движение по заданным траекториям, а вто-
рая совмещает производную регулируемой величины 
с управляющим воздействием, которое формируется 
первой составляющей. В зависимости от элементной 
базы, используемой для реализации синтезированных 
управляющих воздействий, соответствующие алго-
ритмы управления могут быть представлены в раз-
личных координатных базисах, которые определяют 
структуру регуляторов, необходимый набор датчиков 
и количество каналов обратных связей.
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