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Тривимірні рівняння теорії пружності приве-
дені до двовимірних шляхом розкладання шуканих 
функцій в ряди Фур’є за поліномами Лежандра 
відносно товщинної координати. Побудовано 
фундаментальне рішення отриманих рівнянь з 
використанням узагальненої теорії. Проведено 
чисельні дослідження, які демонструють зако-
номірності поведінки компонент напружено-де-
формованого стану пластин в залежності від 
пружних констант ізотропного матеріалу
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Трехмерные уравнения теории упругости при-
ведены к двумерным путем разложения иско-
мых функций в ряды Фурье по полиномам 
Лежандра относительно толщинной координа-
ты. Построено фундаментальное решение полу-
ченных уравнений с использованием обобщен-
ной теории. Проведены численные исследования, 
которые демонстрируют закономерности пове-
дения компонент напряженно-деформированно-
го состояния пластин в зависимости от упругих 
констант изотропного материала
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1. Введение

В современной технике широко используются ин-
женерные сооружения из тонкостенных конструктив-
ных элементов, подверженных значительным силовым 
воздействиям. Дополнительные трудности при расчете 
тонкостенных элементов конструкций вносит сосредото-
ченный характер силовых воздействий.

В работе для сведения трехмерной задачи для изотроп�-
ных пластин к двумерной используется метод разложения 
искомых функций в ряды по полиномам Лежандра от 
нормальной координаты. Этот подход позволяет учесть 
поперечные касательные и нормальные напряжения. На 
основе полученных с помощью этого подхода уравнений 
для изотропных пластин разработана методика расчета 
их напряженно-деформированного состояния (НДС) при 
действии сосредоточенных силовых воздействий.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Разработке методов построения фундаментальных 
решений (решений, соответствующих сосредоточенным 
воздействиям) уравнений теории упругих тонких пла-
стин и оболочек посвящено большое количество публика-
ций. Постановки задач, методы их решения и ряд конкрет-
ных результатов содержатся в монографиях и научных 
статьях С. А. Амбарцумяна [1], А. Л. Гольденвейзера [2], 

W. Flügge [3], S. Lukasiewicz [4], а также в ряде обзоров 
В. М. Даревского [5], Ю. П. Жигалко [6] и других.

Из анализа этих работ можно сделать вывод, что су-
ществует два подхода к построению фундаментальных 
решений уравнений тонких упругих пластин и оболочек.

Первый из них заключается в исследовании син-
гулярных решений однородных дифференциальных 
уравнений, соответствующих конкретному сосредото-
ченному воздействию.

Такой подход успешно применяли для сферической 
оболочки А. Л. Гольденвейзер [7], пологих сферических 
и цилиндрических оболочек И. Н. Векуа [8], E. Reissner 
[9], а затем для пологих оболочек двоякой кривизны – 
Н. А. Киль [10], R. Ganowicz [11], A. Jahanshahi [12].

Существенным недостатком такого подхода явля-
ется то, что для определения сингулярного решения, 
соответствующего конкретному сосредоточенному 
воздействию, необходимо удовлетворить системе ге-
ометрических и статических условий в окрестности 
особой точки. Иногда, особенно для несферических 
оболочек, это приводит к ошибочным результатам 
или же к решениям, содержащим лишние регулярные 
решения.

Второй подход приводит к решению дифферен-
циальных уравнений с правыми частями в виде дель-
та-функции Дирака. При этом применяются разнообраз-
ные методы построения фундаментальных решений. 
Наиболее типичные из них – методы интегральных 
преобразований Фурье – развиты в работах П. М. Ве-
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личко, Ю. А. Шевлякова, В. К. Хижняка, В. П. Шевченко 
[13–15], S. Lukasiewicz [16], J. Sanders [17], J. Simmonds [18].

Все эти методы были разработаны для изучения 
характера особенностей компонент напряженно-дефор-
мированного состояния пластин и оболочек или иссле-
дования прочности пластин и оболочек при локальных 
нагрузках.

Из приведенного краткого обзора видно, что для 
разработки методов решения граничных задач теории 
пластин и оболочек наиболее приемлемым является ме-
тод двумерного интегрального преобразования Фурье. 
Теория применения преобразования Фурье для реше-
ния уравнений в частных производных с постоянными 
коэффициентами изложена в работах В. С. Владими-
рова [19], Л. Шварца [20], Р. Эдвардса [21]. Этот метод 
позволяет свести систему разрешающих дифференци-
альных уравнений статики пологих пластин и оболо-
чек к системе алгебраических уравнений. После этого 
обратное преобразование Фурье восстанавливает фун-
даментальное решение. Методика обращения фунда-
ментального решения существенным образом зависит 
от вида рассматриваемой системы дифференциальных 
уравнений, поэтому в данной работе важное место от-
водится разработке методов обращения интегральных 
трансформант.

Таким образом, приведенные примеры иллюстрируют 
высокую эффективность методов фундаментальных ре-
шений для определения локального НДС тонких упругих 
пластин и оболочек с концентраторами напряжений.

Метод разложений по толщинной координате с ис-
пользованием полиномов Лежандра предложен в 1955 г. 
И. Н. Векуа [22]. Здесь проекционным способом полу-
чены дифференциальные уравнения равновесия (дви-
жения) призматических оболочек переменной толщины 
относительно моментов компонент напряжений. На ос-
нове закона Гука для изотропного тела путем умножения 
соответствующих равенств на полиномы Лежандра и 
интегрирования по толщинной координате составлены 
соотношения, связывающие моменты компонент напря-
жений. Дана формулировка граничных и начальных 
условий. Предложенный в [22] метод распространяется 
затем на тонкие пологие оболочки переменной толщи-
ны [13]. Более подробно рассмотрены случаи нулевого 
(N=0) и первого (N=1) приближений. Изучены вопросы 
существования и единственности решений граничных 
задач. Для первого приближения изложен способ по-
строения общих решений уравнений равновесия пла-
стин, цилиндрической и сферической оболочек [23].

Несколько позже (в 1959 г.) П. Чикала опубликова-
на работа [24], в которой метод разложения компонент 
напряжений и перемещений в ряды по полиномам Ле-
жандра используется для составления уравнений рав-
новесия оболочек вращения. При этом система диффе-
ренциальных уравнений, связывающая коэффициенты 
разложений компонент напряжений, получена из вари-
ационного принципа возможных перемещений. Вторая 
группа уравнений, устанавливающая связь между ко-
эффициентами разложений компонент напряжений и 
деформаций, выведена при помощи интегрирования по 
толщине соотношений закона Гука.

Для построения уравнений равновесия изотроп-
ных пластин В. В. Понятовским [25] используется ме-
тод (предложенный ранее Е. Рейсснером для случая 
линейного распределения напряжений по толщине пла-

стины), согласно которому тангенциальные компоненты 
напряжений представляются в виде рядов по полино-
мам Лежандра от толщинной координаты, а поперечные 
компоненты напряжений определяются из уравнений 
равновесия путем интегрирования их по нормальной 
координате с учетом граничных условий на лицевых пло-
скостях. После этого используется вариационный прин-
цип Кастильяно. Из вариационного уравнения следуют 
уравнения совместимости и соответствующие граничные 
условия. Предложенный в [25] метод применяется для 
вывода уравнений равновесия анизотропных [26] и тран-
сверсально-изотропных [27] пластин. Здесь же указыва-
ется способ интегрирования полученных уравнений.

Классическая теория Кирхгофа-Лява удовлетвори-
тельно описывает НДС сравнительно тонких изотроп-
ных пластин, но не учитывает явления, обусловленные 
сдвигами и обжатием. С другой стороны, решение задач 
теории упругости в трехмерной постановке приводит к 
значительным математическим трудностям. Поэтому 
вопрос построения уточненных теорий тесно связан с 
проблемой приведения трехмерных задач к двумерным.

Таким образом, исследование на базе уточненных 
теорий НДС изотропных пластин при действии сосре-
доточенных силовых воздействий является актуальным 
научно-технической задачей.

3. Цель и задачи исследования

Целью данного исследования является разви-
тие уточненной теории пластин, использующей метод  
И. Н. Векуа разложения неизвестных функций по поли-
номам Лежандра от поперечной координаты, примени-
тельно к задачам определения НДС изотропных пластин 
при действии сосредоточенных силовых воздействий. 

Достижение поставленной цели предусматривает:
– приведение трехмерных уравнений теории упру-

гости к двумерным путем разложения искомых функ-
ций в ряды Фурье по полиномам Лежандра относи-
тельно толщинной координаты;

– построение фундаментальных решений получен-
ных уравнений;

– исследование влияния упругих параметров на 
НДС пластины.

В работе использован метод аппроксимации пере-
мещений, напряжений и деформаций рядами Фурье 
по полиномам Лежандра от поперечной координаты 
для вывода двумерных уравнений теории упругости 
для изотропных пластин. Фундаментальное решение 
полученных уравнений найдено с помощью двумер-
ного интегрального преобразования Фурье и методи-
ки обращения, построенной с помощью специальной 
G-функции.

4. Материалы и методы исследований влияния упругих 
параметров на компоненты НДС изотропной пластины

4. 1. Основные соотношения и математическая 
формулировка задачи

Рассматривается изотропная пластина толщины 2h 
в прямоугольной декартовой системе координат x, y, z.

Пусть на пластину действует сосредоточенная сила 
F


, приложенная в начале координат (особой точке). 
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Сосредоточенную силу можно представлять как не-
которую абстракцию (конечную по величине силу), 
действующую на малый участок поверхности [28].

При решении задач о действии сосредоточенных 
сил искомое НДС считаем локальным, т. е. не распро-
страняющимся до линии внешнего контура пластины. 
Поэтому пластину считаем бесконечной и предполага-
ем, что искомые компоненты НДС стремятся к нулю на 
бесконечности. Справедливость данного предположе-
ния проверяется после решения задачи.

Математическая формулировка задачи содержит 
полную систему уравнений теории упругости без учё-
та граничных условий на краях реальной пластины. 
Система уравнений равновесия изотропных пластин 
на базе теории С. П. Тимошенко, описывающая НДС 
при изгибе, состоит из [29]:

• геометрических соотношений

x
x1e h

x
∂γ

=
∂

, 
yx

xy1e h
y x

∂γ ∂γ
= + ∂ ∂ 

, 

xz2 0
xz0 x

e w
e

5 x
∂

− = γ +
∂

, ( )x y→ ;	 (1)

• соотношений закона Гука

( )x x1 y1M D e e= + ν , ( )y y1 x1M D e e= + ν ,

xy1

1
H De

2
− ν

= ,
 

xz2
x xz0

e
Q e

5
 = Λ −  

,
 
( )x y→ ,

	
(2)

где 

2

2

2h E
D

3 1
=

− ν
, 

5hG
3

Λ = ;

• уравнений равновесия

x
x x

M H
Q m 0

x y
∂ ∂

+ − + =
∂ ∂

, y
y y

M H
Q m 0

y x

∂ ∂
+ − + =

∂ ∂
,	

yx
z

QQ
q 0

x y

∂∂
+ + =

∂ ∂
.	 (3)

Чтобы найти фундаментальное решение системы 
(1)–(3), компоненты вектора объёмной силы в форму-
лах (3) следует взять в виде

( ) ( )2 *
x xm x,y h m x,y= δ , ( ) ( )2 *

y ym x,y h m x,y= δ , 

( ) ( )2 *
z zq x,y h q x,y= δ ,

	
(4)

где ( )* * *
x y zm ,m ,q const, x,y= δ  – двумерная дельта-функ-

ция Дирака [19].

4. 2. Изложение метода исследования
Подставив геометрические соотношения (1) в соот-

ношения упругости (2) и перейдя в безразмерную си-
стему координат 1x x / h= , x2=y/h, x3=z/h, получим:

1 2
1 0

1 2

M D ,
x x

 ∂γ ∂γ
= + ν ∂ ∂   

2 1
2 0

2 1

M D ,
x x

 ∂γ ∂γ
= + ν ∂ ∂ 

1 2
0

2 1

1
H D ,

2 x x

 ∂γ ∂γ− ν
= + ∂ ∂ 

  0
1 0 1

1

w
Q ,

x

 ∂
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2 0 2

2

w
Q ,

x
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(5)где
 0 2 2

D 2 1
D ,

Eh 3 1
= =

− ν  0

5G
.

3E
Λ =

Безразмерные изгибающие и крутящий моменты 
определены в отношении к величине Eh2, а перерезы-
вающие силы – в отношении к величине Eh.

Переходя к безразмерным координатам, получим

1
1 1

1 2

M H
Q m 0,

x x
∂ ∂
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  2
2 2

2 1

M H
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x x
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1 2
3
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Q Q
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x x
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где ( )1 1 1 2m m x ,x= δ , ( )*
2 2 1 2m m x ,x= δ , ( )*

3 3 1 2q q x ,x= δ .
Решив указанную систему, получаем трансфор-

манты обобщенных перемещений:
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(7)

где ( )2 2 2
1 2 1 2p ; ,= ξ + ξ ξ ξ

 
– координаты точки в простран-

стве трансформант.
Применим преобразование Фурье к уравнениям 

закона Гука (5):

( )1 0 1 1 2 2M D i i ,= − ξ γ + ν ξ γ

   ( )2 0 2 2 1 1M D i i ,= − ξ γ + ν ξ γ

  	

( )0 2 1 1 2

1
H D i i ,

2
− ν

= ξ γ + ξ γ

   ( )2 0 2 2 0Q i w .= Λ γ − ξ


 	 (8)

Подставим ранее полученные трансформанты обоб-
щенных перемещений (7) в трансформанты изгибающих 
моментов, крутящего момента и перерезывающих сил (8):

3 2 2 2
* * * *1 1 2 1 1 2

1 1 1 3 24 2 2 4 4

i i1
M m 2m q m

2 p p (p 2,5) p p

 ξ ξ ξ ξ ξ ξ
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

2 3 2 2
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2 *
* *1 1 2 3 2

2 2 12 2 2 2 2

q i2,5
Q m m .

2 p (p 2,5) p (p 2,5) 2 p

 ξ ξ ξ ξ
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 (9)

Обозначим
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( ) 1 2
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(10)

Тогда изгибающие моменты, крутящий момент и 
перерезывающие силы в пространстве трансформант 
запишутся так

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

* * *
1 1 1 1 2 1 3 2 1 3 6 1 2

* * *
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
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Необходимо теперь обратить соотношения (11). 
Сначала найдём оригиналы функций (10) с использо-
ванием интегрального преобразования Фурье [30]
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Получим
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где Gn,v(rz) – специальная G-функция [31].
Применяя формулу обращения для двумерного ин-

тегрального преобразования Фурье (12) к трансфор-
мантам внутренних силовых факторов (11) и учитывая 
выражения (13), запишем выражения для M1, M2, H, 
Q1, Q2 в пространстве оригиналов
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(14)

Видим, что полученные выражения для моментов 
имеют сингулярности в виде логарифмической особен-
ности. Выражения для перерезывающих сил имеют ту же 
особенность, что и G-функция. Полученные решения мо-
гут быть в дальнейшем использованы как ядра интеграль-
ных представлений в задачах о равновесии пластин, ос-
лабленных дефектами типа трещин и тонких включений.

5. Результаты исследований влияния упругих 
параметров на НДС пластины с использованием 

разработанной методики

Для исследования особенностей НДС изотропных 
пластин при сосредоточенных силовых воздействиях 
положим: * * *

1 2 3m m q 1= = = .
Результаты расчетов представлены в безразмерной 

декартовой системе координат x1, x2.
Численные исследования были проведены для сле-

дующих материалов пластин: золото и железо. Коэф-
фициенты Пуассона ( )ν  для данных материалов равны: 
0,42 и 0,28 соответственно [32].

На рис. 1–3 представлены графики изменения 
обобщенных моментов M1, M2, H вдоль оси абсцисс 
(x2=0). На данных графиках видно, что при уменьше-
нии коэффициента Пуассона значения обобщенных 
моментов увеличиваются.

 
Рис. 3. Крутящий момент Н: 1 – материал золото; 	

2 – материал железо

 

Рис. 1. Изгибающий момент М1: 1 – материал золото; 	
2 – материал железо

 
Рис. 2. Изгибающий момент М2: 1 – материал золото; 	

2 – материал железо
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На рис. 4, 5 представлены графики обобщенных сил Q1, 
Q2 соответственно. Данные графики демонстрируют не-
зависимость обобщенных сил Q1, Q2 от упругих констант.

Данные исследования позволили аналитически иссле-
довать характер поведения внутренних силовых величин 
в зависимости от упругих постоянных различных мате-
риалов и исследовать характер особенностей моментов и 
перерезывающих сил при сосредоточенных воздействиях.

6. Обсуждение результатов, полученных с помощью 
данной методики

Как отмечалось выше, классическая теория Кирх-
гофа-Лява удовлетворительно описывает НДС срав-
нительно тонких изотропных пластин, но не учитыва�-
ет явления, обусловленные сдвигами и обжатием.

Разработанный метод позволяет проводить расчет 
обобщенных перерезывающих сил и изгибающих мо-
ментов для пластин, подверженных действию сосре-
доточенной силы, приложенной в начале координат. 
В отличие от исследований, проведенных другими 
авторами, здесь использованы уравнения равновесия 
изотропных пластин на базе теории С. П. Тимошенко, 
описывающей НДС при изгибе. Это дает возможность 
рассматривать оболочки и пластины, которые имеют 
толщину порядка 1/5 по отношению к характерному 
размеру.

Поскольку в реальности усилия, действующие на 
конструктивные элементы, всегда являются распре-
деленными (возможно, по очень малым, но конечным 
областям), результаты, полученные в данном исследо-
вании, носят предварительный характер.

Полученное фундаментальное решение даст воз-
можность решать ряд новых задач изгиба пластин 
средней толщины. При наличии сосредоточенных 
дислокаций фундаментальные решения, являющиеся 
функциями Грина, являются основой для построе-
ния потенциальных представлений в виде интегралов 
от скачков смещений, распределенных с неизвестной 
плотностью. Такие интегральные представления мо-
гут быть использованы при решении задач об изгибе 
пластин с различного рода дефектами, вырезами и 
надрезами. Вследствие большой изношенности энер-
гетического, нефтеперерабатывающего и химического 
оборудования в Украине в настоящий момент особо 
актуальными вопросами являются проблемы прод-
ления ресурса работающего оборудования, даже при 
наличии в нем микродефектов. Расчет на прочность 
таких элементов при использовании теории оболочек 
и пластин средней толщины при наличии разного 
рода дефектов с учетом полученных в работе фунда-
ментальных решений будет способствовать корректи-
ровке сроков межремонтных периодов, очередности 
замены изношенного оборудования.

Практическое значение полученных результатов 
заключается в возможности использования разрабо-
танных методов решения задач при расчетах, свя-
занных с проектированием и определением рабочих 
параметров тонкостенных элементов конструкций из 
изотропных материалов при действии сосредоточен-
ных силовых воздействий. Результаты работы могут 
быть использованы в научно-исследовательских ин-
ститутах, проектных организациях и других иссле-
довательских учреждениях, связанных с расчетами 
тонкостенных элементов конструкций.

Продолжением данного исследования является по-
строение фундаментального решения трансверсаль-
но-изотропных пластин с использованием уточненных 
теорий.

7. Выводы

Построено фундаментальное решение уравнений ста-
тики изотропных пластин на базе обобщенной теории. 

Достижение данной цели предусматривало све-
дение трехмерных уравнений теории упругости к 
двумерным путем разложения искомых функций в 
ряды Фурье по полиномам Лежандра относитель-
но толщинной координаты. Данный подход позволил 

 

Рис. 5. Перерезывающая сила Q2: 1 – материал золото; 
2 – материал железо

 

Рис. 4. Перерезывающая сила Q1: 1 – материал золото; 
2 – материал железо
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учесть поперечные касательные и нормальные напря-
жения. Так как классическая теория Кирхгофа-Лява 
не учитывает этих напряжений, то исследование на 
базе уточненных теорий НДС изотропных пластин 
при действии сосредоточенных силовых воздействий 
является актуальной научно-технической задачей. 
Фундаментальное решение полученных уравнений 
найдено с помощью двумерного интегрального преоб-
разования Фурье и методики обращения, построенной 
с помощью специальной G-функции. 

Проведены численные исследования НДС изотроп-
ных пластин. Эти исследования позволили выявить 

закономерности поведения компонент НДС в зависи-
мости от упругих констант изотропного материала. 

Полученное фундаментальное решение дает возмож-
ность решать ряд новых задач изгиба пластин средней 
толщины. При наличии сосредоточенных дислокаций 
фундаментальные решения, являющиеся функциями 
Грина, являются основой для построения потенциаль-
ных представлений в виде интегралов от скачков смеще-
ний, распределенных с неизвестной плотностью. Такие 
интегральные представления могут быть использованы 
при решении задач об изгибе пластин с различного рода 
дефектами, вырезами и надрезами.
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Однією з основних причин виникнення від-
мов клапанів є поломка пластин, яка призво-
дить до порушення їх герметичності. Часті 
зміни технологічних параметрів виклика-
ють вібраційні механічні коливання пласти-
ни в період закриття клапана і призводять до 
його поломки. Існуючі рівняння руху пластини 
прямоточних клапанів не дозволяють повні-
стю оцінити їх працездатність в системі 
газліфтної експлуатації. В роботі зроблена 
спроба виведення рівняння руху пластин пря-
моточних клапанів
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Одной из основных причин возникновения 
отказов клапанов является поломка пластин, 
которая приводит к нарушению их герме-
тичности. Частые изменения технологиче-
ских параметров вызывают вибрационные 
механические колебания пластины в период 
закрытия клапана и приводят к его полом-
ке. Существующие уравнения движения пла-
стины прямоточных клапанов не позволяют 
полностью оценить их работоспособность в 
системе газлифтной эксплуатации. В работе 
сделана попытка вывода уравнения движения 
пластин прямоточных клапанов
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1. Введение

Как показывает многолетняя практика эксплуа-
тации нефтегазопромысловых поршневых компрес-
соров в системе газлифтной эксплуатации нефтяных 
скважин, экономичность, безопасность, безотказность 

и герметичность работы клапанов резко снижается 
вследствие динамических процессов, т. е. частое изме-
нение технологических параметров и физико-химиче-
ского свойства попутного нефтяного газа в общей си-
стеме «добычи, сбора, подготовки и транспортировки 
газа» [1, 2]. 


