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В рамках ізольованої системи, яка здійснює 
плоский рух і складена з обертового статично 
незрівноваженого несучого тіла та двох одна-
кових математичних маятників, відносному 
руху яких перешкоджають сили в’язкого опору, 
досліджується умовна стійкість усталених 
рухів. Встановлено, що умовно асимптотично 
стійкими є окремі основні рухи, якщо вони ізо-
льовані, чи сім’я, або псевдосім’я основних рухів

Ключові слова: несуче тіло, маятники, стій-
кість руху, космічний апарат, пасивний автоба-
лансир, демпфер

В рамках изолированной системы, совершаю-
щей плоское движение и состоящей из вращаю-
щегося статически неуравновешенного несущего 
тела и двух одинаковых математических маят-
ников, относительному движению которых пре-
пятствуют силы вязкого сопротивления, иссле-
дуется условная устойчивость установившихся 
движений. Установлено, что условно асимпто-
тически устойчивыми являются отдельные 
основные движения, если они изолированы, или 
семья, или псевдосемья основных движений

Ключевые слова: несущее тело, маятники, 
устойчивость движения, космический аппарат, 
пассивный автобалансир, демпфер
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1. Введение

В идеальном случае космический аппарат (КА) 
или искусственный спутник Земли (ИСЗ) стабили-
зируемый вращением должен вращаться вокруг своей 
продольной оси, являющейся главной центральной 
осью инерции. Из-за неточного придания начального 
вращения КА или ИСЗ, а также из-за неуравнове-
шенности относительно его продольной оси, возни-
кают линейные и угловые отклонения (угол нутации) 
продольной оси от оси его вращения. Для уменьше-
ния указанных отклонений используют активные или 
пассивные системы стабилизации. Среди пассивных 
систем стабилизации, на КА и ИСЗ стабилизируемых 
вращением, широкое применение нашли пассивные 
демпферы угла нутации [1–3].

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

В связи с научно-техническим прогрессом в кос-
мической отрасли, в последнее время прослеживается 
тенденция уменьшения размеров и массы КА и ИСЗ. В 
соответствии с общепринятой классификацией [4, 5], 
КА и ИСЗ, масса которых составляет 0,1¸500 кг, назы-
ваются малыми. Обзор публикаций [6–9] показывает, 
что количество малых КА и ИСЗ постоянно возраста-
ет. В связи с этим, как было указано в работах [10, 11], 
использование дорогостоящих, сложных и громоздких 
активных систем стабилизации на малых КА и ИСЗ, 
является не всегда оправданным и целесообразным 
решением. Поэтому наиболее приемлемым является 
вариант использования пассивных систем стабили-
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зации, которые обладают рядом преимуществ перед 
активными системами (имеют небольшую массу и га-
баритные размеры, не потребляют энергию, конструк-
тивно просты, надёжны и т. д.). Единственным серьёз-
ным недостатком пассивных систем стабилизации, 
который ограничивает их распространение, является 
их невысокая точность. Например, в работах [12, 13], 
было показано, что пассивные демпферы не устраняют 
полностью отклонения продольной оси КА или ИСЗ от 
оси его вращения. Попытка объяснить возникающие 
отклонения была сделана в работах [13, 14]. Так для 
ртутного демпфера угла нутации, возникновение оста-
точного угла нутации объяснялось неуравновешенно-
стью, образованной из-за большого поверхностного 
натяжения ртути. Учитывая то, что неуравновешен-
ность от ртути не является максимально-возможной, 
то такая модель поведения жидкостного демпфера 
нутации не объясняет возникновения больших оста-
точных углов нутации. В работах [15–18] было по-
казано, что маятниковые, шаровые или жидкостные 
демпферы угла нутации могут значительно влиять на 
движение КА или ИСЗ. При этом устойчивыми могут 
быть движения, в которых КА или ИСЗ вращается не 
вокруг продольной оси, а вокруг близкой к ней оси. Все 
это приводит к необходимости исследования устойчи-
вости различных установившихся движений.

Для устранения недостатков пассивных демпферов 
угла нутации вместо них в [19, 20] было предложено 
использовать пассивные автобалансиры (АБ) (класси-
ческие и неклассические).

Исследования, посвящённые процессу устранения 
классическими пассивными АБ (маятниковыми, ша-
ровыми и жидкостными) больших углов нутации были 
проведены в работе [21]. В работе [22] был изучен про-
цесс возникновения остаточного угла нутации при не-
правильной установке на космический аппарат клас-
сического АБ (двухшарового или двухмаятникового). 
В работе [23] был изучен процесс устранения линей-
ных отклонений продольной оси КА или ИСЗ от оси 
вращения, вызванный неуравновешенностью КА или 
ИСЗ относительно продольной оси, неклассическими 
АБ в виде двух связанных абсолютно твердых тел.

3. Цель и задачи исследования

Целью данной работы является исследование про-
цесса устранения линейных отклонений продольной 
оси КА или ИСЗ от оси вращения классическими пас-
сивными АБ (маятниковыми или шаровыми), для трёх 
важных с точки зрения практики случаев, а именно:

– когда неуравновешенность есть и АБ может ее 
устранить;

– когда неуравновешенность отсутствует;
– когда неуравновешенность максимальная, кото-

рую могут устранить АБ.
Для достижения поставленной цели решались сле-

дующие задачи:
– построить модель движения системы, состоящей 

из вращающегося КА или ИСЗ с маятниковым (шаро-
вым) пассивным АБ;

– исследовать условную устойчивость установив-
шихся движений;

– исследовать характер переходных процессов.

4. Особенности исследования КА или ИСЗ 
стабилизированных вращением, как вращающихся 

изолированных систем

В результате обзора работ [12, 13, 15–18, 24–26] 
установлено, что для исследования процесса устра-
нения отклонений продольной оси КА или ИСЗ ста-
билизированных вращением от оси их вращения, 
используют изолированные системы (ИС) с вязким 
рассеиванием (диссипацией) энергии, состоящих из 
вращающегося несущего тела (НТ) и присоединенных 
тел (ПТ). Относительным движениям ПТ препятству-
ют силы вязкого сопротивления (внутренние дисси-
пативные силы). Кроме того, на ПТ могут действовать 
внутренние потенциальные силы. Полная механиче-
ская энергия ИС равна:

Е=Т+П, (1)

где Т – кинетическая, П – потенциальная энергия 
системы.

Отметим, что ИС называют системы, на которые 
не действуют внешние силы [27]. Так как система 
изолированная, то для нее имеют место законы сохра-
нения движения центра масс (второй интеграл) и ки-
нетического момента (первый интеграл) системы. Не 
ограничивая общности, будем считать, что центр масс 
системы – точка G неподвижный. Принимая за начало 
отсчета точку G, будем иметь

rG=0, (2)

где rG – радиус-вектор точки G;

GK const= , (3)

где КG – вектор кинетического момента ИС, найден-
ный относительно ее центра масс.

Во время переходных процессов ПТ двигаются от-
носительно НТ. В связи с тем, что к ИС не подводится 
энергия, имеем

dE / dt 2 ,= − Φ  (4)

и со временем относительные движения ПТ останав-
ливаются, при этом НТ и ПТ начинают вращаться как 
одно целое вокруг оси, на которой лежит неизменный 
вектор кинетического момента системы. В (4) Ф – дис-
сипативная функция Релея.

На установившихся движениях полная механиче-
ская энергия Е является постоянной функцией и не воз-
растает вдоль траектории движения ИС. В работе [28], 
для конкретных ИС, составленных из НТ и ПТ, кото-
рые образуют пассивные АБ, было предложено разли-
чать основные и побочные установившиеся движения. 
На основных установившихся движениях НТ враща-
ется вокруг продольной оси Z=ZG (рис. 1, а), а на побоч- 
ных – нет (рис. 1, б). На рис. 1, а, б, ось ZG не показана, 
а заштрихованной областью показано место установки 
пассивного АБ.

В механических системах, которыми являются КА 
или ИСЗ стабилизированные вращением с маятнико-
выми или шаровыми АБ, в отличие от известных, вме-
сте с изолированными установившимися движениями 
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могут появляться одно- или многопараметрические 
семьи установившихся движений. Поскольку на прак-
тике осуществляются только устойчивые движения, 
то исследование таких ИС сводится к выделению всех 
установившихся движений и исследованию их на ус-
ловную устойчивость (при условии, что имеют место 
законы сохранения движения центра масс и кинетиче-
ского момента системы).

Исследования условной устойчивости установив-
шихся движений удобно проводить относительно под-
вижных осей, в связи с чем:

– условная устойчивость установившихся движе-
ний рассматривается для относительного положения 
равновесия ИС;

– для исследования условной устойчивости отно-
сительного положения равновесия ИС применима те-
ория условной устойчивости стационарных движений 
нелинейных автономных систем.

                                                 

Рис.	1.	Установившиеся	движения	ИС	в	случае	плоского	
движения	ИС:	а	–	основные;	б	–	побочные

5. Исследование условной устойчивости основных 
движений изолированной системы совершающей 

плоское движение

5. 1. Описание теоретико-механической модели 
изолированной системы

Общее описание модели. НТ имеет массу М, центр 
масс в точке O и осевые моменты инерции A, B, C 
относительно его главных центральных осей инер-
ции X, Y, Z (рис. 2). Ось Z проходит через точку O и 
направлена на нас (на рис. 2, а, б, ось Z не показана). 
Статическую неуравновешенность НТ относительно 
оси Z создает неподвижная относительно НТ матери-
альная точка D массой m, расположенная в плоскости 
XOY (рис. 2, а, б). Координаты точки D относительно 
осей XOY имеют вид (е, 0, 0). На ось Z насажены два 
одинаковых математических маятника длиной l1l2l 
і массой m1m2m, расположенных в плоскости XOY 
(рис. 2, а).

Отметим, что в рассматриваемой модели вместо 
маятников можно рассматривать шары массой m, 
которые двигаются по кольцевым дорожкам радиуса 
l (рис. 2, б). Причем шары принимаются за матери-
альные точки, или l – расстояние от оси Z до центра 
масс шара, и осевым моментом инерции шара отно-
сительно собственного центра масс пренебрегаем. В 
дальнейшем, для краткости, будем ссылаться лишь 
на маятники.

 
                                              	

Рис.	2.	Теоретико-механическая	модель	изолированной	
системы	в	случае	ее	плоского	движения:		

а	–	присоединенные	тела	в	виде	маятников;		
б	–	присоединенные	тела	в	виде	шаров

Описание движения маятников и НТ. Положение 
j-го маятника определяет угол поворота φj, который от-
считывается от оси X, причем ось X выходит из точки 
О, вокруг которой вращается маятник (рис. 2, а). При 
движении маятника относительно НТ, на него дей-
ствует момент сил вязкого сопротивления j jH− j , где 
Hj – коэффициент сил вязкого сопротивления.

Так как система изолированная, то для нее имеют 
место равенства (2) и (3). Введем неподвижные оси 
Gxhz, причем ось z направим вдоль вектора KG (на 
рис. 2, а, б, оси Gxhz – не показаны). Оси OXYZ, которые 
жестко связаны с НТ, описывают его движение относи-
тельно осей Gxhz и определяют его текущее положение. 

Плоское движение НТ будем рассматривать как 
движение плоской фигуры связанной с осями OXY в 
плоскости XGGYG (рис. 2, а, б). После поворота осей 
Gξη вокруг оси z на угол g, получаем оси GXGYG. Оси 
GXGYG переходят в оси OXY после поступательных 
перемещений на x, y вдоль соответствующих коор-
динатных осей (рис. 2, а, б). В общем случае, плоское 
движение ИС определяют пять обобщенных коорди-
нат (φ1, φ2, γ, x, y). Отметим, что угол g – циклическая 
координата.

Как и в работе [23] полагаем, что в силу началь-
ных условий НТ совершало плоское движение. Силы, 
возникающие при движении маятников относительно 
НТ, не будут нарушать плоского движения НТ.

Считаем также, что ось Z – наибольшего момента 
инерции. В противном случае предполагаем, что су-
ществует активная система по поддержанию плоского 
движения НТ, причем ее масса и создаваемые силы – 
малы, и их можно не учитывать.

5. 2. Массо-инерционные характеристики системы
Тензор инерции системы относительно осей ОXYZ 

имеет вид:

x xy

O xy y

z

J J 0

J J J 0 ,

0 0 J

− 
 = − 
  

 
(5)

где 

2 2 2
x 1 2J A ml (sin sin )= + j + j , 

  

  

а б

а б
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2
xy 1 2J ml (sin 2 sin 2 ) / 2= ϕ + ϕ ,

2 2 2 2
y 1 2J B e ml (cos cos )= + m + ϕ + ϕ ,

2 2
zJ C e 2ml= + m + .	 (6)

Тензор	 инерции	 системы	 относительно	 осей	
GXGYGZG	имеет	вид:

G G G

G G G

G

2

2
G O

2 2

x x y

x y y

z

y xy 0

J J M xy x 0

0 0 x y

J J 0

J J 0 ,

0 0 J

Σ

 −
 = − − = 
 + 

 −
 

= − 
 
 

	

	 (7)

где	M M 2mΣ = + m + 	–	суммарная	масса	системы.
Осевые	и	центростремительные	моменты	инерции	

системы	относительно	осей	GXGYGZG	имеют	вид:

G

2
x xJ J M yΣ= − ,	

G Gx y xyJ J M xyΣ= − ,

G

2
y yJ J M xΣ= − ,	

G

2 2
z zJ J M (x y )Σ= − + .	 (8)

5. 3. Уравнения движения изолированной системы 
в размерном и безразмерном виде

Первая	 группа	 уравнений	 (вторые	 интегралы)	 по-
лучена	 с	 помощью	 закона	 сохранения	 движения	 цен-
тра	масс	системы:

1 2M x e ml(cos cos ) 0Σ + m + ϕ + ϕ = ,	

1 2M y ml(sin sin ) 0Σ + ϕ + ϕ = .	 (9)

Второе	уравнение	(первый	интеграл),	относящееся	
ко	 второй	 группе,	 получено	 с	 помощью	 закона	 сохра-
нения	 кинетического	 момента	 относительно	 центра	
масс	системы:

G

2

z j j j z 0
j 1

J ml (l x cos y sin ) J
=

w + ϕ + ϕ + ϕ = w∑  ,	 (10)

где	 w	 –	 угловая	 скорость	 вращения	 осей	 GXGYGZG;	
w0	–	угловая	скорость	вращения	системы	на	основном	
движении,	как	одного	целого,	вокруг	оси	z=ZG=Z.

Третья	 группа	 уравнений	 получена	 с	 помощью	
теоремы	об	изменении	момента	количества	движения	
материальной	точки:

2 2
j j j

2
j

ml ( ) H ml[(y 2 x y x)cos

(x 2 y x y)sin ] 0, / j 1,2 / .

w + ϕ + ϕ + + w − w + w ϕ −

− − w − w − w ϕ = =

   
 


 

	
(11)

Из	 уравнений	 (9)–(11)	 видно,	 что	 в	 общем	 случае	
динамику	 системы	 характеризуют	 восемь	 размерных	
параметров:	M,	m,	e,	m,	l,	C,	H,	w0.

Для	выделения	существенно	различных	параметров	
приведем	уравнения	(9)–(11)	к	безразмерному	виду:

1 0 1 2a e (cos cos ) / 2 0= ξ + + ϕ + ϕ =  ,	

2 1 2a (sin sin ) / 2 0= η+ ϕ + ϕ = ;

2 2
3 J

2

j j j J
j 1 m

a (R )R

1 1
cos sin R ;

2 2R

w

=

= − ξ − η +

 
+ ϕ + ξ ϕ + η ϕ =′   

∑





	

(12)

j 3 j j m

2
j

2
j

a R h 2R [(

2R R R )sin

( 2R R R )cos ] 0, / j 1,2 / .

+ w

w w w

w w w

= ϕ + + ϕ − ξ −′′ ′ ′ ′′

− η − ξ − η ϕ −′ ′

− η + ξ − η+ ξ ϕ = =′′ ′ ′





В	(12)	введены	следующие	безразмерные:
–	переменные	и	время	

x
r∗ξ = ,	

y
r∗η = ,	

0

Rw
w

=
w

,	 0tt = w ,	 0

d d
dt d

 = w  t
;	 (13)

–	параметры

0

e
e

2ml
m

= ,	 m m

2m
2R R

MΣ

= = ,	 2
0

H
h

ml
=

w
,	

2 2

J 2

C e 2ml
R

M r∗
Σ

+ m +
= .	 (14)

В	 (13)	 и	 (14)	 r 2ml / M∗
Σ= 	 –	 наибольшее	 рассто-

яние,	 на	 которое	 может	 отклониться	 материаль-
ная	 точка,	 которая	 создает	 неуравновешенность,	 от	
центра	 масс	 НТ	 так,	 чтобы	 ее	 могли	 уравновесить	
маятники	 и	 при	 этом	 НТ	 вращалось	 бы	 вокруг	 оси	
Z=ZG.	 В	 уравнениях	 (10)–(12)	 штрих	 обозначает	
дифференцирование	 по	 безразмерному	 времени	 t,	 а	
точка	–	по	времени	t.

Безразмерный	осевой	момент	инерции	системы	
GzJ 	

имеет	вид:

G

2 2
z JJ R= − ξ − η ,	 (15)

или	с	учетом	первых	двух	уравнений	системы	(12)

G

2
z J 0 1 2

2
1 2

J R [e (cos cos ) / 2]

(sin sin ) / 4.

= − + ϕ + ϕ −

− ϕ + ϕ





	
(16)

Из	 системы	 уравнений	 (12)	 видно,	 что	 в	 общем	
случае	 динамику	 системы	 характеризуют	 четыре	 су-
щественно	различных	безразмерных	параметра:

h 0≥ ,	 00 e 1≤ ≤ ,	 JR 0> ,	 mR 0> .

5. 4. Анализ основных и побочных установившихся 
движений

Учитывая	 то,	 что	 на	 любом	 установившемся	 дви-
жении	безразмерные	координаты	φ1,	φ2,	ξ,	η	и	угловая	
скорость	 Rw	 постоянны,	 уравнения	 установившихся	
движений,	учитывая	уравнения	(12),	будут	иметь	вид:

1 x0a e= ξ +  ,	 2 y0a e= η+  ,	 2 2
3 J Ja (R )R Rw= − ξ − η = ,

2
j 3 m j ja 2R R ( sin cos ) 0+ w= ξ ϕ − η ϕ =

 ,
	
/ j 1,2 /= ,

	
(17)

x0 0 1 2 y0 1 2e e (cos cos ) / 2, e (sin sin ) / 2.= + ϕ + ϕ = ϕ + ϕ 	 (18)

–	соответственно	 безразмерная	 неуравновешенность	
по	оси	X	и	Y.
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Основные движения. Считаем, что маятники 
устранили неуравновешенность и система вращается 
вокруг продольной оси НТ, тогда на основном устано-
вившемся движении:

1 20, 0, R , , constwx = h = j j −


   . (19)

Подставляя (19) в уравнения (17) и учитывая урав-
нения (18), получим:

1 x0 2 y0 3 j 3a e 0, a e 0, a R 1, a 0, / j 1,2 / .w += = = = = = ≡ =

     (20)

Из третьего уравнения системы (20) получаем, что 
на основных движениях R 1w = . В результате решения 
первых двух уравнений 1a  и 2a  системы (20), были 
найдены основные движения для следующих случаев:

1. 00 e 1< <  – неуравновешенность есть и маятники 
могут ее устранить с определённым запасом (рис. 3, а), 
существует одно (изолированное) основное движе-
ние. Из второго уравнения системы (20) найдем, что 

1 2sin sinj = − j  . Ищем существенно отличные движения, 
не принимая во внимание замену местами маятников 
и изменение углов с шагом 2p. Тогда, учитывая, что 

1 2j = −j  , первое уравнение системы (20) преобразуется 
к виду:

1 0cos ej = −  , (21)

или

1 2 0 0arccose ( / 2)j = −j = p − = p + j   ,

( 0 0arcsin ej =  , 0 (0, / 2)j Î p ). (22)

2. 0e 0=  – неуравновешенность отсутствует (рис. 3, б), 
существует однопараметрическая семья основных дви-
жений. Из (21) получаем, что 1cos 0j = , откуда 1 / 2j = p . 
Из первых двух уравнений системы (20) имеем:

1 / 2j = q + p , 2 / 2j = q − p , [0, )q Î p , (23)

где q – параметр, который определяет некоторое дви-
жение из однопараметрической семьи основных дви-
жений. Отметим, что [0, )q Î p , так как для остальных 
значений [ , 2 )q Î p p  можно получить те же самые уста-
новившиеся движения всего лишь меняя местами ма-
ятники.

3. 0e 1=  – неуравновешенность наибольшая, кото-
рую могут устранить маятники (рис. 3, в), существу-
ет одно основное движение. Из (21) получаем, что 

1cos 1j = − , откуда 1j = p . Из первых двух уравнений 
системы (20) имеем:

1j = p , 2j = −p . (24)

Побочные движения. На побочных движениях:

2 2
x0 y0e e 0+ > . (25)

Если 0e 0≠ , получаем следующих три случая.
1. x0e 0= , y0e 0≠ . Тогда из уравнений (18) получаем, 

что jcos 0j =  и x0 0e e 0= ≠ . Поэтому этот случай не даёт 
решений.

2. x0e 0≠ , y0e 0= . Тогда из уравнений (18) получаем, 
что jsin 0j = , (j 1,2= ). Получаем следующие побочные 
движения:

а) маятники отклонены в противоположную сторо-
ну от точки, создающей неуравновешенность (рис. 4, а):

1 2j = j = p; (26)

б) маятники отклонены в сторону точки, создаю-
щей неуравновешенность (рис. 4, б):

1 2 0j = j = ; (27)

в) маятники отклонены по разные стороны от точ-
ки, создающей неуравновешенность (рис. 4, в):

1,2 2,10,j = j = p. (28)

3. Случай когда x0e 0≠ , y0e 0≠ . Тогда получаем 
тождество:

j x0
j

j y0

cos e
ctg

sin e

j
j = ≡

j
, / j 1,2 /= . (29)

Будем искать решение системы (29) в виде:

j jkj = g + p , jk
j jcos cos( k ) cos ( 1)j = g + p = g − , / j 1,2 /= , (30)

где g – некоторый параметр. Тогда система (29) будет 
иметь вид:

0e e(k)coscos
ctg

sin e(k)sin
+ gg

g = ≡
g g



,

откуда получаем 0e /[e(k)sin ] 0g = , что невозможно, так 
как 0e 0≠ . Поэтому данный случай не дает решений.

                                                   

  

Рис.	3.	Основные	установившиеся	движения:	а	–	случай,	

когда	 00 e 1< < ;	б	–	случай,	когда	 0e 0= ;		
в	–	случай,	когда	 0e 1=

Если 0e 0= , то, учитывая (30), получим, что маятни -
ки будут отклонены вдоль некоторой оси u повернутой 

  

 

а б

в	
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на угол g относительно оси X (рис. 4, г). Так как маятники 
одинаковые и при изменении угла g на угол g+p маятни-
ки меняют ориентацию на противоположную, получаем 
однопараметрическую семью побочных движений:

1 2, , [0, )j = g + p j = g − p g Î p . (31)

                                                
                                               	

Рис.	4.	Побочные	установившиеся	движения:		

а	–	случай,	когда	 1 2j = j = p;	б	–	случай,	когда		

1 2 0j = j = ;	в	–	случай,	когда	 1,2 2,10,j = j = p ;	г	–	случай,	
когда	

1 2,j = g + p j = g − p

5. 5. Исследование условной устойчивости основ-
ных движений первым методом Ляпунова

5. 5. 1. Случай когда 00 < e < 1

Исследуем устойчивость основного движения с 
помощью двух последних уравнений системы (12). 
Рассмотрим возмущенное движение:

1 1 1 2 2 2u, v, , , R 1 pwx = h = j = j + α j = j + α = +  , (32)

где 1 2u, v, , , pα α  – возмущения ( 1 2u , v , , , p 1α α << ); 

1 20,0, , ,1j j   – невозмущенное движение.
Учитывая (32) и (22), из первых двух уравнений 

системы (12) получим:

1 2 1 2
1 0 2 0

( ) ( )
a u cos 0, a v sin 0

2 2
α − α α + α

= − j = = − j =  

. (33)

Из третьего уравнения системы (12) получим:

1 2
3 J

m

( )
a R p 0

4R
α + α′ ′

= + =



.
 

(34)

Учитывая (32) и (22), уравнения маятников примут 
вид:

4 1 1 m 0

0

a p h 2R [(u 2v u)cos

(v 2u v)sin ] 0,

= α + + α − − − j +′′ ′ ′ ′′ ′
+ + − j =′′ ′







5 2 2 m 0

0

a p h 2R [(u 2v u)cos

(v 2u v)sin ] 0.

= α + + α + − − j −′′ ′ ′ ′′ ′
− + − j =′′ ′







 (35)

Для удобства интерпретации условной устойчи-
вости основного движения введем новые переменные:

1 1 2 2 1 2( ) / 2, ( ) / 2g = α + α g = α − α . (36)

Тогда из уравнений (33) и (34) получим:

2 0 2 0 2 0u cos , u cos , u cos ,= g j = g j = g j′ ′ ′′ ′′  

1 0 1 0 1 0v sin , v sin , v sin ,= g j = g j = g j′ ′ ′′ ′′  

1 m J 1 m Jp / (2R R ), p / (2R R )= −g = −g′ ′ ′′  .
 

(37)

Учитывая (36), уравнения (35) после преобразова-
ний будут иметь вид:

1 4 5 1 1 m 0L (a a ) / 2 h p 2R (v 2u v)sin 0= + = g + g + − + − j =′′ ′ ′ ′′ ′

  ,

2 4 5 2 2 m 0L (a a ) / 2 h 2R (u 2v u)cos 0= − = g + g − − − j =′′ ′ ′′ ′

  . (38)

Исключая из уравнений (38) переменные u, v, p, с 
помощью уравнений (37), и группируя соответству-
ющие составляющие возле 1 2,g g  и их производных, 
окончательно получим:

2
1 m m 0 1 1

2
m 1 0 m 2 0

L (1 qR R sin ) h

R sin R sin 2 0,

= − − j g + g +′′ ′

+ g j − g j =′



 

2
2 m 0 2 2

2
m 2 0 m 1 0

L (1 R cos ) h

R cos R sin 2 0.

= − j g + g +′′ ′

+ g j + g j =′



  ,

 

 (39)

где 

m
m J

2 2 2 2
0 0

2 2
2 2

0 2 2
0 0

1
qR ,

2R R

C M , ~ e ~ l ,

.e l
q l (M nm) M nm ~1

=

 = r r
 

   = + m + r + m +   r r    



Введем обозначения:

2 2 2
11 m m 0 m 0a (1 qR R sin ) h R sin= − − j λ + λ + j  , 

12 21 m 0a a R sin 2= − = − λ j ,

2 2 2
22 m 0 m 0a (1 R cos ) h R cos= − j λ + λ + j  . (40)

Тогда характеристическое уравнение системы (39) 
имеет вид:

2 4 3 2
ij 4 3 2 1 01

( ) a a a a a a 0∆ λ = = λ + λ + λ + λ + = , (41)

где
2 2

4 m 0 m 0a (1 R cos )[1 R (q sin )],= − j − + j 

3 ma h[2 R (1 q)],= − +

2 2 2 2
2 m m 0 0a h R R cos (q 2sin )= + − j − j  ,

 
2 2

1 m 0 m 0a hR , a 0,25R sin 2= = j .
 

(42)

В соответствии с теоремой Ляпунова об устойчивости 
движения по первому приближению, основное движение 
асимптотически устойчиво, если выполняются условия:

iRe( ) 0, / i 1,5/,λ < =  (43)

  

  

а б

гв 
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где iλ  – і-й корень характеристического уравнения (41). 
Условия асимптотической устойчивости основного 
движения, в соответствии с критерием Рауса-Гурвица, 
имеют следующий вид:

2
i 2 1 2 0 3 3 3 2 4 1a 0, / i 0,5/, a a a a 0, a a a 0> = ∆ = − > ∆ = ∆ − > . (44)

Вторая группа условий (44) имеет вид:

2 2
2 m m 0

2 2 2 2
m 0 0 0

hR [h R (1 0,5sin 2 )

R cos (3sin q cos )] 0,

∆ = + − j +

j j − j >



  

 

2 2 2 2
3 m m 0h R {2h R [1 h (1 q) sin 2 ]∆ = − − + − j +

2 2 2 2
m 0 0 02R cos (4sin q cos )+ j j − j +  

3 2 2 2 2
m 0 0 0R cos [q cos 4sin (1 q)]} 0.+ j j − j + >    (45)

Условия (45) будут выполняться в случае, когда 

mR 1<< .
В общем случае анализ условий (45) и получе-

ние корней характеристического уравнения (41) в 
аналитическом виде невозможно, поэтому корни ха-
рактеристического уравнения (41) будем определять 
приближенно – методом прямого разложения корней 
полинома по степеням малого параметра.

В случае когда mR 1<< , корни характеристического 
уравнения (41) имеют вид:

2 2
1,2 3 m 0 4 m 0h, R e / h, R (1 e ) / hλ ≈ − λ ≈ − λ ≈ − −  , (46)

или в размерном виде

2 2
0

1,2 32
0

eH
,

ml 2M HΣ

w m
λ ≈ − λ ≈ −

w
, 

2 2 2 20
4 (4m l e )

2M HΣ

w
λ ≈ − − m . (47)

Видно, что корни (46) или (47) действительные и 
отрицательные, поэтому рассматриваемое основное 
движение асимптотически устойчиво, а переходные 
процессы апериодические.

5. 5. 2. Случай когда 0e = 0

В рассматриваемом случае система уравнений (39) 
имеет вид:

1 m 1 1

2 m 2 2 m 2

L (1 qR ) h 0,

L (1 R ) h R 0.

= − g + g =′′ ′
= − g + g + g =′′ ′ (48)

Видно, что система уравнений (48) распадается на 
два независимых уравнения. В первое уравнение си-
стемы (48) входит переменная g1, во второе – g2.

Характеристическое уравнение второго уравнения 
системы (48) имеет вид:

2
m m(1 R ) h R 0− ν + ν + = . (49)

Корни уравнения (49) имеют вид:

2
1,2 m m

m

1
h h 4R (1 R )

2(1 R )
 ν = − ± − −  −

, (50)

или в размерном виде

1,2

2 2 3 4 2
0

2 2 2 4 2
0 0

M
2(M 2m)

H M 8m l (M 2m)H
.

ml M m l

Σ

Σ

Σ Σ

Σ

ν = − ×
−

 − w −
 × ±

w w    
(51)

Анализируя корни (50), видно, что условие (43) 
имеет место, когда mR 1< . Как видно из корней (50) и 
(51), переходные процессы имеют апериодический или 
колебательно-затухающий характер (в зависимости от 
параметров системы), и имеет место асимптотическая 
устойчивость по g2.

Характеристическое уравнение первого уравнения 
системы (48) имеет вид:

2
m(1 qR ) h 0− m + m = . (52)

Корни уравнения (52) имеют вид:

1 m 2h / (1 qR ), 0m = − − m = , (53)

или в размерном виде

1 22
0

HM
, 0

ml (M 2qm)
Σ

Σ

m = − m =
w −

. (54)

Анализируя корни (53), видно, что условие (43) 
имеет место, когда mqR 1< .

Таким образом, со временем 2 10, constg → g → . Из 
этого следует, что со временем неуравновешенность 
полностью устраняется. Скорость стремления к нулю 
возмущения g2 полностью характеризуют действи-
тельные части корней (53) или (54).

Объясним детальнее появление нулевого корня 
m2, рассмотрев переменные g1 и g2. Введем новые углы, 
которые характеризуют положение маятников отно-
сительно направления вектора неуравновешенности 
(рис. 5, а, б):

1 1q = q − j , 2 2q = j − q ,

откуда

1 1 2 2,j = q − q j = q + q  , (55)

где q  – угол, который определяет направление, от кото-
рого отсчитываются углы q1 и q2. Пусть маятники откло-
нились от основного движения (рис. 5, а), и заняли поло-
жение, показанное на рисунке (рис. 5, б). Из рис. 5, а, б, 
получаем, что q = q + p . Так как в общем случае 1 2q ≠ q , то, 
учитывая выражения (32), (36) и (55), получим:

1 1 2 2 1 2 1 2 2 1[2 ( ) ]/ 2, [ ( ) ]/ 2g = q − j + j + q − q g = − q + q + j − j

    .

Из рис. 5, а, получаем, что 1 2 02( ) 2j + j = p + g = q  , 

2 1j − j = p  . Тогда g1 и g2 после преобразований будут 
иметь вид:

1 2 1 2 1 2( ) / 2, [ ( )]/ 2g = q − q g = p − q + q . (56)

Поскольку со временем 1 constg → , а 2 0g → , то по-
сле того, как движение установится, углы q1 и q2 нерав-
ны между собой, так как 2 1 2 constq − q = ∆φ = , но их сума 
при этом 1 2q + q = p. Заметим, что при const 0=  основное 
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движение совпадает с невозмущенным движением, 
что соответствует параметру q . При изменении const 
имеет место согласованное вращение маятников в 
одну сторону относительно направления вектора не-
уравновешенности вокруг точки О (рис. 5, в), при этом 
маятники расположены один напротив другого. По-
этому, нулевой корень отвечает за переход от одного 
к другому основному установившемуся движению из 
однопараметрической семьи.

а                                             б 

в	
Рис.	5.	Однопараметрическая	семья	основных	движений:	

а	–	маятники	на	основном	движении;		
б	–	отклонение	маятников	от	основного	движения;		

в	–	однопараметрическая	семья	основных	движений

5. 5. 3. Случай когда 0e =1

В рассматриваемом случае система уравнений (39) 
имеет вид:

1 m 1 1 m 1 2 2 2L [1 R (1 q)] h R 0, L h 0= − + g + g + g = = g + g =′′ ′ ′′ ′ .   (57)

Видно, что система уравнений (57) распадается на 
два независимых уравнения. В первое уравнение си-
стемы (57) входит переменная g1, во второе – g2. Харак-
теристическое уравнение первого уравнения системы 
(57) имеет вид:

2
m m[1 R (1 q)] h R 0− + υ + υ + = . (58)

Корни уравнения (58) имеют вид:

2
1,2 m m

m

1
h h 4R [1 R (1 q)]

2[1 R (1 q)]
 υ = − ± − − +  − +

, (59)

или в размерном виде

1,2

2 2 3 4 2
0

2 2 2 4 2
0 0

M
2[M 2m(1 q)]

H M 8m l [M 2m(1 q)]H
.

ml M m l

Σ

Σ

Σ Σ

Σ

υ = − ×
− +

 − w − + × ± w w  

 
(60)

Анализируя корни (59), видно, что условие (43) 
имеет место, когда mR (1 q) 1+ < . Переходные процессы, 

как видно из корней (59) и (60), имеют апериодический 
или колебательно-затухающий характер (в зависимо-
сти от параметров системы), причем имеет место асим-
птотическая устойчивость по g1.

Характеристическое уравнение второго уравнения 
системы (57) имеет вид:

2 h 0κ + κ = . (61)

Корни уравнения (61) имеют вид:

1 2h, 0κ = − κ = , (62)

или в размерном виде

2
1 0 2H / (ml ), 0κ = − w κ = . (63)

Поскольку 1 20, constg → g → , то со временем неу-
равновешенность полностью устраняется. Скорость 
стремления к нулю возмущения g1 полностью харак-
теризуют действительные части корней (62) или (63).

Объясним детальнее появление нулевого корня 2κ , 
рассмотрев переменные g1 и g2. На основном движении 
маятники занимают положение, показанное на рис. 6, а. 
Пусть маятники отклонились от основного движения и 
заняли положение, показанное на рис. 6, б. Можно пока-
зать, что отклонение маятников от основного движения 
на величину до первого порядка малости включительно 
не влияет на устойчивость основного движения. 

а                                            б 

в	
Рис.	6.	Однопараметрическая	псевдосемья	основных	

движений:	а	–	маятники	на	основном	движении;		
б	–	отклонение	маятников	от	основного	движения;		

в	–	однопараметрическая	псевдосемья	основных	движений

Из рис. 6, в, получаем, что величина изменения неу-
равновешенности относительно направления вектора 
неуравновешенности имеет вид:

2
2 2s e 2mlcos e 2ml 1

2m

 ∆φ
= m − ∆φ ≈ m − −  

. (64)

Учитывая, что на основном движении в рассма-
триваемом случае 2e 2mlm = , из (64) получаем, что 
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2s mlm ≈ ∆φ . В связи с тем, что 1∆j << , получаем, что 
отклонения маятников от основного движения на 
величину с точностью до первого порядка малости 
включительно, не влияет на устойчивость основного 
движения. Поскольку со временем 1 0g → , а 2 constg → ,  
то после того, как движение установится, с учетом 
(56), получаем, что 2 1q → q , 1 2 const 2q + q → = ∆φ. В рас-
сматриваемом случае на основном движении имеет 
место согласованное вращение маятников в разные 
стороны относительно направления вектора неуравно-
вешенности вокруг точки О (рис. 6, в), причем данные 
движения можно рассматривать как семью псевдодви-
жений, а нулевой корень отвечает за переход от одного 
к другому установившемуся движению из однопараме-
трической псевдосемьи.

5. 6. Исследование условной устойчивости устано-
вившихся движений (основных и побочных)

Для исследования на условную устойчивость устано-
вившихся движений используем подход, основанный на 
теории условной устойчивости стационарных движений 
механических систем с первыми (в частности – цикличе-
скими) интегралами, предложенный в работах [29, 30].

Учитывая, что рассматриваемая ИС не содержит 
элементов, накапливающих потенциальную энергию, 
П 0= . Тогда полная энергия системы примет вид

G

2
G

z

K
E T

2J
= = , (65)

где GK  – постоянная величина равная модулю мо-
мента количества движения системы KG, 

GzJ  – осевой 
момент инерции системы на стационарном движе-
нии. Для исследования на условную устойчивость 
установившихся движений, исследуем на условный 
экстремум осевой момент инерции системы 

GzJ  с ис-
пользованием критерия Сильвестра. Согласно теоре-
мам Румянцева-Сальвадори [31], на устойчивых изод-
лированных стационарных движениях 

GzJ  принимает 
максимальное значение, а на неустойчивых не будет 
принимать даже неизолированного максимума.

5. 6. 1. Исследование условной устойчивости ос-
новных движений

Исследование на условный экстремум 
GzJ , как 

функции x, h. Учитывая выражение (15), первые част-
ные производные от 

GzJ  по x, h имеют вид:

G Gz zJ / 2 0, J / 2 0∂ ∂x = − x = ∂ ∂h = − h =  . (66)

Необходимое условие существования экстремума 
выполняется при , 0x h = . Заметим, что это соответ-
ствует основным движениям системы. Вторые частные 
производные от 

GzJ  по x, h имеют вид:

G G

2 2
z z

11 222 2

J J
a 2, a 2

∂ ∂
= = − = = −

∂x ∂h

 

,
 

G G

2 2
z z

12 21

J J
a a 0

∂ ∂
= = = =

∂x∂h ∂h∂x

 

. (67)

Введем в рассмотрение квадратную матрицу 2-го 
порядка А, составленную из элементов (67). Тогда ее 
главные диагональные миноры имеют вид:

1 11a∆ = , 

11 12
2 11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
∆ = = − . (68)

Учитывая (67) и (68), получаем, что 1 2 0∆ = − < , 

2 4 0∆ = > . Тогда 
GzJ  принимает максимальное значение 

и основные движения устойчивы (при условии их су-
ществования).

Исследование на условный экстремум 
GzJ , как 

функции jj. Учитывая выражение (16), вторые частные 
производные от 

GzJ  по jj имеют вид:

G

G G

2
z

jj 0 j j i2
j

2 2
z z

ji j i
j i i j

J 1
a e cos cos( ),

2

J J
a cos( ) / 2,

/ j,i 1,2, j i / .

∂
= = j + j − j

∂j

∂ ∂
= = = − j − j

∂j ∂j ∂j ∂j

= ≠





 

 

 (69)

На основном движении, когда 00 e 1< < , получим:

2
11 22 12 21 0

1
a a 1/ 2, a a e

2
= = − = = −  , 

2 2
1 2 0 01/ 2 0, e (1 e ) 0∆ = − < ∆ = − >  . (70)

Учитывая (70), 
GzJ  принимает максимальное зна-

чение, поэтому основное движение устойчиво.
На основных движениях, когда 0e 0=  или 0e 1= , 

получим:

11 22 12 21a a 1/ 2, a a 1/ 2= = − = = ± ,  

1 21/ 2 0, 0∆ = − < ∆ = . (71)

В (71) знак “+” соответствует случаю, когда 0e 0= , а 
знак “–” – когда 0e 1= . Учитывая (71), критерий Сильве-
стра не дает ответа об устойчивости или неустойчиво-
сти рассматриваемого основного движения.

5. 6. 2. Исследование условной устойчивости по-
бочных движений

Устойчивость побочных движений при  0e = 0. Ког-
да маятники отклонены по разные стороны от точки, 
создающей неуравновешенность ( 1,2 2,10,j = j = p), по-
лучим:

11 0 22 0 12 21

1 1 1
a e , a e , a a

2 2 2
 = − = − + = =  

  , 

2
1 0 2 0

1
e , e 0

2
∆ = − ∆ = − < 

. (72)

Учитывая (72), 
GzJ  не может принять максималь-

ное значение, поэтому рассматриваемое побочное дви-
жение неустойчиво.

Когда маятники отклонены в сторону точки, созда-
ющей неуравновешенность ( 1 2 0j = j = ), получим:

11 22 0 12 21

1 1
a a e , a a

2 2
= = + = = − ,

 

1 0 2 0 0

1
e 0, e (1 e ) 0

2
∆ = + > ∆ = + >   . (73)
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Учитывая (73), 
GzJ  принимает минимальное зна-

чение, поэтому рассматриваемое побочное движение 
неустойчиво.

Когда маятники отклонены в противоположную 
сторону от точки, создающей неуравновешенность  
( 1 2j = j = p), получим:

11 22 0 12 21

1 1
a a e , a a

2 2
= = − = = −

. (74)

Учитывая (74), 
GzJ  не может принять максимальное 

значение, поэтому рассматриваемое побочное движе-
ние неустойчиво.

Устойчивость побочных движений при  0e = 0. Когда 
маятники отклонены в одну сторону ( 1 2j = j ), получим:

11 22 12 21 1 2a a 1/ 2, a a 1/ 2, 1/ 2 0, 0.= = = = − ∆ = > ∆ =  (75)

Учитывая (75), 
GzJ  не может принять максимальное 

значение, поэтому рассматриваемое побочное движе-
ние неустойчиво.

6. Численный эксперимент

Исследуется влияние параметров системы на ха-
рактер переходных процессов и на скорость при-
хода системы к основному движению. Параметры 
расчетных данных подобраны для КА стабилизи-

рованного вращением, корпус которого выполнен 
в форме прямого кругового цилиндра, а его масса 
и радиус боковой поверхности соответственно со-
ставляют М=100 кг, R=0,5 м. Для устранения неурав-
новешенности на КА установлен двухмаятниковый 
АБ, масса маятника которого составляет m=0,6 кг  
(m/M=6.10-3). Другие фиксированные параметры 
имеют значение: H=0,025 кг×м2/с, 1,1m =  кг, l=0,5 м, 
e=0,45 м. На рис. 7, а–е показаны переходные процес-
сы во время прихода системы к основному движению.

Для случаев, когда:
а) 00 e 1< <  (рис. 7, а), 0e 0=  (рис. 7, в), 0e 1=  (рис. 7, д), 

при w0=0,524 рад/с, характер переходных процессов – 
апериодический;

б) 00 e 1< <  (рис. 7, б), 0e 0=  (рис. 7, г), 0e 1=  (рис. 7, е), 
при w0=5,24 рад/с, характер переходных процессов – 
колебательно-затухающий.

Следует отметить, что с увеличением скорости 
вращения КА или ИСЗ, как видно из рис. 7, время 
прихода системы к основному движению значительно 
уменьшается. Это указывает на то, что использование 
пассивных АБ наиболее эффективно при больших 
угловых скоростях вращения КА или ИСЗ.

Аналогичный характер переходные процессы будут 
иметь при фиксированном значении угловой скорости 
и изменении значения коэффициента сил вязкого со-
противления. Так, при больших силах сопротивления 
переходные процессы будут апериодическими, а при 
малых – колебательно-затухающими.

  

  

  

а                                                                                                            б	

в                                                                                                              г 

д                                                                                                                е 
Рис.	7.	Переходные	процессы:	а	–	при	 00 e 1< < 	и	w0=0,524	рад/с;	б	–	при	 00 e 1< < 	и	w0=5,24	рад/с;	в	–	при	 0e 0= 	и	

w0=0,524	рад/с;	г	–	при	 0e 0= 	и	w0=5,24	рад/с;	д –	при	 0e 1= 	и	w0=0,524	рад/с;	е	–	при	 0e 1= 	и	w0=5,24	рад/с



19

Прикладная механика

7. Выводы

Таким образом, в рассматриваемой работе были 
получены следующие результаты:

– построена плоская модель ИС, состоящая из вра-
щающегося статически неуравновешенного НТ и двух 
одинаковых математических маятников, насаженных 
на продольную ось НТ, и относительному движению 
которых препятствуют силы вязкого сопротивления;

– установлено, что условно асимптотически 
устойчивыми являются отдельные основные движе-
ния, если они изолированные, или семья, или псев-
досемья основных движений, а побочные движения 
неустойчивы;

– переходные процессы в зависимости от параме-
тров системы могут быть апериодическими или коле-
бательно-затухающими.
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Розглядається задача про розподіл радіальних та 
окружних напружень в стінці порожнистого цилін-
дричного квазитвердого ядра вихрової трубки. Рішення 
базується на використанні двох інших відомих рівнянь 
з лінійної теорії пружності – задачі Ламе і задачі про 
напружений стан труби, що обертається. Наведено 
порівняння отриманих рівнянь з відомими рівняннями 
для суцільного вихору
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Рассматривается точное решение задачи о распре-
делении радиальных и окружных напряжений в стен-
ке полого цилиндрического квазитвердого ядра вихревой 
трубки. Решение основано на использовании двух других 
известных уравнений из линейной теории упругости – 
задачи Ламе и задачи о напряженном состоянии враща-
ющейся трубы. Приведено сравнение полученных уравне-
ний с известными для сплошного вихря
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1. Введение

Понятие вихревой трубки вводится в механику 
жидкости по аналогии с понятием трубки тока и опи-
сывается математически с помощью теорем Гельмголь-
ца и теоремы Стокса для односвязной области враще-
ния [1–3]. Течения такого типа широко представлены 
в природе от мелких пыльных вихрей до тропических 
ураганов. Большое распространение получили тех-
нические устройства с различными вращающимися 
рабочими телами, к числу которых можно отнести 
центробежные сепараторы различных видов, вихревые 
горелки, вихревые трубы и т. д. Существуют также не-

гативные последствия возникновения вихревых тру-
бок, к числу которых можно отнести воронки вблизи 
всасывающих патрубков насосов и газовых турбин.

Важность вихревых течений в природе и технике 
потребовала разработки методов расчета для различ-
ных частных случаев. Однако современное математи-
ческое описание таких течений не нашло инженерной 
реализации и существует фактически отдельно от 
решения практических задач. Известно большое коли-
чество теоретических работ, призванных уменьшить 
существующий разрыв, однако в настоящее время 
инженерный расчет проводится по полуэмпирическим 
методикам, которые имеют ограниченную область 
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