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Розглядається задача про розподіл радіальних та 
окружних напружень в стінці порожнистого цилін-
дричного квазитвердого ядра вихрової трубки. Рішення 
базується на використанні двох інших відомих рівнянь 
з лінійної теорії пружності – задачі Ламе і задачі про 
напружений стан труби, що обертається. Наведено 
порівняння отриманих рівнянь з відомими рівняннями 
для суцільного вихору
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Рассматривается точное решение задачи о распре-
делении радиальных и окружных напряжений в стен-
ке полого цилиндрического квазитвердого ядра вихревой 
трубки. Решение основано на использовании двух других 
известных уравнений из линейной теории упругости – 
задачи Ламе и задачи о напряженном состоянии враща-
ющейся трубы. Приведено сравнение полученных уравне-
ний с известными для сплошного вихря
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1. Введение

Понятие вихревой трубки вводится в механику 
жидкости по аналогии с понятием трубки тока и опи-
сывается математически с помощью теорем Гельмголь-
ца и теоремы Стокса для односвязной области враще-
ния [1–3]. Течения такого типа широко представлены 
в природе от мелких пыльных вихрей до тропических 
ураганов. Большое распространение получили тех-
нические устройства с различными вращающимися 
рабочими телами, к числу которых можно отнести 
центробежные сепараторы различных видов, вихревые 
горелки, вихревые трубы и т. д. Существуют также не-

гативные последствия возникновения вихревых тру-
бок, к числу которых можно отнести воронки вблизи 
всасывающих патрубков насосов и газовых турбин.

Важность вихревых течений в природе и технике 
потребовала разработки методов расчета для различ-
ных частных случаев. Однако современное математи-
ческое описание таких течений не нашло инженерной 
реализации и существует фактически отдельно от 
решения практических задач. Известно большое коли-
чество теоретических работ, призванных уменьшить 
существующий разрыв, однако в настоящее время 
инженерный расчет проводится по полуэмпирическим 
методикам, которые имеют ограниченную область 
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применения, жестко связанную с результатами экспе-
риментов в конкретных условиях [4–8].

В настоящей работе анализируется физическая 
картина одного из распространенных видов течения в 
рамках известных математических моделей и их диф-
ференциальных уравнений.

2. Анализ литературных данных и постановка задачи

Математическое описание вращающегося потока 
чаще всего выполняется на основе теории потенциаль-
ных течений и с помощью динамики идеальной жид-
кости для установившегося и равномерного течения. В 
результате выполненных исследований было установ-
лено, что во вращающемся потоке градиент давления 
в радиальном направлении уравновешивается силой 
инерции, т. е.

= rw2dp
r.

dr   
(1) 

Варианты использования этого уравнения рассмо-
трены в многочисленных работах теоретического и экс-
периментального характера. Хорошее соответствие с 
теорией имеет место при вращении потока внутри сосуда 
или вместе с сосудом, однако при истечении в неограни-
ченную среду такой поток быстро распадается [1, 5, 6, 9].

Эксперименты в вихревых камерах обнаружили 
существование двух цилиндрических областей с раз-
ными законами изменения скорости вдоль радиуса. 
Первая область, находящаяся вблизи оси вращения, 
называется квазитвердым ядром и имеет постоянную 
угловую скорость по всему сечению. Вторая область, 
находящаяся между ядром и неподвижной окружа-
ющей средой, характеризуется большим влиянием 
вязкого трения и движется с окружной скоростью, 
меняющейся по гиперболическому закону. Такое тече-
ние является устойчивым, если давление вблизи оси 
вращения меньше, чем на периферии [1, 6, 8, 9].

Существуют свободные вращающиеся потоки, со-
храняющие устойчивость без присутствия стенки в 
радиальном направлении, наблюдения и физическое 
моделирование которых обнаруживает наличие поло-
го квазитвердого ядра. 

Таким образом, наблюдения и эксперимент пока-
зывают, что существует две структуры ядра цилин-
дрического вихря – сплошная и полая [1, 2, 6–8].

Аналогичная задача о вращении твердого цилин-
дра вокруг своей оси при одинаковых давлениях вну-
три и снаружи рассматривается в другой области клас-
сической механики – теории упругости. Так же как и в 
случае вихревого течения, такой цилиндр может быть 
сплошным или полым. Эта задача имеет точное реше-
ние и учитывает влияние геометрии, свойств материа-
ла и угловой скорости (сил инерции).

Еще одна точно решенная задача теории упругости 
(Ламе) рассматривает напряженное состояние стенки 
в неподвижном полом цилиндре при наличии разных 
давлений внутри и снаружи. Расчетная схема этой за-
дачи также соответствует рассматриваемому случаю 
квазитвердой стенки, учитывая влияние геометрии и 
сил давления [10, 11].

Таким образом, известные решения позволяют рас-
считать напряженное состояние твердой стенки толь-
ко при отдельном влиянии сил давления и инерции.

Наблюдения и анализ уравнений механики жид-
кости для цилиндрического вихря показывает, что 
силы инерции и давления действуют одновременно. 
Это дает основания для использования указанных 
задач теории упругости для расчета напряженного 
состояния квазитвердого трубчатого ядра вихря при 
совместном влиянии двух видов сил.

Решение выполняется в рамках двух моделей те-
кучей среды, которые получили название идеальной и 
невязкой жидкости.

Квазитвердая трубчатая область вращения рассма-
тривается как сосуд, внутри которого давление мень-
ше, чем снаружи. 

Для нахождения распределения радиальных и 
окружных напряжений используются известные из 
линейной теории упругости указанные уравнения, к 
которым применяется теорема суперпозиции решений. 

3. Цель и задачи исследования

Целью настоящей работы является нахождение 
уравнений для расчета напряженного состояния ядра 
вихревой трубки любой структуры. 

Для достижения указанной цели были поставлены 
следующие задачи:

– вывод уравнений, которые учитывают совмест-
ное влияние сил давления и инерции;

– анализ полученных уравнений и их сравнение с 
известными решениями для сплошного вихря;

– рассмотрение физического смысла получен-
ных результатов и оценка их практического исполь-
зования. 

4. Уравнения движения вихревой трубки и их краткий 
анализ

Дифференциальное уравнение вращения твердо-
го (квазитвердого) цилиндра в обозначениях теории 
упругости имеет вид [10, 11]:

qs − ss
+ + rw =2d

r 0,
dr r

 (2)

где s и sq – соответственно радиальное и окружное 
напряжение, r – плотность стенки ядра, w – угловая 
скорость.

Решение уравнения (2) совместно с обобщенным 
законом Гука приводит к следующим двум частным 
решениям уравнения движения: 

1. Для неподвижного цилиндрического сосуда при 
различных давлениях внутри (pa) и снаружи (pb)/за-
дача Ламе.

− −
s = −

− −

2 2 2 2
a b a b

r 2 2 2 2 2

p a p b p p a b
,

b a b a r

q
− −

s = +
− −

2 2 2 2
a b a b

2 2 2 2 2

p a p b p p a b
.

b a b a r
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2. Для вращающейся трубы:

( ) rw
s = + m + − −  

2 2 2
2 2 2

r 2

a b
3 a b r ,

8 r
 (3)

( )q

 rw + m
s = + m + + − + m 

2 2 2
2 2 2

2

a b 1 3
3 a b r .

8 r 3
 (4)

где m – коэффициент Пуассона, учитывающий свой-
ства материала и определяемый по результатам стати-
ческих испытаний. Так как в соответствии с законами 
гидростатики напряжение (давление) в жидкости не 
зависит от ориентации элементарной площадки, коэф-
фициент m должен быть принят равным единице.

Таким образам, для текучей среды уравнения (3) и 
(4) примут вид:

 rw
s = + − −  

2 2 2
2 2 2

r 2

a b
a b r ,

2 r
 (5)

q

 rw
s = + + −  

2 2 2
2 2 2

2

a b
a b r .

2 r

 
(6)

Рис.	1.	Схема	обозначений	для	квазитвердого	ядра	
цилиндрического	вихря

Определим распределение напряжений в стенке ква-
зитвердого ядра, которое учитывает совместное влияние 
разности давлений и вращение. Так как задача рассма-
тривается в рамках линейной теории упругости, вос-
пользуемся теоремой суперпозиции решений и получим:

− −
s w = − +

− −
 rw

+ + − −  

2 2 2 2
a b a b

r 2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2

p a p b p p a b
(p, )

b a b a r

a b
a b r ,

2 r

 

(7)
 

q
− −

s w = + +
− −

 rw
+ + + −  

2 2 2 2
a b a b

2 2 2 2 2

2 2 2
2 2 2

2

p a p b p p a b
(p, )

b a b a r

a b
a b r .

2 r

 
(8)

Уравнения (7) и (8) можно получить обычным спо-
собом, путем решения уравнения (2) при соответству-
ющих граничных условиях.

Учитывая противоположные знаки у давления и 
нормального напряжения, уравнения (7) и (8) в форме 
давлений примут вид:

 − − rw
= + − + − − − −  

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2b a b a

r 2 2 2 2 2 2

p b p a p p a b a b
p a b r ,

b a b a r 2 r
  

(9)

q

 − − rw
= − − + + − − −  

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2b a b a

2 2 2 2 2 2

p b p a p p a b a b
p a b r .

b a b a r 2 r
 (10)

Уравнения (7)–(10) справедливы для квазитвердо-
го ядра любой структуры.

Найдем частный случай распределения давлений 
в сплошном ядре. Тогда из (9) и (10) при а=0 (рис. 1).

( )q
rw

= = = − −
2

2 2
r bp p p(r) p b r ,

2
 (11)

или 

( )q
rw

s = s = − + −
2

2 2
r bp b r .

2
 (12)

При =r b  напряжение на внешней стенке ядра ста-
новится равным давлению с обратным знаком.

Одним из отличий вращающегося квазитвердого 
ядра от вращения твердой трубы является наличие 
эффекта Бернулли, в результате чего давление на 
внешней поверхности ядра bp

 
меньше, чем давление 

в окружающей среде ¥p  и может быть найдено по  
 
формуле ¥

rw
= −

2 2

b

b
p p

2  
[1, 2, 9].

Подставляя данное уравнение в (11), получим

( )¥
rw

= − −
2

2 2p(r) p 2b r .
2

 (13)

Уравнения (11) и (13) совпадают с известными 
результатами из динамики идеальной жидкости [1, 9].

На рис. 2 показан пример распределения радиаль-
ных и окружных напряжений для частного случая 
течения в объеме воды.

Из графика следует, что окружные напряжения 
превышают радиальные, а с увеличением относитель-
ной толщины вихря оба напряжения стремятся к одно-
му значению, найденному по уравнению (12). 

Характерно, что распределение напряжений в ядре 
сплошного вихря (пунктирная линия на графике) 
можно найти как полусумму напряжений для полого 
вихря (сплошные линии на графике).

Уравнение (8) по условию qs = 0  позволяет найти 
параметры вращения, при которых окружное напря-
жение на внутренней поверхности станет растягиваю-
щим (положительным) и течение начнет распадаться. 
Данное условие может использоваться для борьбы с 
уже имеющимися воронками или предотвращать воз-
никновение новых. 

Например, при r=a из (8) по условию qs = 0
 

по-
лучим, что линейная скорость вращения наружной 
поверхности ядра

 
−  

=
 

r −  

2

b a 2

b 2

2

a
2 p p

b
u .

a
1

b

 (14)
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Интегрируя уравнение (1), при a=0, p=pa и при r=b, 
p=pb,

 
можно найти скорость вращения сплошного течения 

−
= w⋅ =

r
b a

b

2(p p )
u b .

На рис. 2 показано сравнение скоростей вращения 
полого/уравнение (14)/и сплошного вихря.

Рис.	2.	Распределение	радиальных	и	окружных	
напряжений	в	квазитвердом	ядре,	найденное	по	(7)	и	(8)	
(плотность	r=1000	кг/м3,	угловая	скорость	w=100	1/с,	

a=0,01	м,	b=0,05	м,	p¥=105	Па).	Средний	график	построен	
по	уравнению	(12)

Рис.	3.	Скорость	вращения	полого	ub(aot)	и	сплошного	
ubs	вихря	в	зависимости	от	aot=a/b	при	pa=8.104	Па,	

pb=9.104	Па

Из приведенных графиков следует, что с уменьшени-
ем относительной толщины ядра вихря его предельная 
скорость растет. Скорость вращения сплошного вихря 
в сосуде зависит только от разности давления, а ее пре-
дельные значения определяются другими факторами.

6. Обсуждение физического смысла уравнений

Сравнение уравнений (7)–(10) с (11)–(13) и их сопо-
ставление со структурой течений позволяет заключить, 
что давления в точке зависят от ориентации элементар-
ной площадки при наличии в потоке дополнительных 
поверхностей давления. В данной задаче это полость, 
внутри которой давление равно pa. Однако при удалении 
от границы полости различие между давлениями в раз-
ных направлениях уменьшается и стремится к давлению 
в сплошном потоке, которое можно вычислить по извест-
ному уравнению для идеальной жидкости (рис. 2).

Известно большое количество других задач с вну-
тренними поверхностями давления, к которым отно-
сятся кавитационные каверны в жидкости, ударная 
волна в газе, обтекание твердых тел различной формы 

и др. Во всех этих случаях внутри контура, находя-
щегося в жидкости, существует второй (внутренний) 
контур с другим давлением.

Данный результат имеет аналогию с твердым телом, 
в котором существует понятие концентрации напряже-
ний (например, при наличии отверстий), приводящее 
к отклонению от гладкого распределения напряжений. 
Из графиков рис. 2 следует, что это свойство характери-
зует не только твердую сплошную среду, но и жидкую.

Уравнение (2) для вращения твердого тела без каса-
тельных напряжений одновременно является частным 
случаем системы уравнений для установившегося и 
равномерного вращения невязкой жидкости. Это по-
зволяет считать (7)–(10) точными решениями системы 
уравнений, рассмотренной в [1, 9, 12]. 

Полученный результат о зависимости давления от 
направления противоречит традиционной точке зрения, 
основанной на анализе уравнения Навье-Стокса, соглас-
но которой причиной различия давления (напряжений) 
является вязкость. В то же время полученный результат 
согласуется с общим уравнением движения сплошной 
среды (Навье) и с уравнением движения невязкой жид-
кости, куда входят отличающиеся между собой напряже-
ния, т. е. s ≠ s ≠ sx y z [1, 2, 12]. Для уточнения полученных 
результатов целесообразно провести дополнительные 
эксперименты и проверить теоретические результаты.

Анализ фото и видео материалов по вращению 
полых вихрей показывает, что они существует без при-
сутствия стенки в радиальном направлении. Это свой-
ство существенно уменьшает вязкое трение по сравне-
нию с течением в вихревой трубе (сосуде), позволяет 
получить большие скорости вращения и использовать 
ее, например, для сжатия облаков пара и аэрозоля, цен-
тробежной сепарации и др. 

Это же свойство удовлетворяет ранее разработан-
ным условиям удержания плазмы в газовом бланкете 
за счет сил молекулярного давления [13, 14].

7. Выводы

Рассмотренная задача о вращении невязкого вих-
ря позволила установить распределение радиальных 
и окружных напряжений (давлений) в стенке ци-
линдрического квазитвердого ядра любой структуры. 
Основными влияющими факторами являются силы 
инерции и давления, а также геометрия стенки ядра. 
Результаты получены с использованием теоремы су-
перпозиции решений, которая применена к расчетным 
уравнениям аналогичных задач теории упругости.

Найден частный случай полученных уравнений 
для сплошного вихря, который совпал с известным 
решением для идеальной жидкости.

Анализ уравнений показал, что причиной измене-
ния напряжения (давления) в точке жидкости явля-
ется структура течения. Этот результат не согласуется 
с известной точкой зрения, в соответствии с которой 
такой причиной является вязкость. В то же время этот 
результат соответствует общим уравнениям движения 
любой сплошной среды в напряжениях и общим урав-
нениями движения невязкой жидкости.

В данной работе предполагается, что вихревая труб-
ка имеет неподвижную в пространстве ось вращения, а 
процесс происходит без влияния вязкого трения.
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Розглянуті головні результати дослідження 
процесу обтікання гнучкого трубопроводу необ-
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швидкості потоку завжди приводить до нестій-
ких режимів експлуатації трубопроводу

Ключові слова: гнучкий трубопровід, часто-
та коливань, швидкість потоку, відрив вихорів, 
захват частоти

Рассмотрены основные результаты исследо-
вания процесса обтекания гибкого трубопрово-
да неограниченным потоком ньютоновской жид-
кости. Дано описание основных особенностей 
такого процесса при произвольных и вынужден-
ных динамических колебаниях гибкого трубопро-
вода. Показано, что увеличение скорости потока 
всегда приводит к неустойчивым режимам экс-
плуатации трубопровода
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1. Введение

Развитие технологических процессов при работе 
судов, обслуживающих нефтянные платформы, на-
прямую связано с использованием различных типов 
гибких трубопроводов и тросов. Они используются в 
широких пределах судовых технологий – от подачи ра-
бочих жидкостей и топлива до буксировки различных 
надводных и подводных аппаратов. 

В некоторых случаях, связанных в основном с вол-
нением морской поверхности, скорости набегающего 
потока могут быть очень большими и приводить к 
опасным вынужденным колебаниям используемого 
трубопровода или троса. 

Вопрос о выборе длины троса или трубопровода, 
уходящего в подводную часть, является одним из 
определяющих. Возможны случаи, когда неправильно 
выбранные и назначенные режимы эксплуатации бу-

 Ф. А. Бендеберя, 2015


