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1. Введение

Класс оптимизационных задач размещения 
(Packing and Cutting [1]) имеет широкий спектр при-
менения в задачах логистики, современной биологии, 
минералогии, медицине, материаловедении, нанотех-
нологиях, робототехнике, системах распознавания об-
разов, системах управления космических аппаратов, 
лазерном 3D-раскрое, а также в химической промыш-
ленности, энергетике, машиностроении, судострое-
нии, авиастроении, строительстве. Задачи упаковки 
(bin-packing, knapsack packing, container loading), свя-
занные с кубоидами, классифицируются как ортого-
нальные задачи упаковки и хорошо изучены в лите-
ратуре.

В общем случае, трехмерные задачи упаковки мо-
гут оперировать с более сложными формами объектов 
и контейнеров. Интересным примером таких задач яв-
ляется быстрое прототипирование (rapid prototyping) 
при использовании технологии селективного лазерно-
го процесса спекания (selective laser sintering process). 
Проблема оптимизации упаковки многогранников в 
цилиндре возникает также в задачах предваритель-

ной оценки плотности порошковых материалов, сыпу-
чих материалов, состоящих из гранулированных ча-
стиц, при проектировании пористости адсорбционных 
фильтров, которые используются в химической и не-
фтехимической промышленности. Особый интерес к 
классу задач упаковки многогранников в контейнерах 
различной формы (цилиндр, шар, параболоид, конус) 
возникает при проектировании ракетно-космической 
техники. Таким образом, разработка эффективных 
методов решения задач оптимальной упаковки про-
извольных многогранников в контейнерах, имеющих 
форму шара или цилиндра, является актуальной про-
блемой.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Задача оптимальной упаковки многогранников яв-
ляется NP-сложной [2], и, как следствие, методологии 
решения обычно используют эвристики [3–13]. 

В работах [3, 4] представлены обзоры основных ме- 
тодов и подходов к решению 3D-задач упаковки. Вы-
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числительная сложность решения задач трехмерной 
упаковки вынуждает многих исследователей приме-
нять различные упрощения, которые сильно сужают 
область допустимых решений. Так, в работах [5–7] 
применяется аппроксимация тел произвольной фор-
мы объединением элементарных кубоидов одинако-
вого размера, а в работах [8, 9] – шаров одинакового 
радиуса. Многие исследователи уделяют внимание 
совершенствованию существующих эвристических 
подходов. Так, в [10] исследуется влияние на каче-
ство решения вида функции цели, используемой при 
генерации допустимых размещений, в [11] предла-
гается эвристический алгоритм полиномиальной 
сложности для поиска размещения в окрестности 
существующего решения для объектов с фиксиро-
ванной ориентацией. Работа [12] интересна тем, что 
авторы исследуют приближенный метод решения 
задачи упаковки параллелепипедов с учетом некото-
рых дополнительных ограничений (ограничения на 
поведение системы, составные объекты, контейнеры, 
отличные от кубоидов). В статье [13] предлагается 
основанный на имитации действия гравитации эв-
ристический алгоритм HAPE3D для задачи упаков-
ки невыпуклых многогранников в прямоугольном 
параллелепипеде минимальной высоты, при этом 
объекты могут вращаться только на дискретный 
набор углов.

Некоторые исследователи предлагают подходы, 
основанные на математическом моделировании и оп-
тимизационных процедурах [14–16]. В частности, в 
статье [14] излагается метод решения для упаковки 
ориентированных многогранников внутри многогран-
ного контейнера. Статья [15] посвящена задаче баланс-
ной упаковки нестандартных грузов. Прежде всего, 
рассматривается ортогональная упаковка «tetris-like» 
элементов в выпуклой области, а затем решается задача 
упаковки многоугольников, допускающих непрерыв-
ные вращения. Предлагается подход, использующий 
задачи смешанного целочисленного линейного/нели-
нейного программирования (MIP, MINLP). В работе 
[16] рассматривается задача упаковки невыпуклых 
ориентированных многогранников в параллелепипед 
минимальной высоты. Предлагается метод решения 
на основе мета-эвристики для поиска приближения к 
глобальному минимуму.

Однако наименее изученным является класс за-
дач оптимальной упаковки произвольных многогран-
ников, допускающих непрерывные вращения, в кон-
тейнере сферической или цилиндрической формы. 
Основная проблема – отсутствие математических 
моделей, позволяющих использование современных 
NLP-solver-ов. В данном исследовании предлагается 
подход, основанный на математическом моделиро-
вании отношений между геометрическими объекта-
ми, что позволяет сформулировать задачу упаковки в 
виде задачи нелинейного программирования. С этой 
целью используется метод phi-функций [17]. В на-
стоящее время построены phi-функции для некото-
рых 3D-объектов, таких как параллелепипеды, вы-
пуклые многогранники и сферы [18, 19]. Многие из 
построенных phi-функций (в частности, для выпуклых 
многогранников) достаточно сложны, что затрудняет 
использование NLP-solver’ов для поиска локальных 
экстремумов. В этой связи для аналитического описа-

ния ограничений непересечения между невыпуклыми 
многогранниками, допускающими непрерывные по-
вороты и трансляции, в данном исследовании исполь-
зуется класс квази-phi-функций [20]. Свободные от 
радикалов квази-phi-функции позволяют построить 
математическую модель в виде непрерывной задачи 
нелинейного программирования, где область допу-
стимых решений описывается системой неравенств с 
гладкими функциями.

Рассмотрим задачу упаковки многогранников в 
следующей постановке. 

Имеется контейнер  Ω , имеющий форму шара 
2 2 2 2{(x,y,z): r x y z 0}= − − − ≥S  переменного радиуса r 

или цилиндра 

2 2 2{(x, y, z): min{( r) x y , z h,z h} 0}= η − − − + η + η ≥C

полувысоты h  и радиуса r  с переменным коэффи-
циентом гомотетии 0 1< η ≤ . Также имеется набор в 
общем случае невыпуклых многогранников q ,  

Nq {1,2,...,N} J∈ = . Каждый многогранник q  
задан в 

собственной системе координат, начало которой qv  со-
впадает с центром, описанной вокруг многогранника 

q  сферы qS  радиуса qr . Для построения qS  исполь-
зуется алгоритм, приведенный в [21].

Положение и ориентация многогранника   опре-
деляется вектором его переменных параметров разме-
щения (v, )θ . Здесь v = (x,y,z)  – вектор трансляции, θ= 
=( 1 2 3, ,θ θ θ ), 1 2 3, ,θ θ θ  – углы поворота от оси OX до оси 
OY, от OY до OZ и от OX до OZ соответственно, относи-
тельно неподвижной системы координат OXYZ. Транс-
лированный на вектор v  и повернутый на угол 1 2 3, ,θ θ θ ,  
многогранник   обозначим как 

3 0 0 0(u) {p R : p v M( ) p , p }= ∈ = + θ ⋅ ∀ ∈  , 

где 0
  – нетранслированный и неповернутый много-

гранник  , M( )θ  – стандартная матрица поворота.
Задача оптимальной упаковки многогранников в 

контейнер сферической или цилиндрической формы 
(в дальнейшем OPPS) может быть сформулирована 
следующим образом.

Упаковать набор многогранников q , Nq I∈ , вну-
три контейнера Ω  минимального размера l. При этом, 
l=r,  если Ω = S  и l= ,η  если Ω = C.

Полагая, что каждый невыпуклый многогранник 

q  может быть представлен в виде объединения qn  
выпуклых многогранников, определим набор 

N

q
q 1

n n
=

= ∑
 

выпуклых многогранников iK , ni {1,2,...,n} I∈ =  и, так 
называемый, “склеивающий” вектор 

1 n(a ,,,,a )=a , i Na J∈ , 

где ia q= , если iK  принадлежит многограннику 

q , Nq I∈ . Если многогранник q  – выпуклый, то 

q iK≡ , где 
q 1

j
j 1

i n 1
−

=

= +∑ . 

Задача декомпозиции невыпуклых многогранни-
ков на минимальное количество выпуклых много-
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гранников сама по себе является NP-трудной. Для 
решения данной задачи могут быть использованы 
различные алгоритмы, например, алгоритм, пред-
ложенный в [22]. В пределах данного исследования, 
полагаем, что декомпозиция невыпуклых много-
гранников на выпуклые многогранники – известна.

С каждым многогранником i qK ⊂
 
ассоциируется 

собственная система координат, которая совпадает с 
собственной системой координат многогранника q . 
Отметим, что каждый выпуклый многогранник i qK ⊂

 задается своими вершинами i
sp , is 1,....,m= , ni I∈ , в соб-

ственной системе координат многогранника
 

q .
Таким образом, задача OPPS может быть сфор-

мулирована в терминах выпуклых многогранников 
следующим образом.

Упаковать набор выпуклых многогранников i iK (u ),  

ni I∈ , связанных заданными «склеивающими» вектора-
ми 1 n(a ,,,,a )=a , внутри контейнера Ω  минимального 
размера l.

3. Цель и задачи исследования

Целью работы является построение математической 
модели и разработка метода решения задачи упаковки 
произвольных многогранников, допускающих непре-
рывные вращения, в шаре минимального радиуса или 
цилиндре с минимальным коэффициентом гомотетии.

Для достижения цели поставлены следующие за-
дачи:

– формализация ограничений размещения в зада-
че OPPS, включая аналитическое описание условия 
непересечения многогранников и условия включения 
многогранников в контейнер (для случаев: Ω = S  и 
Ω = C);

– построение математической модели задачи OPPS 
в виде задачи нелинейного программирования (NLP-
model);

– разработка стратегии решения задачи OPPS;
– разработка алгоритма построения допустимых 

стартовых точек (для случаев: Ω = S  и Ω = C);
– разработка алгоритма поиска локально-опти-

мальных решений задачи OPPS из допустимых стар-
товых точек (для случаев: Ω = S  и Ω = C);

– создание программного обеспечения для реше-
ния задачи OPPS (для случаев: Ω = S  и Ω = C);

– решение тестовых примеров (для случаев: Ω = S  
и Ω = C).

4. Моделирование ограничений размещения в  
задаче OPPS

Для описания ограничений размещения (непере-
сечения многогранников и включения многогранни-
ков в контейнер) используются phi-функции и ква-
зи-phi-функции [17, 20].

Квази-phi-функция для 

qq q 1 q i q n q(u ) K (u ) ... K (u ) ... K (u )=    

 
и 

gg g 1 g j g n g(u ) K (u ) ... K (u ) ... K (u )=    

 

может быть определена в виде

i j

qg q g qg

K K '
q g ij q g

(u ,u ,u )

min{ (u ,u ,u ),i 1,...,n , j 1,...,n }

Φ =′

= Φ = =′ ,  (1)

где '
qg q g ij(u ,u ,u )Φ′  – квази-phi-функция, а '

iju  – век-
тор дополнительных переменных для выпуклых мно-
гогранников i qK (u )  и j gK (u ) , qi 1,...,n ,=

 gj 1,...,n= , 
'

qg ij q gu (u ,i 1,...,n , j 1,...,n )= = = .
Phi-функция для невыпуклого многогранника 

q g(u )  и объекта * 3R \ intΩ = Ω  может быть опреде-
лена в виде

iK
q q q q(u ) min{ (u ),i 1,...,n }Φ = Φ = ,  (2)

где iK
q(u )Φ  – phi-функция для i qK (u )

 
и объекта *Ω ,  

qi 1,...,n= .
Приведем конкретный вид квази-phi-функции для 

выпуклых многогранников, а также phi-функции для 
выпуклого многогранника и объекта *Ω .

Рассмотрим два выпуклых многогранника 1 1K (u ) 
и 2 2K (u ), заданных вершинами 1

ip ,  1i 1,....,m= , и 2
jp , 

2j 1,....,m ,=
 
соответственно.

Квази-phi-функция 1 2K K
1 2 P(u ,u ,u )Φ′  для выпуклых 

многогранников 1 1K (u )  и 2 2K (u )  может быть опреде-
лена так [20]:

1 2

1 2

K K
1 2 P

K P K P
1 P 2 P

(u ,u ,u )

min{ (u ,u ), (u ,u )}
∗

Φ =′

= Φ Φ ,  (3)

где 1K P
1 P(u ,u )Φ  – phi-функция для 1 1K (u )  и полу-

пространства PP(u ) , 2K P
2 P(u ,u )

∗

Φ  – phi-функция для 

2 2K (u )  и полупространства * 3
P PP (u ) R \ intP(u )= , где 

PintP(u )  – внутренность PP(u ) . Здесь 

P P PP(u ) {(x,y,z) : x y z 0}= ψ = α ⋅ + β⋅ + γ ⋅ + µ ≤ –  

полупространство, 

yPsin ,α = θ  xP yPsin cos ,β = − θ ⋅ θ  xP yPcos cosγ = θ ⋅ θ  

(отметим, что 2 2 2 1α + β + γ = ) и P xP yP Pu ( , , )= θ θ µ , xPθ  
и yPθ  – соответствующие переменные углы полупро-
странства PP(u )  от оси OY до OZ и от оси OX до OZ. 
В формуле (3): 

1

1

K P 1
1 P P i1 i m

(u ,u ) min (p )
≤ ≤

Φ = ψ  

и 

*
2

2

K P 2
2 P P j1 j m

(u ,u ) min( (p ))
≤ ≤

Φ = −ψ .

Для описания ограничений включения, 

*
1 1 1 1K (u ) intK (u )⊂ Ω ⇔ Ω = ∅ , 

используется phi-функция 
*

1K ΩΦ  для 1 1K (u )
 
и объекта 

* 3R \ intΩ = Ω .
Пусть 1 1K (u )

 
– выпуклый многогранник с вер-

шинами i xi yi zip (p ,p ,p ),=  1i 1,....,m= . Phi-функция для 

1 1K (u )
 
и объекта *Ω  может быть определена так:
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*
1

*
1

*
1

K
1K

1 K
1

(u ), ,
(u )

(u ), ,

Ω
Φ Ω =Φ = 

Φ Ω =

S

C

S

С
  (4)

где 

*
1K

1 i 1 1(u ) min{ (u ),i 1,...,m },Φ = ϕ =S  

2 2 2 2
i 1 xi yi zi(u ) r (p ) (p ) (p )ϕ = − − − , 

*
1K

1 1 1 1(u ) min{ (u ), (u ), (u )},Φ = µ ψ ωC

 
i 1 1min{ (u ),i 1,...,m }µ = µ = , 

2 2 2
i 1 xi yi(u ) r (p ) (p )µ = − − , 

1 i 1 1(u ) min{ (u ),i 1,...,m }ψ = ψ = ,

i 1 zi(u ) p hψ = + ,

1 i 1 1(u ) min{ (u ),i 1,...,m }ω = ω = , 

i 1 zi(u ) p hω = − + .

5. Математическая модель задачи OPPS

Вектор u Rσ∈  переменных задачи может быть опи-
сан следующим образом: u ( , ) R ,σ= ς τ ∈  

где 
1 6N 3m,σ = + +  1 2 N(l,u ,u ,...,u )ς = , 

l  – переменная метрическая характеристика контей-
нера Ω , 

i i i i i i i i i

1 2 3
a a a a a a a a au (v , ) (x ,y ,z , , , )= θ = θ θ θ  

– вектор параметров размещения многогранника iK ,  

ni I∈ , индекс ia {1,2,...,N}∈  – компонента вектора a , 

P P

1 m(u ,...,u )τ =  – вектор дополнительных переменных, 

P P P P

s s s s
x yu ( , , )= θ θ µ  – вектор вспомогательных перемен-

ных для s-й пары выпуклых многогранников, опреде-
ленных в (3), s 1,...,m,=

 
m card( )= Ξ ,

i j{(i, j),a a ,i j 1,...,n}Ξ = ≠ < = .  (5)

Математическая модель задачи OPPS может быть 
сформулирована в виде

u W R
min F(u)

σ∈ ⊂
,  (6)

i j

i

ij a a

i a

W {u R : (u ,u ) 0,

(i, j) , (u ) 0,i 1,2,...,n}

σ= ∈ Φ ≥′

∈Ξ Φ ≥ = ,  (7)

где F(u) l= , ijΦ′
 
– квази-phi-функция вида (3), i j Na , a I∈ ,  

при (i, j) ∈Ξ , Ξ  определено в (5), iΦ
 
– phi-функция 

вида (4) для iK  и объекта *Ω .
Для того, чтобы избежать избыточных неравенств в 

ограничениях включения, вместо набора phi-функций 

ii a(u ) 0,Φ ≥
 

i 1,...,n= , для выпуклых многогранников 
Ki, i 1,...,n= , можно использовать набор phi-функций 

q q(u ) 0,Φ ≥
 

q 1,...,N= , для выпуклых оболочек много-
гранников q ,  q 1,...,N= .

Каждое phi-неравенство в (7) может быть описа-
но системой неравенств с гладкими функциями. Ма-
тематическая модель (6), (7) является непрерывной 
задачей нелинейного программирования, и содержит 
все глобально оптимальные решения. Для решения 
задачи можно использовать современные глобальные 
NLP-solver’ы. Таким образом, по крайней мере, те-
оретически, можно получить оптимальное решение 
задачи (6)–(7).

Однако на практике мы имеем дело с большим чис-
лом переменных и огромным числом неравенств, в ре-
зультате чего поиск локально-оптимального решения 
становится нереальной задачей даже для современных 
глобальных NLP-solver’ов. В этой связи для поиска 
«хороших» локально оптимальных решений за разум-
ное время предлагается эффективный алгоритм, кото-
рый можно рассматривать как развитие методологии, 
предложенной в работе [20] для задачи оптимальной 
упаковки эллипсов в прямоугольном контейнере ми-
нимальной площади.

6. Метод решения задачи OPPS

Для решения задачи (6)–(7) предлагается следу-
ющая стратегия, основанная на методе мультистарта.

1) Задаем множество 0{ }ς  векторов 0 0 0 0
1 N(r ,u ,...,u )ς =  

допустимых параметров размещения 0 0
1 N(u ,...,u )  много-

гранников, размещенных в контейнере 0Ω  с заданным 
значением метрической характеристики 0l . В данном 
исследовании используется специальный алгоритм 
(FSPA-S).

2) Формируем соответствующее множество 0{u } до-
пустимых стартовых точек 0 0 0u ( , )= ς τ  для задачи (6)–
(7), используя множество 0{ }ς , полученное на шаге 1.  
Для генерации вектора 0τ  применяем оптимизацион-
ную процедуру (FAPA-S).

3) Ищем локальный минимум функции цели F(u) 
в задаче (6)–(7), стартуя из каждой точки множества 

0{u }, полученной на шаге 2. Для поиска локально-
го минимума задачи (6)–(7) предлагается алгоритм 
(COMPOLY-S).

4) Выбираем лучший из найденных на шаге 3 ло-
кальных минимумов в качестве локально оптимально-
го решения задачи (6)–(7).

Для решения задач нелинейного программирова-
ния (при реализации шагов 1–3) используется библи-
отека IPOPT [23].

6. 1. Алгоритм поиска стартовых точек из области 
допустимых решений (FSPA-S)

Для поиска стартовых точек из области допусти-
мых решений задачи (6)–(7) предлагается алгоритм, 
основанный на гомотетических преобразованиях объ-
ектов, который включает в себя следующие шаги:

1. Выбираем достаточно большое начальное значе-
ние переменной 0l , обеспечивающее размещение непе-
ресекающихся шаров qS , q 1,2,...,N= , внутри контейне-
ра 0Ω .

2. Генерируем внутри контейнера 0Ω  множество N,  
случайно выбранных центров 0 0 0

q q q(x ,y ,z ),   q 1,2,...,N= ,  

если

если
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шаров qS  радиуса qrλ . Полагаем, что коэффициент го-
мотетии λ  одинаков для всех qS ,

 
q 1,2,...,N= ,

 
и 0 1≤ λ ≤ .

3. Увеличиваем радиус каждого шара qS , q 1,2,...,N=  
до исходного размера, полагая, что координаты цен-
тров шаров и коэффициент гомотетии λ  – перемен-
ные. Для этого полагаем 0l l=  и, стартуя из точки 

0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 N N Nu (x ,y ,z ,...,x ,y ,z , 0)= λ =

       , решаем вспомогатель-
ную задачу:

u W
max

∈
λ





,  (8)

*
q g qS S S3N 1W {u R : 0, 0,

q g 1,2,...,N,1 0, 0}

Ω+= ∈ Φ ≥ Φ ≥
< = − λ ≥ λ ≥





  (9)
                                                 

 ,
 

где 

1 1 1 N N Nu (x ,y ,z ,...,x ,y ,z , )= λ , 

q gS S 2 2
q g q g

2 2 2
q g q g

(x x ) (y y )

(z z ) (r r ) ,

Φ = − + − +

+ − − λ +
 

 (10)

q gS SΦ – phi-функция шара qS  радиуса qrλ
 
и шара gS  

радиуса gr ,λ
 

0*
q

0*
q

0*
q

S
qS

q S
1

(u ), ,
(u )

(u ), ,

Ω
Φ Ω =Φ = 

Φ Ω =

S

C

S

С
  (11)

0*
qS 0 2 2 2 2

q q q q(r r ) (x ) (y ) (z )Φ = − λ − − −S , 

0*
qS 0 2 2 2

q q q

0 0
q q q q

min{( r r ) (x ) (y ) ,

z h r , z h r }

Φ = η − λ − −

+ η − λ − + η − λ

C

                                                 ,

0*
qS ΩΦ – phi-функция шара qS  радиуса qrλ

 
и объек- 

та 0*Ω .
Обозначим точку глобального максимума задачи 

(8)–(9) через 

* * * * * * * *
1 1 1 N N Nu (x ,y ,z ,...,x ,y ,z , 1)= λ =       .

4. Формируем вектор допустимых параметров 
0 0 0 0

1 N(l ,u ,...,u )ς = , полагая, что 

0 0 0 0 0
q q q q qu (x ,y ,z , )= θ , 

где 0 0 0 * * *
q q q q q q(x ,y ,z ) (x ,y ,z )=    , 0

qθ  – вектор случайно сге-
нерированных параметров поворота многогранников  

q ,q 1,...,N= . 
Заметим, что глобальное решение задачи (8)–(9), 

т.е. * 1λ = , всегда может быть найдено (при условии 
выбора начального радиуса 0r  на шаге 1 достаточ-
но большим). Решение автоматически удовлетворяет 
всем ограничениям размещения в задаче (6)–(7).

Алгоритм FSPA-S определяет вектор 0ς  при фор-
мировании стартовой точки для последующей задачи 
поиска локального минимума задачи (6)–(7).

6. 2. Алгоритм оптимизации упаковки (COMPOLY-S)
В основе алгоритма используется идея LOFRT 

процедуры, предложенной в статье [22] для задачи 
упаковки эллипсов.

Полагаем, что построены сферы 0
q qS S (0)≡  ради-

уса qr  и центром q q q qv (x ,y ,z )= , описанные вокруг 
каждого невыпуклого многогранника q , q 1,...,N= ,  
также как и сферы 0

i iS S (0)≡  радиуса ir  и центром 

ci ci ci civ (x ,y ,z )= , описанные вокруг каждого выпуклого 
многогранника 0

iK , i 1,...,n= . 
Предлагаемый алгоритм, COMPOLY-S, включает в 

себя следующие шаги. 
Шаг 1. Полагаем  k 1= , и задаем вектор 

0 0 0 0
1 N(l ,u ,...,u )ς =  

параметров допустимого размещения многогранников 

q ,q 1,...,N= , внутри 0Ω .
Шаг 2. Формируем вектор (k 1) (k 1)

c1 cn(v ,..,v )− −  центров 
шаров 

i

(k 1)
i aS (u ),−  i 1,2,...,n= . В соответствии с вектором 

a, центр civ  шара i iS K⊃  после трансляции и поворота 
0
iK  имеет вид: 

i i i

(k 1) (k 1) (k 1) (k 1)
ci ci a a a civ v (u ) v M( ) v− − − −= = + θ ⋅ .

Шаг 3. Для каждого шара 
i

(k 1)
i aS (u )−  строим фикси-

рованный «индивидуальный» прямоугольный кон-
тейнер k

iΩ  со сторонами равными 2( ir + ε ), i 1,2,...,n= , 
центром симметрии (k 1)

civ −  и вершинами 

s(k 1) s(k 1) s(k 1) s(k 1)
i i i iv (x ,y ,z )− − − −= , s 1,...,8= , 

полагая 

n

i
i 1

r / n
=

ε = ∑ .

Шаг  4. Формируем систему неравенств дополни-
тельных ограничений на вектор 

i i i ia a a av (x ,y ,z )=  для 
каждого iK  в виде: i iS 0

∗ΩΦ ≥ , i 1,...,n= , где 

i i

i

i i

S (k 1) (k 1)
ci a i

(k 1) (k 1) (k 1) (k 1)
ci a i ci a i

min{ x (u ) x ,

y (u ) y , z (u ) z ,

∗Ω − −

− − − −

Φ = − + + ε

− + + ε − + + ε

i

i

i

(k 1) (k 1)
ci a i

(k 1) (k 1)
ci a i

(k 1) (k 1)
ci a i

x (u ) x ,

y (u ) y ,

z (u ) z }

− −

− −

− −

− + ε

− + ε

− + ε

 

phi-функция для iS  и * 3
i iR \ intΩ = Ω .

Таким образом, генерируется «искусственное» 
множество k

εΠ  вида:

i

i

(k 1) (k 1)
k ci a i

(k 1) (k 1)
ci a i

{u R : x (u ) x 0,

y (u ) y 0,

ε σ − −

− −

Π = ∈ − + + ε ≥

− + + ε ≥

i

(k 1) (k 1)
ci a iz (u ) z 0,− −− + + ε ≥  

i

(k 1) (k 1)
ci a ix (u ) x 0,− −− + ε ≥  

i

(k 1) (k 1)
ci a iy (u ) y 0,− −− + ε ≥  

i

(k 1) (k 1)
ci a iz (u ) z 0,− −− + ε ≥  i 1,...,n}= .

Шаг 5. Формируем индексные множества 1Ξ  и 2Ξ  
следующим образом: 

если

если
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ki kjk kS
1 1{(i, j) : 0}Ω ΩΞ = ∈Ξ Φ < , 

где 

i j

kS
1 a a{(i, j) : 0}Ξ = ∈Ξ Φ < , 

ki kj s
ijmax{ ,s 1,...,6}Ω ΩΦ = ϕ = , 

1 (k 1) (k 1)
ij i j ij(x x ) R− −ϕ = − − , 

2 (k 1) (k 1)
ij i j ij(y y ) R− −ϕ = − − , 

3 (k 1) (k 1)
ij i j ij(z z ) R− −ϕ = − − , 

4 (k 1) (k 1)
ij i j ij(x x ) R− −ϕ = − − − , 

5 (k 1) (k 1)
ij i j ij(y y ) R− −ϕ = − − − , 

6 (k 1) (k 1)
ij i j ij(z z ) R− −ϕ = − − − , 

ij i jR (r r ) 2= + + ε , 

ki kjΩ ΩΦ – phi-функция для kiΩ
 
и kjΩ , 

i ja a qgΦ = Φ  – phi- 
функция (10) для qS

 
и gS , описанных вокруг много-

гранников 

(k 1) (k 1)
q q i q(u ) K (u )− −⊃  

и 

(k 1) (k 1)
g g j g(u ) K (u )− −⊃ , 

при ia q= , ja g= .
Отметим, что если 1(i, j) ∉Ξ , то нет необходимости 

проверять ограничение непересечения для соответ-
ствующих многогранников 

i

(k 1)
i aK (u )−  и 

j

(k 1)
j aK (u )− .

Далее формируем индексное множество 

kik kS
2 2{i : 0}

∗
εΩ ΩΞ = ∈Ξ Φ < , 

где 

ai
SkS

2 n{i I : 0}
∗
εΩΞ = ∈ Φ < , 

*
ki εΩ ΩΦ  – phi-функция для kiΩ  и объекта * 3R \ intε εΩ = Ω ,  

причем 

2 2 2 2{(x, y, z): x y z (r ) 0}ε εΩ ≡ = + + − − ε ≥S  

или 

2 2 2{(x, y, z): min{( r ) x y ,

z h ,z h } 0},
ε εΩ ≡ = η − ε − −

− + η + ε + η + ε ≥
C

ki s
imin{ ,s 1,...,8}

∗
εΩΦ = χ =S , 

s 2 s(k 1) 2 s(k 1) 2 s(k 1) 2
i i i i(r ) (x ) (y ) (z )− − −χ = − ε − − − , 

ki min{ , , }
∗
εΩΦ = µ ψ ωC , 

s
imin{ ,s 1,...,8}µ = µ = ,

s 2 s(k 1) 2 s(k 1) 2
i i i( r ) (x ) (y ) ,− −µ = η − ε − −

 

s
imin{ ,s 1,...,8}ψ = ψ = ,

s s(k 1)
i iz h,−ψ = + η

s
imin{ ,s 1,...,8},ω = ω =

s s(k 1)
i iz h.−ω = − + η

Отметим, что, если 2i ∉Ξ , то нет необходимости 
проверять ограничение включения многогранника 

i

(k 1)
i aK (u )−  в область Ω .

Шаг  6. Генерируем k-ую подзадачу на подмноже-
стве k kW W ε= Π  вида

kk
w kk

w
u W R

min F(u )
σ−σ∈ ⊂

,  (12)

k

k k

i ki

k
k w w ij 1

Sk
i 2

W {u ( , ) R : 0,(i, j) ,

0,i , 0,i 1,...,n},
∗

σ−σ

Ω

= = ς τ ∈ Φ ≥ ∈Ξ′

Φ ≥ ∈Ξ Φ ≥ =

где 

ki kjk kS
1 1{(i, j) : 0}Ω ΩΞ = ∈Ξ Φ < , 

ik kS
2 2{i : 0}

∗
εΩ ΩΞ = ∈Ξ Φ < ,

i j

kS
1 a a{(i, j) : 0}Ξ = ∈Ξ Φ < , 

ai
SkS

2 n{i I : 0}
∗
εΩΞ = ∈ Φ < ,

k
k 13(m card( ))σ = − Ξ .

Шаг  7. Генерируем допустимую стартовую точку 

k

(k 1) (k 1) (k 1)
wu ( , )− − −= ς τ . Поскольку вектор (k 1)−ς  определен 

выше, находим значения вектора 

k P P

(k 1) (k 1)1 (k 1)m
w (u ,...,u )− − −τ = , 

P P P P

(k 1)s (k 1)s (k 1)s (k 1)s
x yu ( , , )− − − −= θ θ µ , 

для таких s {1,...,m}∈ , что k
1(i, j) ∈Ξ .

Чтобы сформировать вектор 
k

(k 1)
w ,−τ  воспользуем-

ся так называемым алгоритмом (FAPA-S). Ключе-
вая идея алгоритма заключается в следующем: если 

i jS S 0Φ ≥ , то с помощью простых геометрических вы-
числений формируем вектор 

P

(k 1)su −  как вектор до-
пустимых параметров разделяющей плоскости для 

i

(k 1)
i aS (u )−  и 

j

(k 1)
j aS (u )− , в противном случае – определяем 

вектор 
P

(k 1)su − , решая следующую вспомогательную 
подзадачу:

maxµ  s.t.
P

s '(u , ) Wµµ ∈ ,  (13)

где 

P i j P

s 4 (k 1) (k 1) s
ij a aW {(u , ) R : (u ,u ,u ) }− −

µ = µ ∈ Φ ≥ µ′ ′ , 

1Rµ ∈ , 
P P P P

s s s s
x yu ( , , ),= θ θ µ  

при фиксированных параметрах размещения 



Математика и кибернетика – прикладные аспекты

45

i j

(k 1) (k 1)
a a(u ,u )− −

 
для соответствующей квази-phi-функции 

i j P

(k 1) (k 1) s
ij a a(u ,u ,u )− −Φ′ , (i, j)∀ ∈Ξ . 

Следует отметить, что любое неотрицательное 
значение µ  в (13) обеспечивает допустимые значе-
ния 

P

su .
Таким образом, все квази-phi-функции и phi-функ-

ции в (12) в точке (k 1)u −

 
принимают неотрицательные 

значения. 
Шаг 8. Стартуя из допустимой точки (k 1)u − , решаем 

задачу 

kk
w kk

w
u W R

min F(u )
σ−σ∈ ⊂

и получаем точку локального минимума 
k k

* *k *k
w wu ( , )= ς τ .

Если 
k

*
wu kfr ε∈ Π , то принимаем *kς  в качестве стар-

тового вектора kς  для следующей итерации (возвра-
щаемся к шагу 2), в противном случае – завершаем 
процедуру оптимизации.

Точка * *k *k *ku u ( , ) Rσ= = ς τ ∈  является точкой локаль 
ного минимума задачи (6)–(7). Здесь *kτ  включает в 
себя вектор 

k

*k
wτ , а также вектор kσ  дополнительных 

переменных, удаленных на k-ой итерации. Заметим, 
что удаленные ранее дополнительные переменные мо-
гут быть переопределены с помощью алгоритма FAPA. 
Однако в этом нет необходимости, поскольку на по-
следнем шаге алгоритма значения дополнительных пе-
ременных не оказывают влияния на значение целевой 
функции, т. е. 

k

* *k
wF(u ) F(u )= .

Следует отметить, что dist(
k

*
wu ,

k 1

*
wu

+
) ≥ ε , если 

k 1

*
w ku fr

+

ε∈ Π . Кроме того, значение ε  значительно боль-
ше, чем точность IPOPT ( 810− ). Таким образом, можно 
сделать вывод, что условие останова всегда достигает-
ся за конечное число итераций.

Достоинство алгоритма COMPOLY-S состоит в 
том, что в большинстве случаев анализируется значи-
тельно меньшее количество пар многогранников, чем 
m , поскольку для каждого многогранника осущест-
вляется проверка только его “ ε-окрестности”.

Таким образом, алгоритм COMPOLY-S позволяет 
свести задачу (6)–(7) с большим количеством нера-
венств и большой размерностью области допустимых 
решений W вида (7), к последовательности подзадач 
вида (12) меньшей размерности со значительно мень-
шим числом нелинейных неравенств.

7. Результаты вычислительных экспериментов

В этом разделе приводятся примеры, демонстриру-
ющие эффективность предложенной в данном иссле-
довании методологии. Эксперименты проводились на 
компьютере AMD Athlon 64 X2 5200+. Для каждого из 
примеров полагаем 5ε =  в оптимизационной процеду-
ре COMPOLY-S.

Пример 1. Рассматриваются n=25 выпуклых мно-
гогранников, исходные данные о которых приведены в 
[16]. На рис. 1, а приведено локально-оптимальное раз-
мещение заданного набора многогранников в цилин-
дре при * *r h= = 12.346384. Время решения 723.15 сек.

Пример 2. Рассматриваются n=80 выпуклых мно-
гогранников, исходные данные о которых приведены 
в [16].  На рис. 1, б приведено локально- оптимальное 
размещение заданного набора многогранников в ци-
линдре при *r 0.25= . *h 17.874402= . Время решения 
43613.42 сек.

Пример 3.  Рассматриваются n=80 выпуклых мно-
гогранников, исходные данные о которых приведены 
в [16].  На рис. 1, в приведено локально- оптимальное 
размещение заданного набора многогранников в шаре 
радиуса *r = 27.327080. Время решения 42914.375 сек.

Пример 4.  Рассматриваются N=30 невыпуклых 
многогранников, исходные данные о которых при-
ведены в [16]. На рис. 1, г приведено локально- опти-
мальное размещение заданного набора многогран-
ников в шаре радиуса *r = 23.070962. Время решения 
29491.35 сек. 

Результаты численных экспериментов показали, 
что предложенные в работе математическая модель 
и метод решения позволяет получать локально-оп-
тимальные решения для задачи OPPS в контейнерах, 
имеющих форму шара или цилиндра.

 

 
а                                               б                                          в                                                 г  

Рис. 1. Локально-оптимальное размещение многогранников: а – для примера 1, б – для примера 2,  
в – для примера 3, г – для примера 4
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8. Выводы

1. Для аналитического описания условия непере-
сечения произвольных многогранников и условия их 
включения в сферический и цилиндрический кон-
тейнер использованы свободные от радикалов ква-
зи-phi-функции и phi-функции, учитывающие непре-
рывные вращения и трансляции многогранников, что 
позволяет описать область допустимых решений в 
виде системы неравенств с гладкими функциями.

2. Построенная математическая модель (6)–(7) в 
виде непрерывной задачи нелинейного программи-
рования (NLP-model) содержит все глобально опти-
мальные решения задачи OPPS, что позволяет исполь-
зовать для ее реализации современные глобальные 
NLP-solver’ы, такие как (Baron, LindoGlobal, GloMIQO). 
Таким образом, по крайней мере, теоретически, можно 
получить оптимальное решение задачи OPPS.

3. Предложенная стратегия решения основана на 
методе мультистарта, быстром алгоритме FSPA-S по-
иска допустимых стартовых точек и процедуре локаль-
ной оптимизации COMPOLY-S, что дает возможность 
получать локально-оптимальные решения для задачи 
OPPS.

4. Разработанный алгоритм (FSPA-S) основан на 
гомотетических преобразованиях геометрических 
объектов и обеспечивает быстрое построение допусти-
мых стартовых точек.

5. Разработанный алгоритм (COMPOLY-S) сводит 
задачу нелинейного программирования с большим 
числом переменных и большим числом неравенств 
к последовательности задач меньшей размерности и 
меньшим числом нелинейных неравенств. Процедура 
COMPOLY-S значительно уменьшает вычислитель-
ные затраты (время и память) и делает возможным 
эффективное использование современных NLP-solvers 
для решения задач нелинейного программирования.

6. Созданное программное обеспечение для поиска 
локально-оптимальных решений задачи OPPS, реали-
зует предложенный метод с использованием IPOPT 
для решения подзадач нелинейного программирова-
ния в процедурах FSPA-S, COMPOLY-S.

7. Тестирование программного обеспечения пока-
зало работоспособность предложенных алгоритмов. 
Предлагаемый подход может быть адаптирован для 
решения задач оптимальной упаковки произвольных 
многогранников в произвольных выпуклых контей-
нерах.
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1. Вступ

8 квітня 2015 року Кабмін України затвердив 
розроблену Мінрегіоном Методику формування 
спроможних територіальних громад (ТГ). Одним з 
основних її положень є визначення потенційних ад-
міністративних центрів майбутніх територіальних 
громад. Такими, в першу чергу, визначаються міста 
обласного значення та населені пункти (НП), що ма-
ють статус районних центрів. Метою законопроекту 
є створення потужних територіальних громад, що 
дозволить заощадити бюджетні кошти шляхом скоро-

чення держапарату на місцях. Законом України «Про 
добровільне об’єднання територіальних громад» пе-
редбачено, що 2–3 села можуть об’єднатися в громаду 
[1]. Адміністративними центрами потенційно можуть 
бути також села, селища, міста, що історично мали ста-
тус районних центрів та знаходяться на відстані понад 
20 км від міст обласного значення, районних центрів, 
а також інші населені пункти. Необхідною умовою 
визначення адміністративного центру спроможної те-
риторіальної громади є наявність адміністративних 
будівель для розміщення органів управління місцево-
го самоврядування, органу правопорядку, пожежної 
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