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В рамках механічної системи, яка здійснює 
просторовий рух і складена з обертового ста-
тично незрівноваженого несучого тіла та двох 
однакових математичних маятників, віднос-
ному руху яких перешкоджають сили в’язкого 
опору, досліджується умовна стійкість основних 
рухів. Встановлено, що основні рухи, в яких від-
бувається стабілізація положення осі обертан-
ня несучого тіла, умовно асимптотично стійкі
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В рамках механической системы, совершаю-
щей пространственное движение и состоящей 
из вращающегося статически неуравновешенно-
го несущего тела и двух одинаковых математи-
ческих маятников, относительному движению 
которых препятствуют силы вязкого сопро-
тивления, исследуется условная устойчивость 
основных движений. Установлено, что основные 
движения, в которых наступает стабилизация 
положения оси вращения несущего тела, условно 
асимптотически устойчивы
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В связи с вышесказанным, актуально построить те-
оретико-механическую модель, описывающую дина-
мику вращающегося КА с присоединенными телами, и 
исследовать устойчивость установившихся движений, 
на которых наступает стабилизация положения оси 
вращения КА.

2. Анализ литературных данных и постановка 
проблемы

Учитывая активное развитие микроэлектроники, 
технологий и материалов, в космической отрасли раз-
личных стран прослеживается тенденция к увели-
чению доли так называемых малых КА [4, 5], масса 
которых не превышает 1000 кг. Малые КА обладают 
рядом важных преимуществ [6–8] перед большими 
КА, а именно:

– сравнительно малыми сроками реализации про-
екта (не более 3–4 лет);

– меньшими расходами и рисками, связанными 
с разработкой, выводом на орбиту и их дальнейшей 
эксплуатацией;

– возможностью создания простых, надежных и 
универсальных платформ для решения различных 
научных и народнохозяйственных задач.

На дальнейшее активное применение и увеличение 
доли малых КА указывает и развитие так называемых 
«кластерных» космических систем связи, дистанци-
онного зондирования космического пространства и 
Земли, на базе мини-, микро- и наноспутников [9–11]. 
Такие космические системы имеют повышенный охват 

1. Введение

Известно [1, 2], что для космических аппаратов 
(КА) стабилизированных вращением, возникает две 
основные технические задачи – это задача ориента-
ции и стабилизации. Задача ориентации заключается 
в обеспечении необходимого положения оси враще-
ния КА в пространстве, а задача стабилизации или 
устранения угла нутации – в совмещении продольной 
оси КА с осью вращения.

Отметим, что на подавляющем большинстве КА 
стабилизированных вращением используют пассив-
ные способы ориентации и устранения угла нута-
ции. Пассивный процесс устранения угла нутации 
быстротечный и происходит за несколько оборотов 
КА, а пассивный процесс ориентации (осуществля-
ется за счет магнитного поля Земли, сил гравитации, 
солнечного ветра и т. д.) – долговременный и длится от 
нескольких часов до нескольких суток.

Известно также [1, 2], что угол нутации вызван дву-
мя причинами:

– неточностью придания начального вращения КА;
– неуравновешенностью КА относительно его про-

дольной оси.
Для уменьшения угла нутации, вызванного не-

точностью придания начального вращения КА, ис-
пользуют пассивные демпферы угла нутации [1–3], 
которые получили широкое распространение на ряде 
метеорологических, исследовательских и спутниках 
связи серии “Pioneer”, “Explorer”, “TIROS”, “TELSTAR”, 
“SYNKOM”, “АТС”, “ESSA”, “Meteosat”, “Gms”, “SCD”, 
“HESSI”, “MSG” и др.
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пространства, высокую оперативность и надежность 
системы в целом за счет формирования и поддержания 
орбитальной группировки.

Важно отметить, что степень реализации различ-
ных задач (например, раннего обнаружения изменений 
в природной среде, глобального контроля и прогно-
зирования состояния атмосферной и «космической» 
погоды, радиомониторинга и видеонаблюдения тер-
риторий и объектов, гравиметрии, геодезии, радиофи-
зики и др.), проводимых в космическом пространстве 
с помощью малых КА, во многом зависит от техни-
ческих и эксплуатационных характеристик систем 
стабилизации. Учитывая размеры и массу малых КА, к 
системам стабилизации предъявляются очень жесткие 
ограничения (небольшая масса и габаритные размеры, 
низкое потребление энергии, простота конструкции, 
надёжность и т. д.). В наибольшей степени таким тре-
бованиям удовлетворяют пассивные системы стаби-
лизации [12, 13]. Несмотря на это, применение пас-
сивных систем стабилизации довольно ограничено, 
ввиду их невысокой точности. Например, по данным 
работ [14–16], для различных КА стабилизируемых 
вращением с установленными на них пассивными 
демпферами угла нутации (маятниковыми, шаровы-
ми, жидкостными), остаточный угол нутации достигал 
значений ÷0,5 5  градусов, и наблюдался даже через 
длительный промежуток времени.

Попытка объяснить возникновение таких «ано-
мальных» остаточных углов нутации, для жидкост-
ных демпферов угла нутации, была сделана в работах 
[15, 16]. Так, возникновение угла нутации объяснялось 
неуравновешенностью, образованной из-за большого 
поверхностного натяжения ртути. Поверхностные силы 
натяжения не могут собрать вместе всю ртуть, поэтому 
они ее собирают отдельными частями. Но учитывая то, 
что неуравновешенность от ртути не является макси-
мально-возможной, такая модель не объясняет боль-
ших остаточных углов нутации, которые возникают при 
использовании, например, спиртовых демпферов угла 
нутации (известно, что спирт имеет небольшое поверх-
ностное натяжение).

В работах [17, 18] исследовалась динамика вращаю-
щегося КА и маятникового демпфера угла нутации. В 
работах [19–23] исследовалась динамика вращающего-
ся КА и демпфера угла нутации в виде массы на пружи-
не, которая двигается или параллельно продольной оси 
КА, или в плоскости перпендикулярной к ней. Было по-
казано, что демпферы угла нутации могут значительно 
влиять на движение КА, при этом устойчивыми могут 
быть движения, в которых КА вращается не вокруг про-
дольной оси, а вокруг близкой к ней оси.

Отметим, что и ранние [16, 17, 19–22], и современ-
ные [14, 15, 18, 23] работы, посвящённые исследованию 
динамики и устойчивости движений системы вращаю-
щийся КА-демпфер, имеют один общий существенный 
недостаток, который и сегодня не позволяет объяснить 
возникающие остаточные углы нутации. А именно, не 
учитывается тот факт, что пассивные демпферы угла 
нутации (маятниковые, шаровые и жидкостные) одно-
временно обладают свойствами пассивных автобалан-
сиров (АБ). Все это приводит к необходимости исследо-
вания устойчивости установившихся движений систем, 
в которых тела, присоединённые к вращающемуся КА, 
проявляют свойства не только демпфера, но и АБ.

Для повышения точности и эффективности пассив-
ных систем стабилизации, используемых на вращаю-
щихся КА, в [24, 25], вместо пассивных демпферов угла 
нутации предложено использовать пассивные класси-
ческие (маятниковые, шаровые) и неклассические (в 
виде абсолютно твёрдых тел, определённым образом 
насаженных на продольную ось КА) АБ.

Исследования, посвящённые процессу устранения 
классическими пассивными АБ больших углов нута-
ции, были проведены в работе [26]. Была установлена 
аналогия в работе различных типов АБ и демпферов 
угла нутации (маятниковых, шаровых и жидкостных). 
Кроме того, было установлено, что на скорость изме-
нения угла нутации существенно влияет соотношение 
между осевыми моментами инерции КА и коэффици-
ент сил вязкого сопротивления.

В работе [27] был изучен процесс возникновения 
остаточного угла нутации. Было установлено, что 
неправильная установка на КА пассивного клас-
сического (двухшарового или двухмаятникового) 
АБ или демпфера угла нутации может привести к 
неустранимому остаточному углу нутации даже в 
случае «устойчивого» с большим запасом КА (когда 
поперечные осевые моменты инерции КА больше 
продольного).

В работах [28, 29] изучен процесс устранения 
неклассическим (в виде двух связанных одинаковых 
твёрдых тел, насаженных на продольную ось КА) 
и классическим (двухмаятниковым) АБ линейных 
отклонений продольной оси КА от оси вращения, 
вызванных неуравновешенностью КА относительно 
продольной оси. Было установлено, что движения, в 
которых продольная ось КА совпадает с его осью вра-
щения, условно асимптотически устойчивы.

В работе [30] найдены условия работоспособности 
пассивных АБ на КА стабилизированных вращением, 
а также установлено, что установившиеся движения, 
в которых продольная ось КА не совпадает с его осью 
вращения, неустойчивы.

3. Цель и задачи исследования

Целью данной работы является исследование 
процесса устранения как линейных, так и угловых 
отклонений продольной оси КА от оси вращения 
классическими пассивными АБ (маятниковыми или 
шаровыми), для трёх важных с точки зрения практики 
случаев, а именно:

– когда неуравновешенность есть и АБ может ее 
устранить;

– когда неуравновешенность отсутствует;
– когда неуравновешенность максимальная, кото-

рую могут устранить АБ.
Для достижения поставленной цели решались сле-

дующие задачи:
– построить модель пространственного движения 

системы, состоящей из вращающегося КА с маятнико-
вым (шаровым) пассивным АБ;

– исследовать устойчивость установившихся дви-
жений, в которых продольная ось КА совпадает с осью 
вращения;

– исследовать влияние параметров системы на ско-
рость прихода системы к основному движению.
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4. Особенности системы, состоящей из КА 
стабилизированного вращением и демпфера угла 

нутации или АБ

Система, состоящая из КА стабилизированного 
вращением и демпфера угла нутации или АБ, имеет 
следующие важные особенности [29]:

1) система рассматривается как изолированная 
(ИС), с вязким рассеиванием (диссипацией) энергии, 
состоящая из вращающегося несущего тела (НТ) и 
присоединенных к нему тел (ПТ);

2) относительным движениям ПТ препятствуют 
силы вязкого сопротивления (внутренние диссипа-
тивные силы);

3) так как система изолированная, то для нее име-
ют место законы сохранения движения центра масс (за 
центр масс и начало отсчета системы принимаем точку G)

=G 0r                                                                                      (1)

и кинетического момента системы

KG=const,                                                                              (2)

где в (1) и (2) rG – радиус-вектор точки G, KG – вектор 
кинетического момента ИС, найденный относительно ее 
центра масс;

4) у конкретных ИС, состоящих из НТ и ПТ, ко-
торые образуют пассивные АБ, существуют основные 
(рис. 1, а) и побочные (рис. 1, б) установившиеся дви-
жения [24] (на рис. 1, а, б, заштрихованной областью 
показано место установки пассивного АБ). На основ-
ных движениях, в которых наступает стабилизация 
положения оси вращения НТ, продольная ось НТ 
совпадает с его осью вращения, а на побочных – нет.

В рассматриваемой ИС, в которой ПТ образуют ма-
ятниковые или шаровые пассивные АБ, в отличие от 
известных, вместе с изолированными установившимися 
движениями могут появляться одно- или многопараме-
трические семьи установившихся движений. Поскольку 
на практике осуществляются только устойчивые движе-
ния, то исследование таких ИС сводится к выделению 
установившихся движений и исследованию их на услов-
ную устойчивость (при условии, что имеют место законы 
сохранения движения центра масс и кинетического мо-
мента системы). Исследование условной устойчивости 
установившихся движений удобно проводить относи-
тельно подвижных осей, в связи с чем условная устойчи-
вость установившихся движений рассматривается для 
относительного положения равновесия ИС.

                  а                                                б

Рис.	1.	Установившиеся	движения	изолированной	системы	
в	случае	ее	пространственного	движения:	а	–	основные;	

б	–	побочные

5. Исследование условной устойчивости основных 
движений изолированной системы, совершающей 

пространственное движение

5. 1. Описание теоретико-механической модели 
изолированной системы

Общее описание модели. НТ имеет массу M, 
центр масс в точке O  и осевые моменты инерции 
A,B,C относительно его главных центральных осей 
инерции X,Y,Z  (рис. 2, а). Неуравновешенность НТ 
относительно оси Z  создают k  неподвижных отно-
сительно НТ материальных точек, расположенных 
в плоскостях i i iX D Y , параллельных плоскости XOY 
(рис. 2, а). Положение плоскости i i iX D Y  задаёт ко-
ордината id , отсчитываемая по оси Z. Материаль-
ная точка имеет массу µi  и её положение задаёт 
эксцентриситет ie  и угол γ i =/i 1,k /  (рис. 2, б). На 
ось Z насажены n математических маятников длины 

jl  и массы jm , расположенных в плоскостях j j jX O Y , 
параллельных плоскости XOY  (рис. 2, а, б). Поло-
жение плоскости j j jX O Y  задаёт координата hj, отсчи-
тываемая по оси Z.

                     а                                               б

Рис.	2.	Теоретико-механическая	модель	изолированной	
системы:	а	–	несущее	тело;	б	–	плоскости	расположения	

точек,	создающих	неуравновешенность	или	
присоединенные	тела,	образующие	пассивный	АБ

Отметим, что вместо маятников можно рассма-
тривать шары массой jm , движущиеся по кольцевым 
дорожкам радиуса jl , причем шары принимаются за 
материальные точки, или jl  – расстояние от оси jZ  
до центра масс j -го шара и осевым моментом инерции 
шара относительно собственного центра масс прене-
брегаем. В дальнейшем, для краткости, будем ссылать-
ся лишь на маятники.

Описание движения маятников и НТ. Положение 
j -го маятника определяет угол поворота jj, отсчиты-
ваемый от оси jX , параллельной оси X, причем ось jX  
выходит из точки jO , вокруг которой вращается маят-
ник (рис. 2, б). При движении маятника относительно 
НТ, на него действует момент сил вязкого сопротив-
ления − ϕ�2

j j jH l , где 2
j jH l  – коэффициент момента сил 

вязкого сопротивления, приведённый к плечу jl .
Так как система изолированная, то для нее име-

ют место равенства (1) и (2). Введём неподвижные 
оси ξηζG , причём ось ζ направим вдоль вектора KG 
(на рис. 2, 3 оси ξηζG  – не показаны). Оси OXYZ, 
жёстко связанные с НТ, описывают его движение 
относительно осей ξηζG  и определяют его текущее 
положение.
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                                а                                             б
Рис.	3.	Модель	движения	изолированной	системы:		

а	–	поворот	несущего	тела;	б	–	поступательное	
перемещение	несущего	тела

При первом повороте осей ξηζG  вокруг оси ζ на 
угол γ, соответствующем первому углу поворота Эй-
лера-Крылова, оси ξηζG  переходят в оси γ γ γGX Y Z , 

γ = ζZ  (оси ξηζG  и первый поворот на рис. 3, а, не по-
казаны). После второго поворота на угол a вокруг оси 

γX  оси γ γ γGX Y Z  переходят в оси α α αGX Y Z , α γ=X X . 
После третьего поворота на угол β вокруг оси αY , оси 

α α αGX Y Z  переходят в оси G G GGX Y Z , α = GY Y , опреде-
ляющие конечную угловую ориентацию НТ (рис. 3, а). 
Оси G G GGX Y Z  переходят в оси OXYZ после поступа-
тельных перемещений на x,y,z вдоль соответствую-
щих координатных осей (рис. 3, б).

В соответствии с результатами работы [30], ниже 
рассмотрим случай статически неуравновешенно-
го НТ. Статическую неуравновешенность создает 
неподвижная относительно НТ материальная точ-
ка, расположенная в плоскости X1O1Y1. В этой же 
плоскости находится пара одинаковых маятников. 
Плоскость 1 1 1X O Y  находится на расстоянии h  от 
плоскости XOY. Неуравновешенность и маятники 
характеризуют такие параметры: µ = µi , =i 0e e , γ = γi 0, 

=jm m, =jl l, dj=hj=h, = =/i 1, j 1,2 /.
Учитывая описание ИС, ее пространственное дви-

жение определяют восемь обобщенных координат: 
φ1, φ2, γ, a, β, x, y, z. Заметим, что угол γ – циклическая 
координата.

5. 2. Массо-инерционные характеристики системы
Тензор инерции ИС относительно осей OXYZ  име-

ет вид:

x xy xz

O xy y yz

xz yz z

J J J

J J J J

J J J

 
 

=  
  

,                                                            (3)

где 

=

 
= + µ + γ + + ϕ  

∑
2

2 2 2 2 2 2
x 0 0 j

j 1

J A (h e sin ) m 2h l sin ,

=

 
= µ γ + ϕ  

∑
2

2 2
xy 0 0 j

j 1

1
J e sin 2 ml sin 2

2
, 

=

 
= µ γ + ϕ  

∑
2

xz 0 0 j
j 1

J h e cos ml cos ,

=

 
= + µ + γ + + ϕ  

∑
2

2 2 2 2 2 2
y 0 0 j

j 1

J B (h e cos ) m 2h l cos ,

=

 
= µ γ + ϕ  

∑
2

yz 0 0 j
j 1

J h e sin ml sin ,

= + µ +2 2
z 0J C e 2ml .                                                            (4)

Тензор инерции ИС относительно осей G G GGX Y Z  
имеет вид:

2 2

2 2
G O

2 2

y z xy xz

J J M xy x z yz

xz yz x y
Σ

 + − −
 = − − + − = 
 − − + 

 − −
 

= − − 
 − − 

G G G G G

G G G G G

G G G G G

x x y x z

x y y y z

x z y z z

J J J

J J J

J J J

,                                                  (5)
 

где Σ = + µ +M M 2m  – масса всей системы.

5. 3. Уравнения движения изолированной системы 
в размерном и безразмерном виде

Первая группа уравнений (вторые интегралы) по-
лучена с помощью закона сохранения движения цен-
тра масс системы:

Σ + µ γ + ϕ + ϕ =0 0 1 2M x e cos ml(cos cos ) 0,

Σ + µ γ + ϕ + ϕ =0 0 1 2M y e sin ml(sin sin ) 0, 

Σ + µ + =M z h( 2m) 0.                                                         (6)

Вторая группа уравнений (первые интегралы) по-
лучена с помощью закона сохранения кинетического 
момента относительно центра масс системы:

G G G G G

2

x x x y y x z z j j
j 1

J J J ml(z h) cos

K cos sin ,
=

Ω − Ω − Ω − + ϕ ϕ =

= − α β

∑ �

G G G G G

2

x y x y y y z z j j
j 1

J J J ml(z h) sin K sin ,
=

− Ω + Ω − Ω − + ϕ ϕ = α∑ �

G G G G Gx z x y z y z z

j j j
j 1

J J J

ml (l x cos y sin ) K cos cos ,

− Ω − Ω + Ω +

+ ϕ + ϕ + ϕ = α β∑                    (7)

где 

= ωz 0K J ,

Ω = α β − ω α β�
x cos cos sin ,

Ω = β + ω α�
y sin , 

Ω = α β + ω α β�
z sin cos cos .                                                              (8)
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Третья группа уравнений получена с помощью 
теоремы об изменении момента количества движения 
материальной точки:

ϕ + ϕ + ϕ − ϕ + Ω + ϕ + ϕ −�� �� �� ��j j j j z j jH ml[ l y cos x sin (l x cos y sin )

− + Ω ϕ + Ω ϕ + Ω ϕ + ϕ −� � � �1 y j x j z j j(z h )( sin cos ) 2 (x cos y sin )

−Ω + ϕ ϕ + Ω + ϕ ϕ −2 2
x j j y j j(y lsin )cos (x lcos )sin

−Ω ϕ − ϕ − Ω Ω ϕ − ϕ −2
z j j x y j j(y cos x sin ) (y sin x cos

− ϕ − Ω + Ω ϕ − Ω ϕ =j z j x j y jl cos2 ) (z h )( sin cos )] 0,

=/ j 1,2 /.                                                                                      (9)

Из уравнений (6)–(9) видно, что в общем случае 
динамику системы характеризуют двенадцать размер-
ных параметров:

µ γ ω0 0 0M, , m, e , , l, h, A, B, C, H, .

Для выделения существенно различных параме-
тров приведем уравнения (6), (7), (9) к безразмерному 
виду:

– вторые интегралы 

= ξ + γ + ϕ + ϕ =� �
1 m 0 0 1 2b R (2e cos cos cos ) 0,

= η+ γ + ϕ + ϕ =� �
2 m 0 0 1 2b R (2e sin sin sin ) 0,

 
= ζ + + =  

�� 0
3 m h

e

e
b 2R R 1 0

R
;                                           (10)

– первые интегралы 

G G G G G4 x x x y y x z z

2

m J h j j
j 1

b J J J

R R ( R ) cos cos sin 0,
=

= Ω − Ω − Ω −

− ζ + ϕ ϕ + α β =′∑

� � � �� � �

G G G G G5 x y x y y y z z

2

J m h j j
j 1

b J J J

R R ( R ) sin sin 0,
=

= − Ω + Ω − Ω −

− ζ + ϕ ϕ − α =′∑

� � � �� � �

= − Ω − Ω + Ω +� � � �� � �
G G G G G6 x z x y z y z zb J J J

=

+ ϕ + ξ ϕ + η ϕ − α β =′∑
2

m J j j j
j 1

R R (1 cos sin ) cos cos 0 ;       (11)

– уравнения движения маятников

j 6 j j j jb H cos sin+ = ϕ + ϕ + η ϕ − ξ ϕ +′′ ′ ′′ ′′� �

z j j h

y j x j z j j

(1 cos sin ) ( R )

( sin cos ) 2 ( cos sin )

+Ω + ξ ϕ + η ϕ − ζ + ×′

× Ω ϕ + Ω ϕ + Ω ξ ϕ + η ϕ −′ ′ ′ ′

�

� � �

2 2
x j j y j j( sin )cos ( cos )sin−Ω η+ ϕ ϕ + Ω ξ + ϕ ϕ −� �

2 2
x j j y j j( sin )cos ( cos )sin−Ω η+ ϕ ϕ + Ω ξ + ϕ ϕ −� �

2
z j j x y j j( cos sin ) ( sin cos−Ω η ϕ − ξ ϕ − Ω Ω η ϕ − ξ ϕ −� � �

j z h

x j y j

cos2 ) ( R )

( sin cos ) 0, / j 1,2 / .

− ϕ − Ω ζ + ×

× Ω ϕ − Ω ϕ = =

�

� �

 
                                         (12)

В (11) 

=

= + ϕ − η + ζ∑� �
G

2
2 2 2

x x m J j J
j 1

J J R R sin R ( ),

=

= + ϕ − ξ + ζ∑� �
G

2
2 2 2

y y m J j J
j 1

J J R R cos R ( ),

= − ξ + η�
G

2 2
z JJ 1 R ( ) ,

=

  
= γ + ϕ − ξη     

∑� �
G G

2
m

x y e 0 0 j J
j 1

R
J 2R e sin 2 sin 2 R

2
,

=

  
= γ + ϕ − ξζ     

∑� �
G G

2

x z m h 0 0 j J
j 1

J R R 2e cos cos R ,

=

  
= γ + ϕ − ηζ     

∑� �
G G

2

y z m h 0 0 j J
j 1

J R R 2e sin sin R ,                   (13)

– безразмерные осевые и центробежные моменты 
инерции системы, найденные относительно централь-
ных осей G G GX ,Y ,Z .

В (10)–(13) введены следующие безразмерные:
– переменные и время 

0 0
0

x y z
, , ,

l l l
d d

R , t, ;
dt dω

ξ = η = ζ =

ω ⋅ ⋅ = τ = ω = ω  ω τ
                                      (14)

– параметры 

2 2 2 2
0 0

x
z

2 2 2 2
0 0

y
z

A (h e sin ) 2mh
J ,

J

B (h e cos ) 2mh
J ,

J

+ µ + γ +
=

+ µ + γ +
=

�

�

2

m J2
0 z

M lH m
H , R , R ,

ml M J
Σ

Σ

= = =
ω

�

0 0
h e 0

e eh
R , R , e .

l l 2ml
µ

= = =�
                                                    

(15)

В уравнениях (7)–(9), (11), (12) штрих обозначает 
дифференцирование по безразмерному времени τ, а 
точка – по времени t.

Из третьего уравнения системы (10) получаем, что

ζ = − + =�
m h e 0 e2R R (R e ) / R const .                                         (16)

Введем новый безразмерный параметр

ζ = ζ + =h hR const .                                                               (17)

В связи с тем, что уравнение � 3b  – отдельное ал-
гебраическое уравнение, то координата ζ, равно как 
и координата ζh, на устойчивость установившихся 
движений влиять не будет. Поэтому в дальнейшем 
уравнение � 3b  использовать не будем.
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5. 4. Анализ основных установившихся движений
На любом установившемся движении безразмерные 

координаты ϕ1, ϕ2, a, β, ξ, η, ζ и угловая скорость Rω – 
постоянны. Тогда уравнения установившихся движений 
получаем из уравнений (10)–(12), полагая все произво-
дные от указанных координат и угловой скорости рав-
ными нулю:

= ξ + γ + ϕ + ϕ =� �
1 m 0 0 1 2b R (2e cos cos cos ) 0,

= η+ γ + ϕ + ϕ =� �
2 m 0 0 1 2b R (2e sin sin sin ) 0;                   (18)

= Ω − Ω − Ω + α β =� � � �� � �
G G G G G4 x x x y y x z zb J J J cos sin 0,

= − Ω + Ω − Ω − α =� � �� � �
G G G G G5 x y x y y y z zb J J J sin 0,

= − Ω − Ω + Ω − α β =� � � �� � �
G G G G G6 x z x y z y z zb J J J cos cos 0;               (19)

+ = −Ω η+ ϕ ϕ + Ω ξ + ϕ ϕ −� � �2 2
j 6 x j j y j jb ( sin )cos ( cos )sin

2
z j j( cos sin )−Ω η ϕ − ξ ϕ −�

x y j j j( sin cos cos2 )−Ω Ω η ϕ − ξ ϕ − ϕ −� �

−Ω ζ + Ω ϕ − Ω ϕ = =� � �
z h x j y j( R )( sin cos ) 0, / j 1,2 /;             (20)

где в (19), (20) на установившемся движении

x R cos sin ,ωΩ = − α β�

y R sin ,ωΩ = α�

z R cos cos .ωΩ = α β�                                                                  (21)

В дальнейшем будем рассматривать только основ-
ные движения, так как для устранения неуравновешен-
ности НТ маятниками необходимо, чтобы из всех уста-
новившихся движений устойчивыми были только они.

На основном установившемся движении маятники 
устранили неуравновешенность и система вращается 
вокруг продольной оси НТ, тогда:

ωξ = η = α = β = ζ ϕ ϕ −� �� �� � � �
1 20, 0, 0, 0, , R , , const.               (22)

Подставляя (22) в равенства (21), найдем:

ωΩ = Ω = Ω = �� � �
x y z0, 0, R .                                                (23)

Подставляя (22) и (23) в уравнения (18)–(20), найдем:

1 0 0 1 2b 2e cos cos cos 0,= γ + ϕ + ϕ =� � ��

2 0 0 1 2b 2e sin sin sin 0,= γ + ϕ + ϕ =� � ��

G G G G4 x z 5 y zb J R 0, b J R 0,ω ω= − = = − =� �� � � �

6 7 8b R 1 0, b , b 0.ω= − = ≡� � ��                                               (24)

Из уравнения � 6b  системы (24) получаем, что на 
основных движениях ω =�R 1. Из уравнений � �4 5b , b  на-
ходим, что =� �

G G G Gx z y zJ , J 0. Но эти два равенства выпол-
няются на основных движениях автоматически, если 
равны нулю первые два уравнения системы (24).

Решение уравнений � 1b  и � 2b  системы (24) имеет вид:

ϕ = −�0 0cos e .                                                                      (25)

Рассмотрим следующие случаи.
1. < <�00 e 1  (рис. 4, а). Решение первых двух уравне-

ний системы (24) имеет вид:

ϕ = ϕ + γ ϕ = −ϕ + γ γ ∈ π� �
1 0 0 2 0 0 0, , [0, 2 ),                        (26)

где

ϕ = π − ϕ ∈ π π�
0 0 0arccose , ( / 2, ).                                  (27)

2. =�0e 0 . Параметр γ 0  (направление вектора не-
уравновешенности) теряет смысл. Поэтому, вместо 
него введем некоторый параметр θ, определяющий 
одно конкретное движение из однопараметрической 
семьи основных движений, образуемой при этом 
(рис. 4, б). Из (25) получаем, что ϕ =0cos 0, откуда 
ϕ = π0 / 2, тогда решение первых двух уравнений си-
стемы (24) имеет вид:

π π
ϕ = + θ ϕ = − + θ θ ∈ π� �

1 2, , [0, )
2 2

.                                (28)
 

3. =�0e 1  (рис. 4, в). Из (25) получаем, что ϕ = −0cos 1, 
откуда ϕ = π. Тогда решение первых двух уравнений 
системы (24) имеет вид:

ϕ = π + γ ϕ = −π + γ ∀γ ∈ π� �
1 0 2 0 0, , [0,2 ) .                           (29)

            а                                 б                               в

Рис.	4.	Основные	установившиеся	движения:		
а	–	случай	 < <�00 e 1;	б	–	случай	 =�0e 0 ;	в	–	случай	 =�0e 1

5. 5. Тензор инерции системы на основном движении
На основном движении = =x y 0, = =

G G G Gx z y zJ 0, J 0, и 
безразмерный тензор инерции системы относительно 
осей G G GGX Y Z  имеет вид:

G G G

G G G

G

x x y

G x y y

z

ˆ ˆJ J 0

ˆ ˆ ˆJ J J 0

ˆ0 0 J

 −
 
 = −
 
  

.                                         (30)

В (30) осевые и центробежные моменты инерции 
системы имеют вид:

Σ
=

 
= + µ + γ + + ϕ −  

∑G

2
2 2 2 2 2 2 2

x 0 0 j
j 1

Ĵ A (h e sin ) m 2h l sin M z ,

=

 
= µ γ + ϕ  

∑G G

2
2 2

x y 0 0 j
j 1

1
Ĵ e sin 2 ml sin 2

2
, 

= + µ + γ +
G

2 2 2
y 0 0Ĵ B (h e cos ) Σ

=

 
+ + ϕ −  

∑
2

2 2 2 2
j

j 1

m 2h l cos M z ,

= + µ +
G

2 2
z 0Ĵ C e 2ml .                                                         (31)
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Подставив (26) в (31), получим:

Σ= + µ + γ + + −
G

2 2 2 2 2 2
x 0 0Ĵ A (h e sin ) 2m(h l f) M z ,

Σ= + µ + γ + + − −
G

2 2 2 2 2 2
y 0 0Ĵ B (h e cos ) 2m[h l (1 f)] M z ,

= = + µ +
G

2 2
z G 0Ĵ C C e 2ml , 

= µ + ϕ γ
G G

2 2
x y 0 0 0Ĵ ( e 2ml cos2 )sin 2 / 2 ,                              (32)

где 

= ϕ − ϕ γ = γ + − γ� �2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0f (cos cos2 cos ) e sin (1 e )cos .   (33)

Важно отметить, что параметр f  в зависимости от 
величины и направления неуравновешенности изме-
няется в пределах ≤ ≤0 f 1.

Заметим, что главные центральные осевые моменты 
инерции системы – G G GA , B , C  можно найти, решив за-
дачу о нахождении главных осевых моментов инерции 
центрального тензора инерции:

G G G

G G G

G

x x y

G x y y

z

ˆ ˆJ J 0

ˆ ˆ ˆdet J E J J 0

ˆ0 0 J

− λ −

− λ = − − λ =

− λ

= − λ − λ − − λ =
G G G G G

2
x y x y z

ˆ ˆ ˆ ˆ[(J )(J ) J ](J ) 0 .                     (34)

Решением уравнения (34) будут главные централь-
ные осевые моменты инерции системы:

+
λ = + − + =G G

G G G G

x y 2 2
1 x y x y G

ˆ ˆJ J 1 ˆ ˆ ˆ(J J ) 4J A
2 2

,

+
λ = − − + =G G

G G G G

x y 2 2
2 x y x y G

ˆ ˆJ J 1 ˆ ˆ ˆ(J J ) 4J B
2 2 , 

λ = =
G3 z GĴ C .                                                                       (35)

5. 6. Исследование условной устойчивости основ-
ных движений первым методом Ляпунова

5. 6. 1. Случай когда < <00 e 1�
Линеаризация уравнений движения и введение но-

вых переменных
Введем в рассмотрение возмущенное движение:

ωξ = η = α = α β = β = +u, v, , , R 1 p,

1 1 1 0 0 1,ϕ = ϕ + α = ϕ + γ + α�

2 2 2 0 0 2,ϕ = ϕ + α = −ϕ + γ + α�                                              (36)

где α β α α1 2u,v, , ,p, ,  – отклонения от невозмущенного 
движения ( u , v , α , β , p , α1 , α <<2 1).

Введем новые переменные:

γ = α + α γ = α − α1 1 2 2 1 2( ) / 2, ( ) / 2.                             (37)

С учетом (36), (37), осевые и центробежные момен-
ты инерции будут иметь вид:

≈ + ≈ + =� � � � � � � �
G G G G G G G G

(0) (1) (0) (1) (0)
x x x y y y z zJ J J , J J J , J J ,

≈ + ≈ ≈� � � � � � �
G G G G G G G G G G G G G G

(0) (1) (1) (1)
x y x y x y x z x z y z y zJ J J , J J , J J ,            (38)

где 

= + − ζ� �
G

(0) 2
x x m J JJ J 2R R f R , = + − − ζ� �

G

(0) 2
y y m J JJ J 2R R (1 f) R ,

(0)J 1, = γ + ϕ� �
G G

(0)
x y m J 0 e 0 0J R R sin 2 (R e cos2 ) ,

= γ γ ϕ + γ γ ϕ�
G

(1)
x m J 1 0 0 2 0 0J 2R R ( sin 2 cos2 cos2 sin 2 ), 

= −� �
G G

(1) (1)
y xJ J ,

= γ ϕ γ − γ ϕ γ�
G G

(1)
x y m J 1 0 0 2 0 0J 2R R ( cos2 cos2 sin 2 sin 2 ),

( ) = − γ ϕ γ + γ ϕ γ + ζ�
G G

1
x z m h 2 0 0 1 0 0 JJ [2R R ( sin cos cos sin ) u ]R ,

( ) = γ ϕ γ − γ ϕ γ − ζ�
G G

1
y z m h 1 0 0 2 0 0 JJ [2R R ( cos cos sin sin ) v ]R .   (39)

Линеаризованные уравнения движения системы в 
новых переменных γ1  и γ 2  имеют вид:

– вторые интегралы 

= − γ ϕ γ + γ ϕ γ =�
1 m 2 0 0 1 0 0b u 2R ( sin cos cos sin ) 0,

= + γ ϕ γ − γ ϕ γ =�
2 m 1 0 0 2 0 0b v 2R ( cos cos sin sin ) 0;          (40)

– первые интегралы 

4 A m AB

J m h 2 0 0 1 0 0

m J h 1 0 0 2 0 0

b J ( ) R J ( )

R [u 2R R ( sin cos cos sin )]

2R R ( cos cos sin sin ) 0,

= α − β − β + α + β +′ ′
+ ζ + γ ϕ γ + γ ϕ γ −

− ζ γ ϕ γ − γ ϕ γ =′ ′

� � �

5 m AB B

J m h 1 0 0 2 0 0

J m h 2 0 0 1 0 0

b R J ( ) J ( )

R [v 2R R ( cos cos sin sin )]

2R R ( sin cos cos sin ) 0,

= − α − β + β + α − α +′ ′
ζ − γ ϕ γ − γ ϕ γ −

− ζ γ ϕ γ + γ ϕ γ =′ ′

� � �

= + γ =′�
6 m J 1b p 2R R 0;                                                     (41)

– уравнение движения маятников

7 8
1 1 1

h 0 0 0

0 0 0

b b
L H p

2
cos [( 2 )cos ( 2 )sin ]

cos [(u 2v u)sin (v 2u v)cos ] 0,

+
= = γ + γ + −′′ ′ ′

−ζ ϕ α − β − α γ + β + α − β γ −′′ ′ ′′ ′
− ϕ − − γ − + − γ =′′ ′ ′′ ′

� �
�

7 8
2 2 2

h 0 0 0

0 0 0

b b
L H

2
sin [( 2 )sin ( 2 )cos ]

sin [(u 2v u)cos (v 2u v)sin ] 0.

−
= = γ + γ +′′ ′

+ζ ϕ α − β − α γ − β + α − β γ −′′ ′ ′′ ′
− ϕ − − γ + + − γ =′′ ′ ′′ ′

� �
�

   

(42)

В (41) введены новые безразмерные параметры

 
G G G G

(0) (0) (0)
A x B y AB x y m

J 0 e 0 0

J J , J J , J J / R

R sin 2 (R e cos2 ).

= = = =

= γ + ϕ

� � � � � �

�
                               

 (43)

После исключения части переменных u, v, p , уравне-
ния первого приближения в новых переменных γ1  и γ 2  
принимают следующий вид:

4 A m AB m AB

A J m h 1 0 1 0 0

2 0 2 0 0

b J R J R J

(1 J ) 2R R [( cos sin )cos

( sin cos )sin ] 0,

= α − α − β +′ ′

+ − β − ζ γ γ − γ γ ϕ −′

− γ γ + γ γ ϕ =′

� � � �

�
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5 m AB B B m AB

J m h 1 0 1 0 0

2 0 2 0 0

b R J (1 J ) J R J

2R R [( sin cos )cos

( cos sin )sin ] 0,

= − α − − α + β + β −′ ′
− ζ γ γ + γ γ ϕ +′

+ γ γ − γ γ ϕ =′

� � � � �

1 h 0 0 0 0

0 0 0

2
m J m 0 1 1

2
m 0 1 m 0 2

L cos ( cos 2 sin cos

sin 2 cos sin )

(1 2R R 2R cos ) H

2R cos 2R sin 2 0,

= −ζ ϕ α γ + α γ − α γ +′′ ′
+β γ − β γ − β γ +′′ ′

+ − − ϕ γ + γ +′′ ′

+ ϕ γ + ϕ γ =′

�

2 h 0 0

0 0 0

0 0 m 0 1

2 2
m 0 2 2 m 0 2

L sin ( sin

2 cos sin cos

2 sin cos ) 2R sin 2

(1 2R sin ) H 2R sin 0.

= ζ ϕ α γ −′′
− α γ − α γ − β γ −′ ′′
− β γ + β γ − ϕ γ +′ ′

+ − ϕ γ + γ + ϕ γ =′′ ′�

             

(44)

Характеристическое уравнение и необходимые ус-
ловия устойчивости

Характеристическое уравнение системы (44) 
имеет вид:

4 6 5 4
ij 6 5 41

3 2
3 2 1 0

( ) a a a a

a a a a 0,

∆ λ = = λ + λ + λ +

+ λ + λ + λ + =
                                  

(45)  

где 

= + = + +(2) 2 (4) 4 (1) (2) 2 (3) 3
0 0 m 0 m 1 1 m 1 m 1 ma a R a R , a a R a R a R ,

= + + + +(0) (1) (2) 2 (3) 3 (4) 4
i i i m i m i m i ma a a R a R a R a R ,

= + + + = =(0) (1) (2) 2 (3) 3
j j j m j m j ma a a R a R a R , / i 2,4,6; j 3,5 /,(46)

и коэффициенты:
– при 0

mR

= = = + − −� � � � � � � �(0) (0) (0) (0) 2
6 A B 5 6 4 A B A Ba J J , a 2Ha , a H J J (1 J )(1 J ),

= − − =� � � �(0) (0) (0)
3 A B 2 3a 2H(1 J )(1 J ), a Ha / 2;

– при mR

= − + + ζ + −� � � � � �(1) 2
6 A B J A B h A Ba 2 J J R { J J [J f J (1 f)]} ,

= �(1) (1)
5 6a Ha ,

(1)
4 A B J A B

2 2 2
h h A B 0 0

a 2{1 J J R [(1 J )(1 J )

3 (J J )(2e 1)cos2 ]},

= − − − + − − −

− ζ − ζ + − γ

� � � �

� � �

= �(1) (1)
3 4a Ha , 

= − − − − ζ +� �(1) 2
2 A B J ha 2[(1 f)(1 J )(1 J R )

+ − − − ζ� � 2
B A J hf(1 J )(1 J R )] ,

= �(1) (1)
1 2a Ha ;

– при 2
mR

(2) 2 2 2 2
6 A B 0 0 AB J A B 0

2 2 2 2
h A B 0 0 AB 0 0

2 2 2 2 2 2 2
J h 0 h 0 A 0 B 0

a 4J J e (1 e ) J R {4J J (1 e )

[4(J J )e (1 e ) 2J sin 2 (2e 1)]}

R (1 e )[4 e 4(J cos J sin )],

= − − + − +

+ζ + − − γ − +

+ ζ − ζ + γ + γ

� � � � �� � �

� � �� � �
� �� �

= − + ζ γ −� � � �(2) 2 2
5 AB AB J h 0 0a 2HJ [J R sin 2 (2e 1)] ,

(2) 2 2 2 2
4 AB 0 0

2
A B J 0

2 2 2
A B h 0 0 A B

2 2 2 2
AB 0 0 J h 0

2 2
h 0 A 0 B 0

a J (1 H ) 4e (1 e )

(1 J )(1 J ) R {4(1 e )

(1 J J ) 4 [e (1 e )(3J 3J 2)

J sin 2 (2e 1)]} 4R (1 e )

[3 e (J cos2 J cos2 3)],

= − + + − ×

× − − + − ×

× − − + ζ − + − −

− γ − + ζ − ×

× ζ + γ − γ −

� � � �
� � �

� � � �� �
� � �

� ��

= − + ζ γ −� � � �(2) 2 2
3 AB AB J h 0 0a 2HJ [J 2R sin 2 (2e 1)], 

(2) 2 2 2 2
2 AB 0 0

2
A B A B J A B 0

2 2 2 2
h 0 0 A B AB 0 0

2 2 2 2 2 2 2
J h 0 h 0 A 0 B 0

a H J 4e (1 e )

(2 2J 2J 3J J ) R {4(1 J J )(1 e )

2 [2e (1 e )(3J 3J 4) J sin 2 (2e 1)]}

4R (1 e )[3 e (1 J sin J cos )],

= − + − ×

× − − + − − − − −

− ζ − + − − γ − +

+ ζ − ζ + − γ − γ

� � � �
� � � � � � �

� � �� � �
� �� �

= − ζ γ −� � �(2) 2 2
1 J AB h 0 0a 2HR J sin 2 (2e 1),

= − − − ζ − − ζ� �� �(2) 2 2 2 2
0 0 0 A J h B J ha 4e (1 e )(1 J R )(1 J R );

– при 3
mR

= + − ζ γ −� � �(3) 2 2 2
6 AB AB J AB J h 0 0a 2J [J R J 2R sin 2 (1 e )], 

= +�(3) 2
5 AB Ja 2J (1 R ) ,

= − ζ γ −� � �(3) 2 2
4 J AB AB J h 0 0a 2R J [J 4R sin 2 (1 e )],

= � �(3) 2
3 J ABa 2HR J ,

= − + ζ γ −� � �(3) 2 2 2
2 AB AB J h 0 0a 2J [J 2R sin 2 (1 e )],

= − � �(3) 2
1 ABa 2HJ ;

– при 4
mR

= − + −� �(4) 2 2 2
6 AB 0 J 0a 4J (e R )(1 e ),

= − −� � �(4) 2 2 2
4 AB 0 0a 12J e (1 e ),

= − − −� � �(4) 2 2 2
2 AB 0 0 Ja 4J (1 e )[3e R ],

= − −� � �(4) 2 2 2
0 AB 0 0a 4J e (1 e ).                                                     (47)

Согласно теореме Ляпунова об устойчивости дви-
жения по первому приближению, основное движение 
асимптотически устойчиво, когда:

λ < =iRe( ) 0, / i 1,6 /,                                                    (48)

где λ i  – i-й корень характеристического уравнения (45). 
Критерий Рауса-Гурвица дает следующие условия 
асимптотической устойчивости основного движения:

i 2 1 2 0 3a 0, / i 0,6/, a a a a 0,> = ∆ = − >

2
3 3 2 4 1a a a 0.∆ = ∆ − >                                                                                                   (49)

Из (47) видно, что случаи отсутствия ( =�0e 0) и макси-
мальной ( =�0e 1) неуравновешенности являются крити-
ческими по Ляпунову случаями одного нулевого корня и 
нуждаются в отдельном изучении.
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Приближенное определение корней характеристи-
ческого уравнения

В общем случае аналитически найти корни поли-
нома (45) или провести анализ условий (49) критерия 
Рауса-Гурвица невозможно. Поэтому ниже проведем ис-
следование в случае, когда масса маятников намного 
меньше массы ИС, то есть <<mR 1.

Главные составляющие коэффициентов ai полино-
ма (45) и условия (49) дают такие необходимые усло-
вия устойчивости:

− − ζ > − − ζ >� �2 2
A J h B J h1 J R 0, 1 J R 0,                                 (50)

− − ζ < − − ζ <� �2 2
A J h B J h1 J R 0, 1 J R 0.                                    (51)

Эти условия более жесткие, чем условия, когда 
составное тело должно быть вытянутым ( A1 J ,< �  B1 J< � ) 
или сплюснутым ( > >� �

A B1 J , 1 J ).
Представим корни характеристического уравне-

ния (45) разложениями:

λ = λ + λ + λ +�(0) (1) (2) 2
m mR R .                                      (52)

Тогда корни характеристического уравнения (45) 
имеют такие разложения:

λ ≈ − �1,2 H , 
ζ +

λ ≈ ± −
− −

� ∓
� � � �

2
m J h

3,4
A B A B

R R (a bf)(H ik)
ik

cJ J (1 J )(1 J )
,

± −
λ ≈ −

(1) (1) 2 (0) (2)
m 1 1 2 0

5,6 (0)
2

R [a (a ) 4a a ]

2a
,                                 (53)

где 

1 1
A B A Bk (1 J )(1 J )J J ,− −= − −� � � �

2
B A A Ba J (1 J )(1 J J ) ,= − + −� � � �

2
A B A Bb (J J )(1 J J ) ,= − − +� � � �

2
A B A Bc H J J (1 J )(1 J ) . = + − − 

� � � � �                                       (54)

Действительные части корней (53) будут отрица-
тельны только при выполнении условий (50).

Следовательно, из корней (53) характеристического 
уравнения (45), и из условий (50) видно, что:

– при одновременном выполнении условий (50), ос-
новное движение условно асимптотически устойчиво, 
а переходные процессы – колебательно-затухающие;

– величина безразмерного коэффициента трения H�  
влияет лишь на скорость затухания переходных про-
цессов, но не на устойчивость.

Проанализируем детальнее условия (50). При этом 
будем считать, что масса рассматриваемой ИС при из-
менении неуравновешенности не изменяется и поэто-
му, с учётом (15) µ = ≠const 0  и =�0e 0  только в случае, 
когда =0e 0 . Чтобы основные движения были условно 
асимптотически устойчивы для любого < <�00 e 1  до-
статочно, чтобы эти условия выполнялись в наиболее 
жестких – предельных случаях (рис. 5):

1) =�0e 0  (ϕ = π01 / 2), γ =01 0  (рис. 5, а);
2) =�0e 1  (ϕ = π02 ), γ = π02 / 2  (рис. 5, б);
3) =�0e 0  (ϕ = π03 / 2), γ = π03 / 2  (рис. 5, в);
4) =�0e 1  (ϕ = π04 ), γ =04 0  (рис. 5, г).

Отличие случаев заключается в том, что в случа-
ях 1, 2 маятники располагаются на оси Y (рис. 5, а, б 
соответственно), а в случаях 3, 4 – на оси X (рис. 5, в, г 
соответственно).

                а                                     б

               в                                       г

Рис.	5.	Положение	маятников	на	основном	движении	в	
граничных	(критических)	случаях:	а	–	случай	 =�0e 0 ,	 γ =01 0;	
б	–	случай	 =�0e 1,	 γ = π02 / 2;	в	–	случай	 =�0e 0,	 γ = π03 / 2;	

г –	случай	 =�0e 1,	 γ =04 0

В предельных случаях тензор инерции системы – 
главный центральный и имеет вид:

Gi Gi Gi GĴ diag(A , B , C ), / i 1,4 /= = ,                             (55)

где =
Gix GiĴ A , =

Giy GiĴ B , =
Gz GĴ C  – главные централь-

ные моменты инерции системы (относительно осей 

G G GX ,Y ,Z ) на i-ом основном движении в граничных 
случаях.

Учитывая (32), будем иметь:

Σ= + µ + + − = + µ2 2 2 2 2
G1 G2 G1 0A A h 2m(h l ) M z , A A e ,

= − 2
Gi G1A A 2ml , Σ= + µ + −2 2

GjB B h ( 2m) M z ,

= + = + µ = =2 2
G3 Gj G4 G3 0B B 2ml , B B e , / j 1,2; i 3,4 /.   (56)

Из (56) видно, что G2A  и G4B  – наибольшие осевые 
моменты инерции системы.

Отметим, что безразмерные параметры �AJ , �BJ , учи-
тывая (43) и предельные случаи, можно представить 
так:

= = =� �
Ai Gi G Bi Gi GJ A C , J B C , / i 1,4 /.                         (57)

Следовательно, действительные части корней −λ1 5  
характеристического уравнения (45) будут отрица-
тельны при одновременном выполнении условий (50), 
которые с учетом (15), (57) и того, что ζ = ζ +h hR , в пре-
дельных случаях имеют вид 

Σ Σ− − > − − > =2 2
G Gi z G Gi zC A M h 0, C B M h 0, / i 1,4 /,    (58)

где = +zh h z. В явном виде относительно параметров 
системы, в наиболее опасных случаях (когда GiA  и GiB  
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достигают наибольших значений), условия (58) с уче-
том (56), принимают вид:

− − >C A Mh 0, − − >2C B Mh 0.                                 (59)

Для выяснения влияния нулевого корня характе-
ристического уравнения (45) на устойчивость основ-
ных движений и характер переходных процессов ис-
следуем ниже корни характеристического уравнения в 
критических случаях.

5. 6. 2. Случай когда =0e 0�
Система уравнений (44) в случае, когда =�0e 0, 

γ =01 0, имеет вид:

= α + − β + ζ γ =′� � �
4 A1 A1 m J h 2b J (1 J ) 2R R 0,

= − − α + β − ζ γ =′ ′� � �
5 B1 B1 m J h 2b (1 J ) J 2R R 0, 

= − γ + γ =′′ ′�1 J m 1 1L (1 2R R ) H 0
,

2 h m 2

2 m 2

L ( 2 ) (1 2R )

H 2R 0.

= −ζ β + α − β + − γ +′′ ′ ′′

+ γ + γ =′�                                 
(60)

В случае, когда =�0e 0, γ = π03 / 2, система (44) имеет 
вид:

= α + − β + ζ γ =′ ′� � �
4 A3 A3 m J h 2b J (1 J ) 2R R 0,

= − − α + β + ζ γ =′� � �
5 B3 B3 m J h 2b (1 J ) J 2R R 0, 

= − γ + γ =′′ ′�1 J m 1 1L (1 2R R ) H 0,

= ζ α − β − α + − γ + γ + γ =′′ ′ ′′ ′�2 h m 2 2 m 2L ( 2 ) (1 2R ) H 2R 0. (61)

Видно, что система уравнений (60) и (61) распада-
ется на две независимых подсистемы. В первую под-
систему системы уравнений (60) и (61) входит первое, 
второе и четвертое уравнение с переменными a, β, γ2, а 
во вторую – третье уравнение с переменной γ2.

Рассмотрим первую подсистему уравнений систе-
мы (60). Её характеристическое уравнение имеет вид:

∆ λ = = λ + λ + λ + λ +
3 4 3 2

ij 4 3 2 1 01
( ) b b b b b b ,                   (62)

где

(0) (1) (0)
4 4 4 m 3 3b b b R , b b ,= + =

,                                              (63)(0) (1) (0) (1)
2 2 2 m 1 1 0 0 mb b b R , b b , b b R ;= + = =

и коэффициенты:
– при 0

mR

(0) (0)
4 A1 B1 3 A1 B1b J J , b HJ J ,= =� � � � �

(0) (0) (0)
2 A1 B1 1 2b (1 J )(1 J ), b Hb ;= − − =� � �

– коэффициенты при mR

= − + ζ� �(1) 2
4 A1 B1 J hb 2J (J R ), 

= − − − − ζ + −� � � �(1) 2
2 A1 B1 J h B1 A1b 2[1 J J R (3 J J )],

= − − − ζ� �(1) 2
0 B1 A1 J hb 2(1 J )(1 J R ).                                        (64)

Критерий Рауса-Гурвица имеет вид:

i 2 1 2 0 3

2
3 3 2 4 1

b 0, / i 0,4/; b b b b 0,

b b b 0.

> = ∆ = − >

∆ = ∆ − >
                                 

(65)

Эти условия будут всегда выполняться при <<mR 1 , 
но при выполнении условий:

− − ζ > − − ζ >� �2 2
A1 J h B1 J h1 J R 0, 1 J R 0.                                  (66)

С учетом (15), (56), (57) и того, что ζ = ζ +h hR , усло-
вия (66), в явном виде относительно параметров систе-
мы, после преобразований принимают вид:

− − > + − − >2 2 2C A Mh 0, C 2ml B Mh 0.                           (67)

Так как в общем случае корни характеристического 
уравнения (62) получить невозможно, рассмотрен слу-
чай когда <<mR 1. Корни характеристического уравне-
ния (62) имеют такие разложения:

λ ≈ − �1 H,

ζ + −
λ ≈ − ±

− + − −

� � �

� � � � � � �

2 2
m J h B1 A1

2,3 2
B1 A1 A1 B1 A1 B1

R HR (1 J J )

J (1 J )[H J J (1 J )(1 J )]

 ζ + − ± + − + − −  

� �

� � � � � � �

2 2
m J h B1 A1

10 2
B1 A1 A1 B1 A1 B1

R R (1 J J )
ik 1

J (1 J )[H J J (1 J )(1 J )]
,

  
− − ζ

λ ≈ −
−

�

� �

2
m A1 J h

4
A1

2R (1 J R )

H(1 J )
,                                              (68)

где − −= − −� � � �1 1
10 A1 B1 A1 B1k (1 J )(1 J )J J .

По корням (68) видно, что переходные процессы 
в системе, носят колебательно-затухающий харак-
тер и имеет место асимптотическая устойчивость по 
α β γ 2, , .

Характеристическое уравнение второй подсистемы 
системы уравнений (60) имеет вид:

− χ + χ =�
J m[(1 2R R ) H] 0.                                                   (69)

Корни уравнения (69):

χ = − − χ =�
1 J m 2H / (1 2R R ), 0.                                              (70)

По корням (70) видно, что имеет место устойчи-
вость по γ1.

Таким образом, со временем

α β γ → γ →2 1, , 0, const.                                                    (71)

Из этого следует, что со временем угол нутации 
полностью устраняется. Скорость стремления к нулю 
возмущений α β γ 2, ,  полностью характеризуют дей-
ствительные части корней (68). Появление нулевого 
корня χ2, в этом случае, можно интерпретировать ана-
логично, как и в работе [29].

Рассмотрим первую подсистему уравнений систе-
мы (61). Её характеристическое уравнение имеет вид:

∆ λ = = λ + λ + λ + λ +
3 4 3 2

ij 4 3 2 1 01
( ) c c c c c c ,                        (72)
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где 

i 2 1 2 0 3

2
3 3 2 4 1

b 0, / i 0,4/; b b b b 0,

b b b 0.

> = ∆ = − >

∆ = ∆ − >
                                

(73)

и коэффициенты:
– при 0

mR

(0) (0)
4 A3 B3 3 A3 B3

(0) (0)
2 A3 B3 1 A3 B3

c J J , c HJ J ,

c (1 J )(1 J ), c H(1 J )(1 J );

= =

= − − = − −

� � � � �

� � � � �

– при mR

= − + ζ� �(1) 2
4 B3 A3 J hc 2J (J R ) ,

= ζ + − − − −� � � �(1) 2
2 J h A3 B3 A3 B3c 2[R (3 J J ) (1 J J )] ,

= − − − ζ� �(1) 2
0 A3 B3 J hc 2(1 J )(1 J R ) .                                     (74)

Условия (65) всегда будут выполняться при <<mR 1  
и при выполнении условий:

− − ζ > − − ζ >� �2 2
A3 J h B3 J h1 J R 0, 1 J R 0.                               (75)

С учетом (15), (56), (57) и того, что ζ = ζ +h h , усло-
вия (75), в явном виде относительно параметров систе-
мы, после преобразований принимают вид:

+ − − > − − >2 2 2C 2ml A Mh 0, C B Mh 0 .                             (76)

Так как в общем случае корни характеристического 
уравнения (72) получить невозможно, рассмотрен слу-
чай когда <<mR 1 . Корни характеристического уравне-
ния (72) имеют такие разложения:

λ ≈ − �1 H ,

ζ + −
λ ≈ − ±

− + − −

� � �

� � � � � � �

2 2
m J h A3 B3

2,3 2
A3 B3 A3 B3 A3 B3

R HR (1 J J )

J (1 J )[H J J (1 J )(1 J )]

 ζ + − ± + − + − −  

� �

� � � � � � �

2 2
m J h A3 B3

30 2
A3 B3 A3 B3 A3 B3

R R (1 J J )
ik 1

J (1 J )[H J J (1 J )(1 J )]
,

− − ζ
λ ≈ −

−

�

� �

2
m B3 J h

4
B3

2R (1 J R )

H(1 J )
,                                             (77)

где − −= − −� � � �1 1
30 A3 B3 A3 B3k (1 J )(1 J )J J .

По корням (77) видно, что переходные процессы в си-
стеме, носят колебательно-затухающий характер и имеет 
место асимптотическая устойчивость по α β γ 2, , . Корни 
второй подсистемы системы уравнений (61), имеют вид 
(70), причем имеет место устойчивость по γ1.

5. 6. 3. Случай когда =0e 1�
Система уравнений (44) в случае, когда =�0e 1, 

γ = π02 / 2, имеет вид:

= α + − β − ζ γ =′� � �
4 A2 A2 m J h 1b J (1 J ) 2R R 0,

= − − α + β + ζ γ =′ ′� � �
5 B2 B2 m J h 1b (1 J ) J 2R R 0,

1 h m J 1

1 m 1

L ( 2 ) [1 2R (1 R )]

H 2R 0,

= ζ β + α − β + − + γ +′′ ′ ′′

+ γ + γ =′�

= γ + γ =′′ ′�2 2 2L H 0.                                                             (78)

В случае, когда =�0e 1, γ =04 0, система уравнений 
(44) имеет вид:

= α + − β + ζ γ =′ ′� � �
4 A4 A4 m J h 1b J (1 J ) 2R R 0,

= − − α + β + ζ γ =′� � �
5 B4 B4 m J h 1b (1 J ) J 2R R 0,

= ζ α − β − α + − + γ + γ + γ =′′ ′ ′′ ′�1 h m J 1 1 m 1L ( 2 ) [1 2R (1 R )] H 2R 0,

= γ + γ =′′ ′�2 2 2L H 0.                                                                     (79)

Видно, что система уравнений (78) и (79) распада-
ется на две независимых подсистемы. В первую под-
систему системы уравнений (78) и (79) входит первое, 
второе и третье уравнение с переменными α β γ1, , , во 
вторую – четвертое уравнение с переменной γ 2.

Рассмотрим первую подсистему уравнений систе-
мы (78). Её характеристическое уравнение имеет вид:

∆ λ = = λ + λ + λ + λ +
3 4 3 2

ij 4 3 2 1 01
( ) d d d d d d ,                       (80)

где
(0) (1) (0)

4 4 4 m 3 3d d d R , d d ,= + =

(0) (1) (0) (1)
2 2 2 m 1 1 0 0 md d d R , d d , d d R ,= + = =                           (81)

и коэффициенты:
– при 0

mR

(0) (0)
4 A2 B2 3 A2 B2

(0) (0)
2 A2 B2 1 A2 B2

d J J ,d HJ J ,

d (1 J )(1 J ),d H(1 J )(1 J );

= =

= − − = − −

� � � � �

� � � � �

– коэффициенты при mR

= − + + ζ� �(1) 2
4 A B J J hd 2J [J (1 R ) R ],

(1)
2 A2 B2 J A2

2
B2 h B2 A2

d 2{1 J J R [(1 J )

(1 J ) (3 J J )]},

= − − − + − ×

× − − ζ + −

� � �

� � �

= − − − ζ� �(1) 2
0 B2 A2 J hd 2(1 J )(1 J R ) .                                      (82)

Условия (65) всегда будут выполняться при <<mR 1  
и при выполнении условий:

2 2
A2 J h B2 J h1 J R 0, 1 J R 0.− − ζ > − − ζ >� �                              (83)

С учетом (15), (56), (57) и того, что ζ = ζ +h hR , усло-
вия (83), в явном виде относительно параметров систе-
мы, после преобразований принимают вид:

2 2 2 2
0C A Mh 0, C e 2ml B Mh 0.− − > + µ + − − >             (84)

 
Так как в общем случае корни характеристического 

уравнения (80) получить невозможно, рассмотрен слу-
чай когда <<mR 1 . Корни характеристического уравне-
ния (80) имеют такие разложения:

ζ + −
λ ≈ − λ ≈ − ±

− + − −

� � �
�

� � � � � � �

2 2
m J h B2 A2

1 2,3 2
B2 A2 A2 B2 A2 B2

R HR (1 J J )
H,

J (1 J )[H J J (1 J )(1 J )]

 ζ + − ± + − + − −  

� �

� � � � � � �

2 2
m J h B2 A2

20 2
B2 A2 A2 B2 A2 B2

R R (1 J J )
ik 1

J (1 J )[H J J (1 J )(1 J )]
,
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− − ζ
λ ≈ −

−

�

� �

2
m A2 J h

4
A2

2R (1 J R )

H(1 J )
,
                                             

(85)

где − −= − −� � � �1 1
20 A2 B2 A2 B2k (1 J )(1 J )J J .

По корням (85) видно, что переходные процессы в 
системе, носят колебательно-затухающий характер и 
имеет место асимптотическая устойчивость по α β γ1, , .

Для второй подсистемы системы уравнений (78) 
находим:

µ + µ =�( H) 0 .                                                                    (86)

Корни уравнения (86) имеют вид:

µ = − µ =�
1 2H, 0 .                                                               (87)

По корням (87) видно, что имеет место устойчи-
вость по γ 2 .

Таким образом, со временем

α β γ → γ →1 2, , 0, const.                                               (88)

Из этого следует, что со временем угол нутации пол-
ностью устраняется. Скорость стремления к нулю воз-
мущений α β γ1, ,  полностью характеризуют действи-
тельные части корней (85). Появление нулевого корня µ2 
можно интерпретировать аналогично, как и в работе [29].

Рассмотрим первую подсистему уравнений систе-
мы (79). Её характеристическое уравнение имеет вид:

∆ λ = = λ + λ + λ + λ +
3 4 3 2

ij 4 3 2 1 01
( ) f f f f f f ,                           (89)

где 
(0) (1) (0)

4 4 4 m 3 3f f f R , f f ,= + =                                                  

  (90)(0) (1) (0) (1)
2 2 2 m 1 1 0 0 mf f f R , f f , f f R ,= + = =

и коэффициенты:
– при 0

mR

(0) (0)
4 A4 B4 3 A4 B4

(0) (0)
2 A4 B4 1 A4 B4

f J J , f HJ J ,

f (1 J )(1 J ), f H(1 J )(1 J );

= =

= − − = − −

� � � � �

� � � � �

– при mR

= − + + ζ� �(1) 2
4 B4 A4 J J hf 2J [J (1 R ) R ] ,

(1)
2 A4 B4

2
J A4 B4 h A4 B4

f 2{1 J J

R [(1 J )(1 J ) (3 J J )]},

= − − − +

+ − − − ζ + −

� �

� � � �

= − − − ζ� �(1) 2
0 A4 B4 J hf 2(1 J )(1 J R ).                                        (91)

Условия (64) всегда будут выполняться при <<mR 1  
и при выполнении условий:

− − ζ > − − ζ >� �2 2
A4 J h B4 J h1 J R 0, 1 J R 0.                              (92)

С учетом (15), (56), (57) и того, что ζ = ζ +h hR , усло-
вия (92), в явном виде относительно параметров систе-
мы, после преобразований принимают вид:

+ µ + − − > − − >2 2 2 2
0C e 2ml A Mh 0, C B Mh 0.                 (93)

Так как в общем случае корни характеристиче-
ского уравнения (89) получить невозможно, рассмо-
трен случай когда <<mR 1. Корни характеристиче-
ского уравнения (89) имеют такие разложения:

ζ + −
λ ≈ − λ ≈ − ±

− + − −

� � �
�

� � � � � � �

2 2
m J h A4 B4

1 2,3 2
A4 B4 A4 B4 A4 B4

R HR (1 J J )
H,

J (1 J )[H J J (1 J )(1 J )]

 ζ + − ± + − + − −  

� �

� � � � � � �

2 2
m J h A4 B4

40 2
A4 B4 A4 B4 A4 B4

R R (1 J J )
ik 1

J (1 J )[H J J (1 J )(1 J )]
,

− − ζ
λ ≈ −

−

�

� �

2
m B4 J h

4
B4

2R (1 J R )

H(1 J )
,                                          (94)

где − −= − −� � � �1 1
40 A4 B4 A4 B4k (1 J )(1 J )J J .

В данном случае, по корням (94) видно, что пере-
ходные процессы в системе носят колебательно-за-
тухающий характер и имеет место асимптотическая 
устойчивость по α β γ1, , . Корни второй подсистемы 
системы уравнений (79) имеют вид (87), причем имеет 
место устойчивость по γ 2.

6. Численный эксперимент

Исследуется влияние параметров системы на ско-
рость прихода системы к основному движению. Параме-
тры расчетов подобраны по параметрам КА IMAGE [15] 
стабилизированного вращением. Корпус КА выполнен 
в форме прямого кругового цилиндра, а его масса, ра-
диус боковой поверхности и высота цилиндрического 
корпуса соответственно равны =M 490  кг, =R 1,1  м, 

=CH 1,5  м. Для уменьшения угла нутации на КА уста-
новлен жидкостный демпфер, масса жидкости которого 
составляет =m 1,2  кг ( −≈ ⋅ 3m / M 2,4 10 ). Массу маятни-
ков берем равной массе жидкости демпфера. Другие 
параметры имеют значение: µ = 1,2  кг, =e 0,9  м, γ = 0. В 
табл. 1 приведены пределы изменения параметров, шаг 
их изменения и значения в модели.

Результаты числовых расчетов в виде графи-
ков представлены на рис. 6. По вертикальной оси 
графиков откладывается максимальное значение 
действительных частей корней характеристического 
уравнения (45), а по горизонтальной – параметр, из-
меняющийся с определенным шагом. При построении 
графиков один из параметров изменяется, при этом 
остальные параметры имеют фиксированное значение. 
Графики на рис. 6, а–г, е получены при значениях масс 
маятников (шаров) =1m 1,2  кг, =2 1m 4m , =3 1m 8m . На 
рис. 6, д график построен при количестве оборотов 

=1n 10  об/мин, =2 1n 5n , n3=10n1, при построении дру-
гих графиков количество оборотов составляет 2n .

По рис. 6, а–е были подобраны значения исследуемых 
параметров, обеспечивающие наибольшую скорость 
прихода системы к основному движению. Из рис. 6, б, 
видно, что при превышении параметром h значения 
0,31 м основное движение неустойчиво (для m=1,2 кг – 

>h 0,34  м). В КА IMAGE – >h 0,625 м, поэтому жид-
костный демпфер, установлен с нарушением условия 
устойчивости и основное движение – неустойчиво. Это 
объясняет большие остаточные углы нутации, создавае-
мые этим демпфером при работе на КА. При превышении 
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параметром CH  значения 1,75 м, что соответствует со-
отношению осевых моментов инерции тела >A / C 0,92  

(рис. 6, г), основное движение становится неустойчивым. 
Это объясняется тем, что нарушаются условия (48).

Таблица	1

Пределы,	шаг	и	оптимальное	значение	параметров	в	модели

Параметр Значение по умолчанию Пределы изменения
Шаг  

изменения
Оптимальное значение

ni, об/мин 50 1–301 10

50 (m1)

60 (m2)

50 (m3)

h, м 0,2 0–0,7 0,05 0,2 (m1, 2, 3)

H, кг.с-1 1 0–5 0,25

1 (m1)

1 (m2)

0,3 (m3)

Нс, м 1,5 0,5–3,5 0,25 1,5 (m1, 2, 3)

mi, кг – 0,6–9,6 0,6

9,6 (n1)

8,5 (n2)

4 (n3)

l, м 0,9 0,45–1,1 0,05

0,8 (m1)

0,95 (m2)

0,85 (m3)

                                г                                                                     д                                                                   е

Рис.	6.	Влияние	параметров	системы	на	максимальное	значение	действительных	частей	корней	характеристического	
уравнения	(скорость	затухания	переходных	процессов):	а	–	обороты	НТ;	

	б	–	расстояние	от	плоскости	уравновешивания	до	центра	масс	системы;	в	–	коэффициент	сопротивления;	
	г –	высота	образующей	цилиндрического	корпуса	несущего	тела	(КА);	д	–	масса	маятника;	е	–	длина	маятника

   

               a                                                                      б                                                                        в

   

7. Выводы

1. Построена теоретико-механическая модель вра-
щающегося КА и присоединенного к нему пассивного 
маятникового автобалансира. Показано, что данная 
модель может быть представлена в виде изолирован-
ной системы, состоящей из статически неуравнове-
шенного несущего тела и двух одинаковых матема-
тических маятников, насаженных на продольную ось 
несущего тела. Относительному движению маятни-
ков препятствуют силы вязкого сопротивления.

2. В рамках рассматриваемой теоретико-механиче-
ской модели изолированной системы установлено, что 

основные движения, в которых наступает стабилиза-
ция положения оси вращения несущего тела, условно 
асимптотически устойчивы. Условная асимптотиче-
ская устойчивость основных движений имеет место 
лишь в случае, когда поперечные осевые моменты 
инерции несущего тела больше чем продольный осе-
вой момент инерции, а расстояние от плоскости урав-
новешивания до центра масс системы не превышает 
определенного предельного значения.

3. Найдены оптимальные значения параметров си-
стемы (количество оборотов несущего тела, рассто-
яние от плоскости уравновешивания до центра масс 
системы, коэффициент сопротивления, высота обра-
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зующей цилиндрического корпуса несущего тела, мас-
са и длина маятников), при которых скорость прихода 
системы к основному движению будет наибольшая. 
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Розглянуто методи моделювання 
динаміки частинок зернової суміші на 
віброрешетах, які основані на уточне-
ні принципів гідроаналогії шляхом вве-
дення бульбашкового псевдозрідженого 
середовища. Це визначило можливо-
сті інтенсифікації просіювання сумі-
шей на віброрешетах шляхом викори-
стання отворів у вигляді епіциклоїди. 
Для підвищення точності моделювання 
проведена ідентифікація одного із зна-
чущих параметрів процесу просіюван-
няя– швидкості проходження суміші 
через отвори решета

Ключові слова: процес просіювання, 
ефективність, поле швидкості, отвір, 
псевдозріджене середовище, зернова 
суміш гороха, гідроаналогія

Рассмотрены методы моделирова-
ния динамики частиц зерновой смеси 
на виброрешетах, которые основаны 
на уточнении принципов гидроанало-
гии путем введения пузырьковой псев-
доожиженной среды. Это определило 
возможности интенсификации просе-
ивания смесей на виброрешетах путем 
использования отверстий в виде эпи-
циклоиды. Для увеличения точности 
моделирования проведена идентифи-
кация одного из значимых параметров 
процесса просеивания – скорости про-
хождения смеси через отверстия решет

Ключевые слова: процесс просеива-
ния, эффективность, поле скорости, 
отверстия, псевдоожиженная среда, 
зерновая смесь гороха, гидроаналогия
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отверстий: круглой, треугольной и прямоугольной. 
Это приводит к увеличению количества непросеян-
ных частиц – сходовой фракции, и, как следствие, 
низкой производительности. При этом потребность в 
нормированном качестве продовольственного зерна 
и семенного материала требует повторных пропусков 
ЗС через зерноочистительную машину, что повышает 
травмирование зерна и увеличивает эксплуатацион-
ные затраты. 

Моделирование динамики ЗС на виброрешетах 
зерновых сепараторов, которое будет учитывать как 
свойства смеси, так и конструктивно-кинематические 

1. Введение

Эффективность технологических процессов ре-
шетных зерноочистительных машин определяется 
характером протекания процессов просеивания зер-
новых смесей (ЗС). Сложная форма семян некото-
рых сельскохозяйственных культур, например, горох, 
гречка, нут, кукуруза и т. п., также приводит к низкой 
эффективности процессов их просеивания на решетах. 
Наличие отклонений в виде выступов, впадин, асим-
метрия вершин и сторон, наряду со сложной формой 
приводит к отличию этих семян от стандартной формы 


