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Запропоновано  метод побудови наближених розв’язків першої крайової задачі для звичайних 
диференціальних рівнянь другого порядку зі змінними коефіцієнтами у вигляді тригонометричних 
многочленів, заснований на застосуванні методу фантомних вузлів. Невизначені параметри 
визначаються методом колокацій. Наведено приклад; показано, що  відносна похибка розв’язку 
зменьшилася в 3.7 разів при введенні  двох фантомних вузлів і в 6 разів при введенні чотирьох 
фантомних вузлів. 
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Вступ 
В багатьох задачах  науки і техніки для кількісного опису фізичних явищ використовують 

математичні моделі. Такі моделі часто являють собою системи звичайних диференціальних 
рівнянь або рівнянь з частинними похідними, на які накладають певні крайові та початкові умови. 
Надалі знаходять розв’язки цих систем, які задовольняють цим умовам. Проте тут виникають 
певні труднощі, оскільки точному розв’язанню підлягає лише невеликий клас диференціальних 
рівнянь. Тому виникає необхідність знаходити наближені розв’язки поставлених задач.  

Постановка задачі 
Із аналізу розглянутої літератури можна зробити висновок, що серед різноманітних 

чисельно-аналітичних методів практично відсутні методи, при яких шуканий розв’язок 
наближається  тригонометричними многочленами. 

На нашу думку така ситуація пояснюється тим, що при застосуванні тригонометричних 
многочленів в задачах відшукання наближених розвۥязків диференціальних рівнянь в 
загальному випадку на кінцях відрізку наближення виникають розриви шуканої функції; 
зрозуміло, що в околі цих розривів спостерігається відоме явище Гіббса, що суттєво знижує 
точність отримуваних розвۥязків диференціальних рівнянь. 

Одним із методів подолання шкідливого впливу явища Гіббса є методи  - 
підсумовування тригонометричних многочленів, які дозволяють майже повністю усунути вплив 
явища Гіббса у середній частині відрізку наближення [1], [2]. Проте на кінцях цього відрізку, в 
безпосередніх околах точок розриву, похибки розвۥязку практично не зменшуються. 

В  [3] було запропоновано метод покращення збіжності рядів Фурۥє і інтерполяційних 
тригонометричних поліномів; можна сподіватися, що застосування цього методу в задачах 
відшукання наближених розвۥязків диференціальних рівнянь дозволить значно зменшити 
похибки отримуваних розвۥязків. 

Мета роботи. Розробка методики знаходження наближеного розвۥязку крайових задач 
для звичайних диференціальних рівнянь із використанням методів покращення збіжності, 
запропонованих в [3]; дослідження похибки наближеного розвۥязку на типовому прикладі. 

Основний зміст 

Розглянемо лінійне диференціальне рівняння другого порядку  зі змінними коефіцієнтами 

)()()( tfutqutpu  ,     2,0t , (1) 
та крайовими умовами 

,)2(
,)0(

Bu
Au





 (2) 

де  ,  20  , - параметр стискання,  , значення якого ми виберемо пізніше. 
Зауважимо, що оскільки тригонометричний многочлен )(tTn в силу періодичності 
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приймає однакові значення у точках 0 і 2 , в загальному випадку не можна накладати 
крайові умови в цих точках. 

Наближений розвۥязок цього рівняння будемо шукати у вигляді тригонометричного 
многочлена 
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Зрозуміло, що цей розвۥязок містить 12 n невизначених параметрів 
naaa ,...,, 10 , nbb ,...,1 . 

Підставляючи (3) в (1), (2), отримуємо 
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з крайовими умовами 
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Невۥязка )(t рівняння (4) має вигляд 

)()()()()()( tftTtqtTtpTt nnn   (6) 
Для визначення параметрів naaa ,...,, 10 , nbb ,...,1  задамо на відрізку  2,0  12 n точок 

it , ( 12,...,1  ni ) з урахуванням того факту, що тригонометричний многочлен )(tTn в силу 
періодичності приймає однакові значення у точках 0 і 2 .  Враховуючи це, задамо точки  

it , ( 12,...,1  ni ), таким чином 
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Тоді для визначення параметрів naaa ,...,, 10 , nbb ,...,1  маємо таку систему рівнянь  
 AtTn )( 1 ; 

0)( it , ni 2,...,3,2 ; (7) 
 BtT nn  )( 12 . 
Зрозуміло, що в даному випадку ми покладаємо 
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Розвۥязуючи цю систему рівнянь, знайдемо значення невизначених параметрів 
naaa ,...,, 10 , nbb ,...,1 . 

В багатьох випадках зручнішим є застосування іншої форми тригонометричного 
многочлена [4]. Ця форма має вигляд  
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а kf , ( 12,...,2,1  nk ) – невизначені параметри. 
Оскільки 
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то зрозуміло, що невизначені параметри kf , ( 12,...,2,1  nk ) являють собою значення 

наближеного шуканого розвۥязку у вузлових  точках kt , ( 12,...,1  nk ). Постановка задачі 
у термінах вузлових точок дозволяє асоціювати параметри  з обмеженими частинами в 
загальному випадку просторових областей, що включають ці вузлові точки. Цей факт є дуже 
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корисним, оскільки вивчення нев’язок такого рівняння дозволяє виявити ті підобласті, де 
збіжність розв’язків є повільною (або навпаки, швидкою) [5]. 

Підставляючи вирази (8), (9) в рівняння (1) з урахуванням крайових умов (2) та виразу 
(10), отримуємо таку систему рівнянь 

 Af 1 ; 
0)( it , ni 2,...,3,2 ;     (11) 

 Bf n 12 . 
Як ми вже казали раніше, при такому підході у точках 0 і 2  спостерігається явище 

Гіббса. Для послаблення впливу цього явища застосуємо метод фантомних вузлів покращення 
збіжності тригонометричних многочленів. Для цього, згідно з [3], збільшимо кількість точок на 
парне число; значення у цих точках, які ми позначимо mBBB 221 ,...,, , ( ...,2,1m  ), можна 
вибрати, наприклад, обчислюючи у відповідних точках значення прямої, що зۥєднує точки B  
та A . Тоді система рівнянь (11) для двох фантомних вузлів набуває вигляду 
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Для чотирьох фантомних вузлів система рівнянь набуває вигляду 
 Af 1 ; 
 0)( it , ni 2,...,3,2 ; 
 Bf n 12 ; 

122 Bf n  ;      (13) 
 232 Bf n  , 
 342 Bf n  ; 
 452 Bf n  , 
де 
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Зауважимо, що при використанні тригонометричного многочлена у формі (3) кількість 
алгебраїчних рівнянь при  додаванні фантомних вузлів збільшується; при використанні ж 
тригонометричних многочленів у формі (8) кількість алгебраїчних рівнянь системи  при 
додаванні фантомних вузлів фактично не збільшується. Цей факт легко пояснюється 
властивостями функцій (9). 

Для ілюстрації вищенаведеного наведемо приклад. 
Розглянемо таку крайову задачу 
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Будемо шукати наближений розвۥязок задачі (14). Покладемо 4n ; відповідно, 
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Нескладно переконатися, що точним розв’язком цієї задачі буде пряма  1
2
9)(  ttu


. 

Складаючи систему рівнянь типу (11) і розвۥязуючи її, отримуємо наближений розвۥязок 
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)(4 tT . Графікі точного і наближеного розв’язків, а також графік відносної похибки 
наводяться на Рис.1,2. 

 Додамо тепер два фантомних вузли; значення у цих вузлах обчислюємо через лінійну 
інтерполяцію. Тепер 
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Складаючи систему рівнянь типу (12), де 
 333.622 nf , 666.332 nf , 
отримуємо наближений розвۥязок )(5 tT . )(4 tT . Графікі точного і наближеного розвۥязків 

а також графік відносної похибки наводяться на Рис.3.,4. 
Відносна похибка зменшилася в 3.7 разів. 
Додамо тепер чотири фантомних вузли; значення у цих вузлах обчислюємо через лінійну 

інтерполяцію. Тепер 
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Складаючи систему рівнянь типу (13), де 
 4.722 nf , 8.532 nf , 2.442 nf , 6.252 nf , 
отримуємо наближений розвۥязок )(6 tT . Графікі точного і наближеного розв’язків, а  
також графік відносної похибки наводяться на Рис.5,6. 
 Відносна похибка зменшилася в 6 разів. 

Висновки 
Запропоновано метод знаходження наближених розвۥязків крайової задачі для звичайних 

диференціальних рівнянь для випадків, коли цей розвۥязок наближується тригонометричними 
многочленами, заснований на застосуванні методу фантомних вузлів. Наведено тестовий 
приклад; показано , що похибки наближення розвۥязку зменьшуються у 3.7 разів при 
застосуванні двох фантомних вузлів і у 6 разів при застосуванні чотирьох фантомних вузлів.  

Слід відзначити, що властивості фундаментальної системи функцій, які 
використовуються при побудові наближеного розв’язку, дозволяють позбутися залежності 
кількості рівнянь отримуваних алгебраїчних ситем, що підлягають розвۥязанню, від кількості 
фантомних вузлів; більше того, крайові умови та значення  функції у фантомних вузлах 
входять лише в праві частини рівнянь цих систем.  Це дозволяє задавати кількість 
фантомних вузлів та значення функції у цих фантомни вузлах виходячи із міркувань 
забезпечення найкращої збіжності отримуваних розвۥязків, не ускладнюючи при цьому 
задачу відшукання невизначених параметрів. 

Запропонований метод відкриває широкі можливості для побудови швидкодіючих алгоритмів 
побудови наближених розв’язків крайових задач для звичайних диференціальних рівнянь.  
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