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В рамках квантово-акустической теории скрытой теплоты плавления энергия нулевых колебаний осцилля-

тора, во-первых, проявляется как физическая реальность и, во-вторых, является фактором, который главным 
образом и определяет теплоту плавления. Обнаружена на первый взгляд неочевидная связь между температу-
рой плавления как чисто термодинамической величиной и механическими величинами – плотностью, модулями 
первого и второго рода. Эта связь в грубом приближении проявляется в существовании предельного угла сдви-
га, определяющего как теоретическую прочность твердого тела на сдвиг, так и температуру плавления. Пре-
дельный угол сдвига не является фундаментальной постоянной, но и не является индивидуальной характери-
стикой какого-либо одного металла. 
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В рамках квантово-акустичної теорії скритої теплоти плавлення енергії нульових коливань осцилятора, по-

перше, проявляється як фізична реальність і, по-друге, є фактором, який головним чином й визначає теплоту 
плавлення. Виявлений на перший погляд неочевидний зв'язок між температурою плавлення, як чисто термоди-
намічною величиною, і механічними величинами – густиною, модулями першого і другого роду. Цей зв'язок у 
грубому наближенні проявляється в існуванні граничного кута зсуву, який визначає як теоретичну міцність 
твердого тіла на зсув, так і температуру плавлення. Граничний кут зсуву не є фундаментальною постійною і не 
є індивідуальною характеристикою будь-якого одного метала. 
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АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Известные теории 

фазового перехода вещества из твердого состояния в 
жидкое не дают точного метода расчета скрытой теп-
лоты плавления. Квантово-акустическая модель теп-
ловых колебаний твердого тела впервые была пред-
ложена Дебаем и использована им для описания теп-
лоемкости твердых тел при низких температурах. Эта 
модель оказалась более точной, чем теории, в основу 
которых закладывались результаты исследования 
колебаний атомов в узлах кристаллической решетки 
[1, 2]. 

Интенсивность осцилляции атомов около поло-
жений равновесия тем выше, чем выше температура 
твердого тела. В том случае, когда амплитуда коле-
баний превышает некоторое критическое значение, 
химические связи переходят в состояние неустойчи-
вого равновесия, происходит разрушение кристал-
лической структуры. При дальнейшем повышении 
температуры химические связи разрываются, про-
исходит испарение. Аналогичный сценарий измене-
ния энергии связи показан в работе [3]. При сниже-
нии температуры амплитуда колебаний уменьшает-
ся, а при Т = 0 К она становится минимальной. В 
силу законов квантовой механики полная остановка 
атомов с обращением их энергии в нуль является 
невозможной, так как они и при Т = 0 К совершают 
«нулевые» колебания. Поскольку энергии «нуле-
вых» колебаний недостаточно для плавления твёр-
дого тела, то с понижением температуры все жидко-
сти (за исключением жидкого гелия) затвердевают.  

Таким образом, недостаток физических пред-
ставлений о квантовом осцилляторе заключается в 
следующем. Формальное решение уравнений ос-
циллятора содержит так называемые «нулевые» ко-
лебания и «нулевую» энергию, которые существуют 
при отсутствии действия какого-либо внешнего ис-
точника возбуждения, в том числе и теплового, т. е. 
существуют при температуре 0 К. Парадоксальность 
ситуации в данном случае вызывает большие со-
мнения в физической реальности «нулевых» коле-
баний, однако получить экспериментальное под-
тверждение их существования весьма сложно – в 
большинстве физических процессов проявляется 
только разность между уровнями энергии, а общая 
для обоих уровней нулевая энергия при вычитании 
сокращается. 

В твердом теле движение атомов около точки 
равновесия в решетке игнорируется, как не под-
дающееся точному описанию. Внутренняя энергия 
связывается не с колебаниями атомов, а с колеба-
ниями кристаллической решетки в целом, которые 
являются стоячими, строго гармоническими и не 
взаимодействующими друг с другом волнами, кото-
рые, другими словами, являются ансамблем нор-
мальных осцилляторов. Проявление квантовых эф-
фектов становится существенным при высоких час-
тотах или при низких температурах и поэтому необ-
ходимым оказывается учет квантования энергии 
осцилляторов. 
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Целью работы является доказательство реально-
сти нулевых колебаний квантового осциллятора и 
попытка расчетной оценки температуры плавления. 

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ. 
Связь между величиной скрытой теплоты плавления 
и нулевой энергией статистических ансамблей кван-
тово-акустических волн в твердом теле и в жидко-
сти устанавливается в соответствии с теорией скры-
той теплоты плавления, основанной на фундамен-
тальных представлениях, заложенных Дебаем в соз-
данной им квантово-акустической теории теплоем-
кости твердых тел [1, 2]. В этой теории твердое тело 
рассматривается как сплошная среда, а тепловая 
энергия представляется ансамблем упругих стоячих 
акустических волн (нормальных осцилляторов). 
Стоячие волны (что предполагается для волн Дебая) 
имеют дискретный спектр собственных частот и 
каждая волна рассматривается как отдельный ос-
циллятор. 

В работе принимается, что энергетической моде-
лью твердого тела является статистический ан-
самбль квантово-акустических колебаний. Уровни 
энергии квантового осциллятора описываются вы-
ражением 
 

εn = [½+ n]·ћω,                         (1) 
 
где εn – энергия уровня; ћ = 6,63·10–34 Дж·с – посто-
янная Планка; ω – частота собственных колебаний 
осциллятора; n = 1, 2, 3, … – натуральное число. 

При тепловом возбуждении с учетом канониче-
ского распределения Гиббса среднюю энергию ос-
циллятора можно найти из выражения 
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где   – средняя энергия, k = 1,3810–23 Дж/К – по-
стоянная Больцмана, Т – температура. 

Исследуя выражение (2), можно показать, что 
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где V – объем, с – скорость звука, ωmax – максималь-
ная частота осцилляторов в ансамбле. 

Вывод формулы (3) и формулы для ωmax , исполь-
зуемых далее в расчетах, приведен в [2]. 

В твердом теле имеется три подансамбля нор-
мальных осцилляторов: продольные колебания 
(сжатия) и поперечные колебания (сдвига) двух по-
ляризаций. При плавлении поперечные колебания 
исчезают и в жидкости остаются только продольные 
колебания. Используя уравнение (3), находим пол-
ную энергию поперечных колебаний: 
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Предельная частота 

 

3
1

3
1

3
2

213
1

3
1

3
1

2
max

)2(

)18(

cc

cc
M

A










 ,    (5) 

 
где А = 6,02·1023 1/моль – число Авогадро, ρ – плот-
ность, М – молекулярный вес, с1 и с2 – соответст-
венно скорость продольных и поперечных волн. 

При получении уравнения (4) из (3) введен мно-
житель 2 с целью учета двух поляризаций попереч-
ных колебаний, и в качестве скорости взята ско-
рость распространения поперечных (сдвиговых) 
волн. Дебаевская энергетическая модель твердого 
тела позволила таким образом выразить энергию 
сдвиговых колебаний в виде суммы энергий двух 
ансамблей нормальных колебаний. 

При расчете предельной частоты из выражения 
(5) использовано обычное условие, в соответствии 
вс которым полное число нормальных осцилляторов 
– продольных и поперечных – равно числу степеней 
свободы всех атомов тела [2]. Однако энергия де-
формации сдвига может быть выражена в терминах 
теории упругости твердых тел [4]: 

 
W = ½ (G·γ2·V),                            (6) 

 
где G – модуль второго рода (модуль сдвига); γ – 
угол сдвига.  

Приравняв выражения (4) и (6), получаем 
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Таким образом, введено представление о крити-

ческом угле сдвига γmax, при превышении которого 
начинается скольжение соседних атомных плоско-
стей, т.е. превышается теоретический предел упру-
гих сдвиговых напряжений. Далее из (7) найдена 
температура плавления некоторых металлов, соот-
ветствующая углу γmax. Исходные данные и резуль-
таты расчета приведены в табл. 1. 

Средняя относительная разность Тр и Тэ Δ = 0,17. 
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Отличие расчетных величин от эксперименталь-
ных определяется тем, что скорости продольных и 
поперечных волн в твердом теле взяты те, которые 
приведены в [4, 5] и измерены при температуре, 

значительно меньшей температуры плавления. В 
расчетах следовало бы использовать скорости упру-
гих волн, измеренные вблизи температуры плавле-
ния. 

 
Таблица 1 – Исходные физико-механические параметры металлов, расчетная Тр 

и экспериментальная Тэ температура плавления [4] 
 

Металл М, 
кг/моль 

ρ·103, 
кг/м3 

с1, 
м/с 

с2, 
м/с 

Е, 
ГПа μ Тр, 

К 
Тэ, К 
[6] Δ 

Pb 0,2072 11,34 2160 700 16,2 0,446 200 600 0,67 
Cd 0,1124 8,65 2780 1500 52,0 0,30 538 594 0,09 
Sn 0,1187 7,29 3320 1670 50,0 0,33 626 505 –0,24 
Zn 0,09654 6,92 4170 2410 127 0,27 996 692 –0,44 
Bi 0,2090 9,75 2180 1100 31,9 0,33 527 544 –0,03 
Ag 0,1079 10,50 3600 4590 80,5 0,40 592 1243 0,52 
Cu 0,0635 8,93 4700 2260 112 0,37 583 1356 0,56 

 
Соотношения (2) и (3) оказались достаточными 

для создания теории теплоемкости твердых тел при 
любых температурах [1, 2]. При изучении проблемы 
расчета скрытой теплоты плавления кроме соотно-
шений (2) и (3) необходимо ввести в рассмотрение 
превращения, которые происходят с ансамблями аку-
стических волн в твердом теле при его плавлении. 

Предлагаемую физическую модель плавления 
можно представить статистическими ансамблями 
волн в твердом теле и в жидкости. В твердом теле 
может быть три различных ансамбля акустических 
колебаний: продольные волны и поперечные волны 
двух поляризаций; в жидкости – только продольные 
волны. Следовательно, при переходе твердого со-
стояния в жидкое происходит перестройка трех ан-
самблей колебаний в один, при этом, число мод ко-
лебаний сохраняется, а максимальная частота ос-
цилляторов в ансамбле ωmax возрастает. 

Поскольку собственная частота некоторых аку-
стических колебаний при плавлении увеличивается, 
а в условиях термодинамического равновесия про-
исходит возрастание их энергии. Увеличение энер-
гии акустических колебаний существенно проявля-
ется только для колебаний высокой частоты, однако 
для количественного объяснения наблюдающейся 

скрытой теплоты плавления этого вполне достаточ-
но. Если в (2) пренебречь нулевой энергией, т.е. в 
скобках первое слагаемое ½ заменить на 0, то при 
увеличении собственной частоты квантового осцил-
лятора в условиях термодинамического равновесия 
его энергия уменьшается. 

Максимальные круговые частоты волн Дебая 
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где ωТ и ωЖ – максимальные круговые частоты в 
твердом теле и в жидкости соответственно; с3 – ско-
рость волн в жидкости.  

Используя выражение (3) для вычисления энер-
гии жидкости и твердого тела и вводя безразмерные 
величины ξ = ћω/kT, x = ћωТ/kT, y = ћωЖ/kT, получа-
ем формулу для определения скрытой теплоты 
плавления как разность этих энергий 
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где Q – скрытая теплота плавления, кДж/моль, Т – 
температура плавления, К; a, b – коэффициенты, 
которые могут быть равны единице или нулю (вве-
дены для удобства оценки влияния нулевой энергии 
на расчетное значение теплоты плавления). 

Экспериментальные и рассчитанные по формуле 
(10) значения теплоты плавления приведены в табл. 2.  

Для того, чтобы установить роль нулевой энер-
гии квантового осциллятора в создании скрытой 

теплоты плавления, в расчетах использовались два 
гипотетических случая: 1 – а = 1, b = 0 (имеются 
только нулевые колебания, т. е. теплового возбуж-
дения нет) и 2 – а = 0, b = 0 (имеется только тепло-
вое возбуждение, т. е. нулевых колебаний нет). Со-
ответствующие расчетные значения Q1 и  Q2 приве-
дены в табл. 2. Значение теплоты плавления Q про-
изводилось с учетом энергии нулевых колебаний и 
энергии теплового возбуждения осцилляторов. 
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Таблица 2 – Экспериментальные и расчетные значения скрытой теплоты плавления 
 

Материал Pb Cd Sn Zn Bi Ag Cu 
Qэксп, кДж/моль [4, 5]   4,77   6,40   7,07   7,28 10,9 11,27 13,01 

Q, кДж/моль   4,38   5,95   5,57   6,98   5,75   6,28   8,75 
Q1, кДж/моль 10,05   9,60   8,17   9,43   5,98 14,96 16,72 
Q2, кДж/моль –5,99 –3,66 –2,60 –2,45 –3,23 –8,68 –7,97 

 
Видно, что расчет по полной формуле и расчет с 

учетом только нулевых колебаний дают удовлетво-
рительное согласие с экспериментом. По сравнению 
с экспериментальными данными расчетные значе-
ния по полной формуле занижены, а с учетом толь-
ко нулевых колебаний завышены, при этом, если 
учитывать только тепловое возбуждение без нуле-
вых колебаний, то результат не имеет смысла, по-
скольку скрытая теплота плавления становится от-
рицательной. 

ВЫВОДЫ. Согласно предложенной физико-
математической модели температура плавления за-
висит, главным образом, от величины молекулярно-
го веса, плотности, акустических параметров (ско-
ростей распространения упругих колебаний), моду-
ля сдвига, предельного угла сдвига.  

Обнаруженная связь между механическими и 
термодинамическими величинами не относится к 
парадоксам, поскольку сближение понятий даже из 
принципиально различных разделов физики являет-
ся, на наш взгляд, логичным, поскольку и механиче-
ские, и тепловые свойства конденсированных мате-
риалов, в конечном счете, определяются потенциа-
лами взаимодействия атомов с ближайшими сосе-
дями. Эта связь в грубом приближении проявляется 

существовании предельного угла сдвига, который 
определяет как теоретическую прочность твердого 
тела, так и температуру плавления. 

В рамках квантово-акустической теории скрытой 
теплоты плавления энергия нулевых колебаний осцил-
лятора проявляется как физическая реальность и явля-
ется фактором, определяющим теплоту плавления. 
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ACOUSTIC THEORY OF LATENT HEAT OF FUSION 
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In the quantum-acoustic theory of latent heat of fusion the zero-point oscillation energy, first of all, appears as a 

physical reality, and secondly, is the very factor that determines the heat of fusion. Unobvious at first sight dependence 
between the fusing temperature as a purely thermodynamic magnitude and such mechanical quantities as density, elastic 
modulus, and shearing modulus of elasticity was revealed. This dependence in a rough approximation is shown in the 
existence of the critical angle of shear, which defines both the theoretical shearing resistance of solid and the fusing 
temperature. The critical angle of shear is not a fundamental constant, but is not the individual characteristics of any 
metal as it is. 
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