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Рассматриваются математические модели температурных полей бесконечной осесимметричной области, ра-

зогреваемой движущимся сосредоточенным внутренним источником тепла. Источник тепла представлен с по-
мощью обобщенной дельта-функции Дирака. После применения преобразования Фурье–Лапласа однородная 
краевая задача для уравнения теплопроводности с обобщенной функцией в правой части уравнения сведена к 
задаче Штурма–Лиувилля для обыкновенного дифференциального уравнения. Получены аналитические реше-
ния упрощенных задач. Предложена структура алгоритма решения нелинейной задачи и блок-схема системы 
управления температурным полем  на основе разработанного алгоритма. Проведены численные эксперименты, 
построено температурное распределение.  
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Розглядаються математичні моделі температурних полів нескінченної осесиметричної області, що розігріва-

ється  рухомим зосередженим внутрішнім джерелом тепла. Джерело тепла представлено за допомогою узагаль-
неної дельта-функції Дірака. Після застосування перетворення Фур’є–Лапласа однорідна крайова задача для 
рівняння теплопровідності з узагальненою функцією у правій частині рівняння зведена до задачі Штурма–
Ліувілля для звичайного диференціального рівняння. Отримані аналітичні розв’язки спрощених задач. Запро-
понована структура алгоритму розв’язку нелінійної задачі та блок-схема керування температурним полем на 
основі запропонованого алгоритму. Проведені чисельні експерименти та побудовані температурні розподіли. 
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АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Во многих матема-

тических моделях, приводящих к задачам для урав-
нений теплопроводности и диффузии, находит ши-
рокое применение функция, введенная английским 
математиком Дираком и впоследствии названная его 
именем δ–функция Дирака. Это обобщенная функ-
ция формально определенная как линейный функ-
ционал в пространстве дифференцируемых функ-
ций. Она не есть функция в классическом понима-
нии так как не отвечает многим ее свойствам. С по-
мощью δ(х)–функции Дирака удается записать 
идеализированный сосредоточенный источник те-
пла, массы, электрического заряда, концентрации 
вещества в соответствующем дифференциальном 
уравнении [1, 2]. Такая идеализация выражения то-
чечного источника с помощью δ(х)–функции Дира-
ка, которая, не обладая физически нормальными 
свойствами  дифференцируемости в точке действия 
сосредоточенного источника, позволяет проводить 
исследования, например, температурного поля, в 
окрестности точки действия источника. 

 x –функция Дирака определяется следующим 
образом 

        0, 0, 1x x x dx 




    .                      (1) 

К основным свойствам  x –функции можно 
отнести следующие:  
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x a b

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              0 0f x x x dx f x




  .                     (3) 

С  x – функцией тесно связана единичная 

функция Хевисайда  x , которая определяется как 

производная от функции  x  [2]. 
Процессы термической обработки длинномер-

ных изделий, таких как  проволока, лента, профиля 
различной конфигурации, осуществляются путем 
пропускания через изделие электрического тока, 
действие которого сосредоточено в ограниченной 
зоне. Часто он подводится к изделию с помощью 
контактов или индуктора на   участке конечной дли-
ны [3]. Математические модели  таких процессов и 
системы управления ими могут быть построены с 
использованием  x –функции Дирака [2, 3]. Су-
ществующие математические модели дают возмож-
ность рассматривать температурное распределение в 
зоне нагрева движущейся проволоки, но не позво-
ляют его исследовать в ее окрестности [4–7]. Во 
многих случаях, знание такого распределения пред-
ставляет значительный научный и практический 
интерес.  

Целью работы яявляется построение и исследова-
ние математической модели температурного поля в 
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бесконечной области, с постоянно или периодически 
действующим, внутри области, движущимся   сосре-
доточенным  источником тепла с привлечением в 
математическую модель  x –функции Дирака.  

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ.  
1) Рассмотрим движущуюся со скоростью  v t  

изотропную полосу, разогреваемую внутренним 
точечным источником тепла  ,W P t , P –текущая 
координата точки. Пусть полоса имеет начальную 
нулевую температуру, точечный источник тепла 
действует вдоль прямой 0x x , а все поверхности 
полосы теплоизолированы. Тогда температурное 
поле полосы в прямоугольных координатах  ,x y  
может быть представлено решением однородной 
краевой задачи для неоднородного уравнения теп-
лопроводности  в области 

 : 0 , , 0t x h y t      . 

   
 

     

2 2

2 2

0,

n
T T T Tc v t

t yx y
W P t y x x

 

 

        
     

  

       (4) 

                  , ,0 0T x y                                          (5) 

     

   

   

0, , , ,
0

, , , ,
0

T y t T h y t
x x

T x t T x t
y y

 
 

 
   

 
 

                        (6) 

Задачу (4)–(6) можно решать с помощью инте-
грального преобразования Фурье, предварительно 
избавившись от первой производной по переменной 

y с помощью замены переменных 
 
2

v t y

T ue 


 .  
После замены задача (4)-(6) принимает вид 
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где 
 

4
v t




 – монотонная функция. Рассматри-

вая скорость движения полосы и плотность источ-
ника тепла постоянными и применяя  к задаче (7)-(9) 
последовательно преобразование Лапласа по пере-
менной t , а затем преобразование Фурье по пере-
менной y [8], приходим к задаче Штурма–

Лиувилля для изображения в области 
 1 0 x h     

          
2

2
02

1d u u w x x
sdx

                           (10) 

                       
   0

0
du du h

dx dx
                        (11) 

где 2 2
nsc q     , ,s   – параметры. 

Ее решение выписывается в виде 

      
 
   0

0
/ 2

ch x h x
u w s sh h

ch h x x


 



    
   
      

     (12) 

Обратное преобразование Фурье к решению (12) 
приводит к вычислению сложных интегралов. Ре-
шение, которое может быть получено после их вы-
числения не позволяет аналитически определять 
параметры управления температурным полем. Для 
их нахождения необходимо применять численные 
методы.  

2) Рассмотрим температурное поле бесконечного 
изотропного цилиндра, разогреваемого сосредото-
ченным источником тепла. Для расчета температур-
ного распределения  ,T P t  предполагается, что 
цилиндр с постоянными теплофизическими харак-
теристиками , , nc   нагревается в зоне нагрева дли-
ной Δl=z2–z1 источником 

         1 2, , ,W P T W P t T z z t z z t       , 
который движется вдоль оси Oz  в положительном 
направлении со скоростью ν(t). 

Температура на границах области равна 
0lim

z
T T


 . Теплообмен поверхности цилиндра с 

окружающей средой осуществляется по законам 
Ньютона и Стефана–Больцмана [8]. 

В начальной стадии имеет место переходной 
процесс нагрева, т.е. переменной является скорость 
и плотность источников тепла, причем температура 
в конце зоны нагрева должна быть постоянной. В 
установившемся режиме скорость движения 
 v t постоянна, а плотность источников тепла 

 , , ,W r z t T постоянна или зависит от координат и 
времени. 

Если нагрев цилиндра осуществляется одновит-
ковым индуктором или электронным пучком, то в 
таком случае зона нагрева может быть как угодно 
малой. Допуская в физической модели, что 0l  , 
и заменяя  рассредоточенный нагрев сосредоточен-
ным с той же суммарной мощностью, перейдем к 
исследованию температурного поля цилиндриче-
ской области, разогреваемой подвижным сосредото-
ченным источником тепла. Очевидно, что при этом 
его плотность W  неограниченно возрастает и в 
пределе представляет собой дельта-функцию Дира-
ка     , ,W W P t T z v t t  [2].  
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Действительно, когда 
     1 20, ,l z t z t v t t   , в пределе правую 

часть соотношения 
         1 2, , ,W P T W P t T z z t z z t         

можно переписать в виде 

    
       

    
1 2

1 2lim , ,

, , ,
z z
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W P t T z v t t

 




     

 
,    (13) 

где  iz z  – единичная функция Хевисайда 
[7]. 

Правая часть (13) представляет собой произведе-
ние  , ,W P t T  на дельта–функцию Дирака 

  z v t t  , 
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Следовательно,  в случае сосредоточенного на-
грева плотность источников тепла равна   

    , ,W P t T z v t t  , где 
     
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2 4
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
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, 

 f t –кусочно-монотонная функция, для отображе-
ния импульсного нагрева [1], P –текущая координа-
та точки. 

В таком случае температурное распределение в 
движущейся цилиндрической среде может быть 
представлено решением следующей начально-
краевой задачи в области 

 2 00 , , 0t r r z t         
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После усреднения по радиусу [4] задача (15)–(18) 
в области  3 , 0t z t      принимает вид 
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                        0 0,0 , lim ,0
z
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В задаче (19)–(20)  удобно перейти к безразмер-
ным величинам, параметрам и критериям Био, Стар-
ка, Померанцева [8]: 
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После подстановки (21) в уравнение (19), на-
чальное условие и условие регулярности (20), задача 
(19)–(20) становится однородной в области 

 4 , 0x        

        
     

        

2

2

41 1

Pof x Bi
x

S Pof x S

 
       



      

 
    


      

      (22) 

          ,0 0, lim , 0,
x

x x  


              (23) 

Если потеря тепла излучением с поверхности со-
ставляют малую долю всех потерь, т.е. преобладает 
конвективный теплообмен, то нелинейную состав-
ляющую в уравнении (22) можно не рассматривать и 
перейти к рассмотрению линейной начально-
краевой задачи, которая при 0S    принимает вид 

           
    

   

2

2

,0 0, lim , 0,
x

Bi Pof x
x

x x

 
      



  


 
    


 

  (24) 

Применим преобразование Фурье к уравнению 
(24) [9]. Для этого умножим дифференциальное 

уравнение на 1
2

ixe 


  и проинтегрируем  по пере-

менной x в пределах от   д    

       

    

2

2
1 1
2 2

2

2

ix ix
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e dx e dx
x

Bi e dx

Pof
e x dx

 





 
 







    



 
 

 











 
 



 

  

 





 (25) 

После интегрирования (25) с учетом условия 
(23), а также соотношения 

   1, ,
2

i xx e dx    







   
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Получим задачу Коши для линейного дифферен-
циального уравнения первого порядка 

     2 , 0i xd Bi Po f e dx
d

     


       

 ,0 0    
Решение этой задачи выписывается в виде 

                  
   

 
 

2

2

0

,
i Bi

BiPo e

f e d
   

  




  

 
  

 

 
 
 

  


               (26) 

Рассмотрим случай, когда сосредоточенный ис-
точник тепла, разогревая область, движется с посто-
янной скоростью v . Тогда после усреднения [4] и 
замены переменных z vt    задачу (15)–(18) 
можно записать в виде  

   

   

   

22
0

2 2 4
00

2
4 0

2 4
0 0

40
0

0 0

2

2

2 2 ,

pvc Id u du f t u
d rd r

I
u f t

r r
T T
r r

   
 

    


 

  
  
 

 
    

 

   

   

   (27) 

                         0lim u T





                                     (28) 

В линейном случае, когда потери тепла излуче-
нием можно не учитывать,  задача (18)–(19) упро-
щается и можно  получить аналитическое решение 
задачи в виде  

 
 

1

2

2
0 0

0 2 4 2
0 1 2 0

1
( )

, 0
, 0

n

k

k

I T
u T

r vc k k I

e
e





 


   






  

 

 


   (29) 

Проведены численные эксперименты  и построе-
ны графики температурных распределений для тех-
нологического процесса волочения вольфрамовой 
проволоки. 

На рис. 1 изображено температурное поле 
вольфрамовой проволоки, разогреваемой подвиж-
ным точечным источником тепла.  

Численный анализ показал, что характер темпе-
ратурного поля проволоки наиболее чувствительно 
изменяется с изменением таких параметров, как ко-
эффициент теплообмена    , сила тока I , скорость 
 v t  движения источника. Изменяя эти параметры 

можно контролировать и управлять температурным 
распределением. 

Разработан алгоритм решения нелинейной зада-
чи (27)–(28).  

 

 
 

Рисунок 1 – Температурное распределение, 
               построенное по решению (29) 
 
Для определения параметров управления темпе-

ратурным полем и процессом термической обработ-
ки  разработана программа. Структура программы 
построена за модульным принципом. Это позволило 
объединить решения задач для уравнений теплопро-
водности и, учитывая технологические особенности 
процессов, вести расчеты, меняя краевые условия. 
Для решения двумерного нелинейного уравнения 
теплопроводности применен метод переменных на-
правлений, что позволило ограничиться одним мо-
дулем решения ленточных систем разностных урав-
нений второго порядка. 

ВЫВОДЫ. Предложена математическая модель 
температурного поля бесконечной осесимметричной 
среды, разогреваемого сосредоточенным движу-
щимся внутренним источником тепла. Источник 
тепла представлен с помощью дельта-функции Ди-
рака. Путем применения интегрального преобразо-
вания Фурье–Лапласа решение однородной задачи 
для неоднородного уравнения теплопроводности 
сведено к задаче Штурма–Лиувилля. Получены ана-
литические  решения упрощенных задач. 

Проведены численные эксперименты, построено 
температурное распределение для технологического 
процесса термической обработки вольфрамовой 
проволоки. Результаты, полученные в работе,  могут 
быть применены при создании систем управления  
процессом термической обработки и при производ-
стве проволоки  и ленты из цветных и тугоплавких 
металлов. 
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USING THE DIRAC DELTA FUNCTION IN MATHEMATICAL MODELS 
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The author has considered the mathematical models of temperature fields of infinite axially symmetric area. The 

area is heated by a moving concentrated internal heat source. The heat source is represented by the Dirac delta function, 
and thus the homogeneous boundary value problem for the heat equation is reduced to the Sturm - Liouville problem for 
an ordinary differential equation. It were obtained analytical solutions of simplified problems. The structure of the algo-
rithm for solving the nonlinear problem and a block diagram of a temperature field control system based on this algo-
rithm are proposed. The results of numerical experiments carried out and temperature distribution are represented. 

Key words: the infinite axially symmetric area, boundary value problem, Dirac Delta function, Fourier-Laplace 
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