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На основі синтезу числових методів комплексного аналізу і числово-аналітичних представлень розроблено 

ефективний конструктивний підхід до розв'язання нелінійних крайових задач для двозв'язних криволінійних 
областей, обмежених еквіпотенціальними лініями. Числово-аналітичні представлення розв'язків отримано шля-
хом поєднання числових (різницевих) і аналітичних методів (розділення змінних, інтегральних представлень 
тощо), які є узагальненням методів сумарних зображень на випадок розв'язування модельних нелінійних задач, 
що описують стаціонарні процеси фільтрації у криволінійних плоских пластах, провідність яких є функцією від 
потенціалу поля. Створений алгоритм автоматично вирішує проблему вибору вузлів і побудови динамічної сіт-
ки, знаходження невідомих значень (повної витрати, величини швидкості та ін.). Ефективність запропонованої 
методики продемонстровано на прикладі розрахунку характерних параметрів процесу фільтрації у сланцевому 
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Ключевые слова: конформное (квазиконформное) отображение, метод суммарных представлений, числен-
но-аналитическое представление, нелинейная краевая задача, динамическая сетка. 

 

АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ. На основі синтезу 
числових методів комплексного аналізу [1, 9] і чис-
лово-аналітичних представлень, які є узагальненням 
методів сумарних зображень, розроблено конструк-
тивний підхід до розв'язання для двозв'язних криво-
лінійних областей, обмежених еквіпотенціальними 
лініями, нелінійних крайових задач, що моделюють 
стаціонарні процеси фільтрації у пористих середо-
вищах [2], зокрема, сланцевих пластах. При цьому, 
вихідна задача зводиться до обернення квазікон-
формного відображення заданої фізичної області на 
відповідну область квазікомплексного потенціалу. 
Обернена задача на квазіконформне відображення є 
"малонелінійною" (нелінійність – локалізована), і 
полягає у знаходженні розв'язків системи еліптич-
них диференціальних рівнянь, що задовольняють 
задані (чи певним чином сконструйовані) крайові 
умови, умови ортогональності ліній динамічної сіт-

ки на границі області та інші додаткові умови [1]. 
У роботах [3, 4] розглядалися випадки, коли ко-

ефіцієнт провідності середовища вважався сталою 
("усередненою") чи кусково-сталою функцією. При 
цьому, розв'язки відповідних задач у внутрішніх 
вузлах сітки знаходилися за допомогою відомих 
числово-аналітичних формул сумарних зображень 
[5-7], використання яких дозволило значно оптимі-
зувати обчислювальний процес, оскільки дало мож-
ливість у комплексі (сумарно) на кожному ітерацій-
ному кроці врахувати вплив усіх граничних та внут-
рішніх вузлів і, отже, пришвидшити досягнення 
спряженості шуканих гармонічних функцій. 

Але при моделюванні реальних процесів руху 
речовини у неоднорідних пористих чи тріщинуватих 
пластах з'являється необхідність враховувати зворо-
тній вплив потенціалу поля швидкості на провід-
ність середовища. Зокрема, такі задачі виникають 
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при моделюванні процесів у присвердловинних зо-
нах під час видобутку сланцевого газу, наприклад, 
методами гідророзриву. При цьому, провідність са-
мого пласта, як правило, є дуже низькою через зна-
чну щільність породи, а поблизу свердловини – сут-
тєво зростає за рахунок "тріщин" гідророзриву, зме-
ншення тиску через відкачування газу тощо.  

У даній роботі розроблена методика викладена 
на прикладі розв'язання нелінійної крайової задачі 
для двозв’язної обмеженої еквіпотенціальними ліні-
ями області з коефіцієнтом провідності, що є функ-
цією від потенціалу поля швидкості, яка зводиться 
до обернення квазіконформного відображення даної 
області із умовним розрізом вздовж деякої лінії течії 
(яка знаходиться в процесі розв’язання задачі) на 
відповідну область квазікомплексного потенціалу, 
що є прямокутником з невідомою висотою (повною 
витратою). Використання числово-аналітичних пред-
ставлень як компоненти раніше розроблених обчис-
лювальних процедур дозволяє суттєво підвищити 
ефективність запропонованого алгоритму. 

МАТЕРІАЛ І РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ. 
Постановка задачі. Розглянемо стаціонарний про-
цес фільтрації у двозв’язній криволінійній області 

zG   iyxz  , обмеженій замкненими контурами – 
еквіпотенціалями  0),(: **  yxfzL  і 

 0),(: **  yxfzL . Аналогічно [4], зробимо умов-
ний розріз   вздовж вибраної лінії течії і 
отримаємо однозв’язну область  /z

Г
z GG . 

Процес фільтрації описуватимемо рівнянням ру-
ху  grad )(


 (закон Дарсі) та рівнянням не-
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швидкість фільтрації;    – так званий, фіктивний 
коефіцієнт провідності, що характеризує проник-
ність середовища, його схильність до деформації, 
густину і в'язкість субстанції, що фільтрується;   – 

потенціал поля, такий, що **
 L , *

*  L , 

 *
*  . 

Ввівши, аналогічно [1], функцію течiї 
),( yx   (квазіконформно спряжену до  ), при-

ходимо до більш загальної задачі на квазіконформне 
відображення  ),()( yxz  ),( yxi  області 

Г
zG  на відповідну прямокутну область квазікомпле-

ксного потенціалу  : iG   ,    
Q0  з невідомим параметром (повною витра-

тою)  
*L

xy dydxQ  :  
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де 0
0 , LL  – відповідно нижній і верхній береги роз-

різу  . 
Обернена до (1) крайова задача на 

квазіконформне відображення  ),()(  xzz  

),( iy  області G  на Г
zG  при невідомій витраті 

Q  та природному розрізі   має вигляд: 

 

    
    

       






































































,,),(lim),(lim

,,),(lim),(lim

,,0,,,0,
,0,0,,,

,0,,,

,),(,)(,)(

000

000

*
*


































yy

xx
QyyQxx

Qyxf

yxf

Gxyyx

Q

Q

 (2) 

і є еквівалентною задачі [4]: 
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Числово-аналітичні представлення розв'язків 

нелінійної задачі (3) сконструйовано з використан-
ням ідеї поетапної фіксації її окремих параметрів 
шляхом поєднання числових (скінченно-різницевих) 
і аналітичних (розділення змінних, інтегральних 
представлень тощо) методів, які можна вважати уза-
гальненням методів сумарних зображень. 

В області комплексного потенціалу будуємо рів-
номірну ортогональну сітку і замінюємо G  сітко-

вою областю   : , jiG 
   ii    , 

1+,0= mi ; ;1+,0=, njjj     ,
1


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

m


  

1
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n
Q

 , 


 
= , Nnm, , а крайові умови, 

умови періодичності на розрізі і умови ортогональ-
ності ліній динамічної сітки до відповідних ділянок 
границі фізичної області – скінченно-різницевими 
аналогами [4]: 
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де ),(  ),,( ,, jijijiji yyxx   . 

Задаємо початкові значення невідомої величини 
  (або шуканої витрати Q ) та функцій x  і y  у 
граничних вузлах сіткової області ,, ,0,0 jj yx  

,, ,1,1 jmjm yx   ,, 1,1,  nini yx  0,0, , ii yx  з урахуван-
ням крайових умов (4). Наближення значень функ-
цій x  і y  у внутрішніх вузлах сіткової області зна-
ходимо як розв'язки наступних задач: 
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де  
     

















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
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
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


,,1 uuuL ; 

jj xx ,01 )(  , jmj xx ,12 )(  , ,)( ,01 jj yy   

jmj yy ,12 )(  , 1,0  nj , ,)( 0,3 ii xx   

1,4 )(  nii xx  , 0,3 )( ii yy  , 1,4 )(  nii yy  , 

1,0  mi  (тут і надалі через ),( u ,    G, , 

позначено відповідне аналітичне продовження 
сіткової функції ),(, jiji uu  ,   

 Gji , ). 
Розв'язок задачі (7) шукатимемо у вигляді: 
 ),(),(),(  vux  , 

де ),( u  вибирається так, щоб 0),()( *1   ux  

і 0),()( *
2   ux , тобто 

  )()()(),( 12
*

*
*

1 



 xxxu 



 , 

або (у вузлах сітки) 

   jmjjiji x
m

ix
m

imuu ,1,0, 11
1, 



  , 

1,0  mi , 1,0  nj , 
а функція ),( v  є розв'язком наступної крайової 
задачі з нульовими крайовими умовами по  : 
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 (9) 

 

де    
2

2 ,),(









uuF L , 

)0,()()( 33  uxv  , ),()()( 44 Quxv   . 
Використовуючи метод розділення змінних, роз-

в'язок задачі (9) шукатимемо у вигляді ряду: 

 





1

)()(),(
p

ppv  , (10) 

де )(p  – розв'язки задачі Штурма-Ліувілля: 
 

 

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








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


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


  (11) 

 
Як відомо [8], при достатньо гладкій функції 

0)( 0    задача (11) має нетривіальні розв'язки, 
тобто існує послідовність дійсних чисел 

 
ppp  ,0 21  , що є влас-

ними значеннями оператора 










 )(

)(
1




, яким від-

повідають функції )(p , що утворюють повну, ор-

тонормовану з вагою )(  систему власних функцій 

( 1)()(
*

*

22
  





dpp ). Для знаходження функ-

цій )(p  можна скористатись варіаційними (напри-
клад, методом Рітца) чи різницевими методами. 

Для функцій )(p  маємо задачу: 
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де  




*
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)()(),(1)( 2





 dFF p
p

p  – коефіціє-

нти Фур'є розкладу функції ),( F  по ортогональ-
ній з вагою )(  системі )(p : 
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

 dvv p
p

p  – коефіцієнти Фу-

р'є розкладу по ортогональній з вагою )(  системі 

)(p  функцій 





1

33 )()(
p

ppvv  , 







1

44 )()(
p

ppvv  . 

Загальний розв'язок крайової задачі (12) знахо-
диться аналітично у вигляді суми загального розв'я-
зку однорідного рівняння із заданими крайовими 
умовами і часткового розв'язку неоднорідного рів-
няння з нульовими крайовими умовами: 
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де pp BA ,  – деякі сталі, що визначаються із крайо-
вих умов. 

Тоді, загальний розв'язок задачі (9) представля-
ється у вигляді: 
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а загальний розв'язок задачі (7) матиме вигляд: 
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(13) 

Скінченно-різницевий аналог формули (13) за-
пишемо таким чином ( njmi ,1,,1  ): 
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)(, ipip   – значення у вузлах сіткової області 


G  функцій )(p , що є розв'язками задачі (11). 

Для деяких часткових випадків функцій )(  їх 
можна виписати аналітично, зокрема, через спеціа-
льні функції. В загальному випадку, функції )(p  

і відповідні їм значення p  знайдемо за допомогою 
різницевих методів. 

Скінченно-різницевий аналог задачі (11) будуємо 
за методом балансу (інтегро-інтерполяційним мето-
дом), що забезпечує другий порядок точності, збіж-
ність і стійкість отриманої різницевої задачі [8]: 
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Позначимо 
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i

i
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
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21


i

i
i 


  ( mi ,1 ) і отри-

маємо: 
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Для знаходження невідомих p  ( mp  ) необ-

хідно розв'язати відносно   рівняння 0det Α , де 

Α  – тридіагональна матриця порядку mm : 
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Розв'язок системи різницевих рівнянь (15) можна 
знайти методом прогонки. 

Аналогічно до (14), розв'язок задачі (8) матиме 
вигляд ( njmi ,1,,1  ): 
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де jmjji y
m

iy
m

imu ,1,0, 11
1~





 , 



ІНФОРМАЦІЙНІ СИСТЕМИ І ТЕХНОЛОГІЇ. МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 
 

 

Вісник КрНУ імені Михайла Остроградського. Випуск 3/2013 (80). 
80 








m

i
ipiji

ip
jp FF

1
,,2

,

*
,

~1~  , 

  .1

)1(

~~2~~

2
1,1

2
1,1

2
1,0

2
1,0

22
1,,1,

,








































































jmjmjj

ijijiji
iji

yyiyyim

m
uuu

F





 

Алгоритм розв'язання задачі (3) в загальному ви-
гляді може бути описаний наступним чином. Задаємо 
кількість nm  вузлів розбиття сіткової області 

G , 
параметр  , що характеризує точність наближення 
розв’язку відповідної різницевої задачі та бажаний 
рівень квазіконформності відображення * , нульове 
наближення невідомої величини   (або шуканої ви-
трати Q ), початкові наближення значень функцій x  і 
y  у граничних вузлах (координати граничних вузлів 

динамічної сітки) так, щоб виконувались умови (4) і 
обчислюємо за формулами (14), (16) початкові на-
ближення значень функцій x  і y  у внутрішніх вуз-
лах (координати внутрішніх вузлів динамічної сітки). 
Знаходимо значення   і Q  за формулами: 

     










nm

ji jiji

jiji

nm

,

0,
)2(
,1

)2(
,

)1(
1,

)1(
,

11
1




 , 


1


nQ ,(17) 
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Після цього, уточнюємо координати граничних 

вузлів (4), (5) і обчислюємо нове наближення коор-
динат внутрішніх вузлів за формулами (14), (16); 
знаходимо   та Q  за (17). 

Наприкінці кожної ітерації перевіряємо вико-
нання умов стабілізації координат граничних вузлів, 
якщо величина зміщення вузлів на границі за прове-
дену k-ту загальну ітерацію 
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,
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,
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max 1-kk1-kk jijijijiji
yyxxS  більша за  , 

то повторюємо перерахунок параметрів задачі. У 
протилежному випадку зупиняємо ітераційний про-
цес і оцінюємо ступінь квазіконформності 

2
2

2
1    отриманого відображення області 

комплексного потенціалу на фізичну область, де 
21,  – нев’язки апроксимацій умов Коші-Рімана: 
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Якщо *  , то вважаємо, що задача розв’язана із 
необхідною точністю, інакше, збільшуємо кількість 
вузлів розбиття області чи змінюємо співвідношення 
між m  і n  (значення параметрів m  і n  доцільно 
задавати так, щоб виконувалася умова 1 , що з 

геометричної точки зору є умовою близькості сітки 
до квадратної) та повторюємо кроки алгоритму. 

Часткові випадки функції    дозволяють зна-
чно конкретизувати вигляд формул (14), (16) чи під-
хід до розв’язання задачі (11), або навіть отримати 
розв’язки задач (7), (8) у аналітичному вигляді, що 
значно покращує ефективність вищенаведеного ал-
горитму. 

Зауважимо, що формули (14), (16) можна вважа-
ти узагальненням класичних формул сумарних зо-
бражень [5-7] на випадок задач типу (7), (8): якщо 
покласти   1  то розв’язками (11) будуть функ-
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), а за-

гальний розв'язок задачі (7) матиме вигляд: 
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У випадку ,2,1,)(  kk  в (11) маємо 
диференціальне рівняння Бесселя і його часткові 
розв'язки можуть бути записані аналітично із вико-
ристанням циклічних функцій [8]: 

 
























1
)(

1

2
1

2
1

k
J

k
p

k

p


 , 

де 
2

1J  – функції Бесселя першого роду, 

z
zzJ sin2)(

2
1 

 , 
z
zzJ cos2)(

2
1 




. Тоді, зага-

льний розв'язок задачі (11) матиме вигляд: 
























1
cos

1
sin)1(2)(

1

2

1

1 k
C

k
Ck

k
p

k
p

p
p




 ,  

де 21, CC  – деякі сталі, і враховуючи крайові умови 
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Загальний розв'язок задачі (7) у цьому випадку 

представляється у вигляді: 
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а його скінченно-різницевий аналог матиме вигляд 
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Відповідні часткові випадки формули (16) запи-

суються аналогічно (18). 
Числові розрахунки. Як приклад, розглянемо ста-

ціонарну задачу фільтрації у сланцевому пласті zG , 
обмеженому еліптичним контуром живлення 

 :* iyxL   ),cos(8 tx   20),sin(6  tty , що 
містить одну свердловину  :* iyxL   

,5.1)cos(3.0  tx  20,5.1)sin(3.0  tty  

при заданих значеннях потенціалів 1*   і 0*   
на даних контурах (відповідно). Коефіцієнт провід-
ності представимо у вигляді:   z0)( , 
де 0  – природний коефіцієнт провідності пласта, 

z  – коефіцієнт збурення. 
На рис. 1 зображено розраховану динамічну сіт-

ку у випадках: а) 1  (отримане значення повної 
витрати становить 02699.2Q ), б)  1)( , що 
відповідає явищу інтенсифікації віддачі пласта 
( 94801.2Q ), в)  5.01)(  , що свідчить про 
кольматацію привибійної зони свердловини 
( 59065.1Q ). 

 

 
а) 

 

 
б) 

 

 
в) 
 

Рисунок 1 – Динамічна сітка при а) 1 , 
б)  1)( , в)  5.01)(   
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ВИСНОВКИ. Таким чином, для розв’язання ши-
рокого класу нелінійних крайових задач, що моде-
люють стаціонарні процеси фільтрації у пористих 
пластах, в яких коефіцієнт провідності задається як 
функція від потенціалу поля, сконструйовано ефек-
тивний підхід на основі синтезу числових методів 
комплексного аналізу і числово-аналітичних уза-
гальнень методів сумарних зображень, що, зокрема, 
суттєво пришвидшує досягнення спряженості відпо-
відних шуканих гармонічних функцій і значною 
мірою дозволяє уникати накопичення обчислюваль-
них похибок та є зручним для комп'ютерної реаліза-
ції. Перспективою досліджень є поширення запро-
понованого підходу на прогнозування процесів, 
описаних у роботі [2]. 
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