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АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ. З розвитком техніки 
все більше використовуються в різних енергетичних 
і машинобудівних галузях шаруваті композитні ма-
теріали, до яких ставлять вимоги високої міцності 
при малій вазі, забезпечення високої електропровід-
ності при високих температурах експлуатації та ба-
гато інших. Вплив дифузійного масоперенесення 
агресивних домішкових речовин і середовища, в 
якому експлуатуються дані композитні матеріали, 
спричинюють зміну структури шаруватого матері-
алу та можливе розшарування і міжфазне руйну-
вання. Дія на композитне шарувате тіло агресивних 
домішок веде до деградації функціональних власти-
востей матеріалу.  

В електротехніці широко використовуються дво- 
та багатофазні композити, зокрема, для забезпе-
чення високої електропровідності при високих тем-
пературах експлуатації. Одним із прикладів таких 
композитних матеріалів з добре вивченими механіч-
ними властивостями є композиційні матеріали Fe–Cr 
[1], в якому матрицею є залізо; Cu–W [2], в якому 
матрицею є мідь. При цьому відсоток вольфраму, 
який використовується як зміцнювач, не здійснює 

суттєвого впливу на в’язкість матриці. Ще однією 
перевагою такого біметалічного композиту є те, що 
мідь і вольфрам майже взаємонерозчинні та не взає-
модіють хімічно. Структура шаруватого композиту 
мідь-вольфрам з різним умістом шаруватих прошар-
ків вольфраму приведена на рис. 1. 

  
Рисунок 1 – Приклад структури конденсованих  

Cu-W композитів з різним умістом вольфраму, %:  
а – 2,5; b – 7,9 

При досліджені процесів переносу в неоднорід-
них тілах, як правило, відомі фізико-хімічні харак-
теристики елементів композитного матеріалу, фор-
ма, їхня кількість або дольова частка і, можливо, 
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розподіл у тілі. Тоді процеси, які перебігають в та-
кого типу тілах, необхідно розглядати як стохасти-
чні, що, в свою чергу, призводить до потреби розви-
нення нових підходів і методів математичного мо-
делювання фізичних полів, у тому числі і дифузій-
них, у середовищах випадково неоднорідної струк-
тури. 

Введення випадковості у параметрах середовища 
породжує стохастичність самих фізичних полів. При 
цьому методи статистичного усереднення за ансам-
блем реалізацій випадкових параметрів згладжують 
якісні особливості типових реалізацій, і отримані 
статистичні характеристики можуть суттєво відріз-
нятися від окремих реалізацій. Проте повна статис-
тика містить всю інформацію про динамічну сис-
тему. Але на практиці вдається знайти тільки перші 
статистичні характеристики, які пов’язані з одното-
чковими розподілами ймовірностей [3, 4]. У працях 
[5, 6] розроблено підхід до математичного опису ви-
падкового поля концентрації речовини, який базується 
на зведенні контактної задачі дифузії на шукану функ-
цію до еквівалентного рівняння масопереносу в усьо-
му тілі, формулюванні інтегродиференційного рівнян-
ня з випадковим оператором у припущенні, що внут-
рішню структурну неоднорідність можна розглядати 
як випадкові джерела; розв’язання рівняння методом 
послідовних наближень та усередненні поля кон-
центрації за ансамблем конфігурацій фаз. 

Метою роботи є математичне моделювання дру-
гих моментів досліджуваних полів – дисперсії поля і 
двоточкової функції кореляції (автокореляції) поля 
концентрації домішкових частинок, які мігрують у 
випадковому шаруватому півпросторі із заданим 
розподілом фаз. 

МАТЕРІАЛИ І РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ. 
Нехай домішкові частинки одного хімічного виду 
мігрують у шаруватому півпросторі, який скла-
дається з підшарів двох типів (фаз). Вважаємо, що 
дифузійні властивості фаз можуть суттєво відрізня-
тися. Приймаємо, що об’єм, який займає одна із фаз 
(матриця), є набагато більшим за об’єм іншої фази 
(включень). При цьому координати включень, а от-
же і підшарів матриці є невідомими, тобто струк-
тура тіла є випадково неоднорідною. Нехай вклю-
чення розташовані в області тіла за експоненціаль-
ним розподілом [7] (рис. 2). Густина експоненціаль-
ного розподілу має вигляд 
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Рисунок 2 – Можливі реалізації структур  
багатошарового тіла при різних значеннях    

 

Зазначимо, що зі збільшенням масштабного па-
раметра   у приповерхневій області тіла включення 
ущільнюються (рис. 2). Далі проміжок між вклю-
ченнями збільшується, тобто зменшується ймовір-
ність знаходження прошарку. 

Процес міграції домішки в такому тілі описують 
рівняння дифузії, сформульовані для кожної фази 
зокрема [8], а саме 
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де ),( tzcj  – концентрація домішкових частинок у фа-

зі j ; j  – густина, jd  – кінетичний коефіцієнт пе-

реносу в області j , яку займає фаза j ; jn  – кіль-

кість підшарів фази j , ij  – i -та однозв’язна об-

ласть фази j , jni ,1 , 1,0j ; z – просторова коор-
дината, t  – час. 

Приймаємо, що на границі тіла 0z  підтри-
мується постійне значення концентрації домішкової 
речовини *c , а при z  концентрація дорівнює 
нулю, тобто 
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*
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Також накладена нульова початкова умова:  

 0),(),( 0100 
 tt tzctzc . (4) 

На границях поділу областей lzz   і 1ll hzz   
(де 1lh  – товщина включення 1l , l  – номер під-

шару, 1,1 nl  , 1n  – кількість включень) викону-
ються умови рівності хімічних потенціалів та дифу-
зійних потоків частинок домішкової речовини. Як-
що прийняти лінійну залежність хімічного по-
тенціалу від концентрації, то отримуємо умови не-
ідеального контакту для функції концентрації у ви-
гляді [5]: 
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де jk  – коефіцієнт концентраційної залежності хі-

мічного потенціалу у фазі j  [9], lz  – випадкова 
координата “верхньої” межі шару 1l . 

Зазначимо, що при такій постановці задачі випа-
дковими величинами є границі контакту прошарків 
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lzz   та 1ll hzz  , тобто межі областей 0i  та 

1i , які є внутрішніми для  тіла.  
Використовуючи апарат теорії узагальнених фу-

нкцій, контактну задачу (2), (5), (6) зводимо до рів-
няння масопереносу у всьому тілі, яке явно враховує 
стрибки І-го роду функції концентрації та її похідної 
на границях контакту [5]. Отриманій крайовій задачі 
ставимо у відповідність еквівалентне інтегродифе-
ренціальне рівняння, яке розв’язуємо методом пос-
лідовних наближень [8]. Розв’язок отримємо у ви-
гляді ряду Неймана, тобто 

    
t

s tdzdtzctzLttzzGtzctzc
0 0

00 ),(),(,,,),(),( , (7) 

де ),(0 tzc  – розв’язок однорідного рівняння дифузії 
з коефіцієнтами, які є характеристиками матриці, за 
крайових умов (3), (4), тобто [10] 

  tdzerfcctzc 00*0 4),(  ; (8) 

 ttzzG  ,,,  – функція Гріна даної задачі, тобто є 
розв’язком відповідної крайової задачі з точковим 
джерелом і нульовими крайовими умовами: 
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а оператор ),( tzLs  має наступний вигляд 
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рової координати («функція структури») [5, 11]. 
Усереднення поля концентрації домішкової ре-

човини (7) проводимо за ансамблем конфігурацій 
фаз для експоненціального розподілу включень. 

Для знаходження середнього поля концентрації 
домішкової речовини обмежуємося першими двома 
членами ряду (7) і враховуємо властивості випад-
кової “функції структури” )(zij [4]. У результаті 
одержуємо формулу для визначення усередненого за 
ансамблем конфігурацій фаз поля концентрації до-
мішкових частинок: 
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Підставляючи у співвідношення (11) вирази для 
концентрації домішкової речовини в однорідному 
півпросторі (8) та функції Гріна (9), отримаємо роз-
рахункову формулу для усередненого поля концент-
рації [8]. 

Характерні розподіли усередненої концентрації 
подані на рис. 3. Числові розрахунки проводились у 
безрозмірних змінних [12] 00 ztd , 0zz . При 
цьому за базові приймались наступні значення коефі-
цієнтів 01 dd 10; 01  1,1; 1n 50; 1,00  zhh . 

 
Рисунок 3 – Характерні розподіли усередненої 

концентрації в різні моменти часу 
 

На рис. 3 наведені розподіли усередненої кон-
центрації в різні моменти безрозмірного часу 
 0.3; 0.5; 1; 2; 10 (криві 1–5). Криві «а» (штрихові 

лінії) позначають концентрацію домішки в одно-
рідному півпросторі з характеристиками матриці. 
Зазначимо, що наявність в тілі випадково розташо-
ваних прошарків з відмінними від матриці характе-
ристиками впливає на поведінку поля концентрації 
домішкових частинок, якщо його кінетичний коефі-
цієнт дифузії є більшим ніж в матриці (рис. 3). Та-
кож зауважимо, що для малих часів характерна по-
ява приповехневого максимуму усередненої кон-
центрації. При цьому значення усередненої кон-
центрації в багатошаровому півпросторі є більшою 
ніж в однорідному тілі. 

Визначимо другі моменти поля концентрації – 
дисперсію і функцію кореляції для дифузії домішки 
у двофазному випадково неоднорідному шарува-
тому півпросторі. 

За означенням [7] дисперсією випадкової вели-
чини називається математичне сподівання квадрата 
відхилення цієї величини від її математичного спо-
дівання, тобто середнього значення. Дисперсія є 
центральним моментом другого порядку і мірою 
відхилення значень випадкової величини від центру 
розподілу.  

Для поля концентрації мігруючої речовини дис-
персія поля 2

c  за означенням дорівнює 
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     222 ,,),( tzсtzсtzс  . (12) 

Для середнього від добутку полів концентрації 
має місце співвідношення [7] 

          221122112211 ,,,,,,, tztztzctzctzctzc c , (13) 

де ),,,( 2211 tztzc – функція кореляції (автокореляції) 
поля концентрації ),( tzc  в точках ),( 11 tz  і ),( 22 tz  [11]. 

Звідси можемо визначити функцію кореляції по-
ля  tztzc ,,,  в точці ),( tz : 

        tzctzctzсtztzc ,,,,,, 2  . (14) 

Тоді середнє від квадрату поля можемо записати 
як суму добутків середніх та відповідної функції 
кореляції: 

            tztztzctzctzctzctzc c ,,,,,,,,2  .(15) 

Якщо ми визначимо функцію кореляції поля 
концентрації ),,,( tztzc  в точці ),( tz , тоді знайде-
мо і дисперсію поля в тілі. 

Підставимо у (14) вираз для поля ),( tzc  у вигля-
ді ряду Неймана (7) і обмежимося першими чотирма 
членами розкладу, тобто враховуємо не більше ніж 
парний взаємовплив підшарів, з яких складене тіло: 
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.  

Також, вважаючи подання поля концентрації у 
вигляді ряду Неймана, запишемо формулу для квад-
рата від середнього поля концентрації домішки 
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Подамо одноточкову функцію кореляції поля 
концентрації ),,,( tztzc  з урахуванням подання 

),( tzc  у вигляді ряду Неймана. В результаті отри-
маємо  
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Врахуємо неперервність функції ),(0 tzc . Тоді 
дію на неї оператора ),( tzLs  можна подати так 
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Відповідно, співвідношення (17) можемо пере-
писати у вигляді 
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Врахуємо, що функція Гріна ),,,( ttzzG  , опера-
тор ),( tzLs  і поле концентрації домішки в однорід-
ному тілі ),(0 tzc  є детермінованими, а отже є де-
термінованим вираз ),(),( 0 tzctzLs ; що усереднення 
проводимо за ансамблем конфігурацій фаз, тобто 
випадковою величиною є координата «верхньої» 
межі включень 1iz ; що під інтегралами у формулі 
(19) немає інших членів з індексом i , а також, що 
добуток двох двократних інтегралів можна подати у 
вигляді одного чотирикратного інтеграла. Тоді спів-
відношення (19) можна подати так 
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де ),( zz  – функція кореляції фаз, остаточно оде-
ржимо 
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 tdzdtdzdzztzctzLs   ),(),(),( 0 . (21) 
Отже, ми отримали вираз (21) для функції коре-

ляції поля концентрації домішкової речовини в дво-
фазному багатошаровому півпросторі в точці ),( tz , 
який поданий через функцію кореляції фаз ),( zz . 

Аналогічним чином знайдемо функцію кореляції 
поля концентрації домішкової речовини 

 2211 ,;, tztzc  у шаруватому півпросторі у двох то-
чках тіла ),( 11 tz  і ),( 22 tz , в результаті маємо 
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 11222122022 ),(),(),( tdzdtdzdzztzctzLs   . (22) 

Таким чином, отримано формулу для доточкової 
функції кореляції поля концентрації частинок для 
двофазного шаруватого півпростору у вигляді чоти-
рикратного інтеграла, підінтегральна функція якого 

як множник містить функцію кореляції фаз і пропо-
рційна квадрату кількості включень. 

Ми прийняли, що включення в півпросторі роз-
ташовані за експоненціальним розподілом (1) 
(рис. 3). Функція кореляції включень для експонен-
ціального розподілу має вигляд [13] 
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ezz
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  , (23) 
де l – радіус кореляції шаруватих включень, 

22 1  – дисперсія для експоненціального розпо-
ділу включень. 

Підставивши функцію кореляції включень (23) у 
співвідношення (21), отримаємо формулу для дис-
персії поля концентрації домішки в півпросторі з 
експоненціальним розподілом включень: 
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Враховуючи вираз для функції Гріна в однорід-
ному півпросторі (9) та вираз (18), маємо  

   




















    

 


t t

c
tttttt

tttt
d
Qcn

tz
0 0 0 0

33

2

0

*12

))((

)()(
4

,   

 
































 


















tt
dzz

tt
zz

tt
dzz

tt
dzz

eeee

~~~ 2
0

222

  

 tdzdtdzdeeezz l
zz

t
zd

t
zd















2

2

2

2 ~~

. (25) 

Після інтегрування остаточно отримаємо розра-
хункову формулу для знаходження дисперсії поля 
концентрації домішки в півпросторі з експоненціа-
льним розподілом включень 
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де ),,,( tztzII kk  , 4,1k , 
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 – біноміальні коефіціенти. 

Якщо підставимо вираз (23) у співвідношення 
(22), тоді отримаємо формулу для двоточкової фун-
кції кореляції поля концентрації домішки в напів-
просторі з експоненціальним розподілом включень: 
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Врахуємо вираз для функції Гріна (9) та вираз 
(18) у формулі (27), тоді  
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Після інтегрування в (28) отримаємо розрахунко-
ву формулу для двоточкової функції кореляції поля 
концентрації частинок у багатошаровому півпросто-
рі з експоненціальним розподілом включень: 
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де ),,,(~
2211 tztzII kk  , 4,1k . 

Зазначимо, що формули для дисперсії (24) та 
двоточкової функції кореляції поля концентрації 
(27) є справедливими для довільних крайових умов. 

Числові розрахунки проводимо в безрозмірних 
змінних  ,  . Для розрахунку дисперсії (27) та дво-
точкової функції кореляції (29) поля у півпросторі за 
експоненціального розподілу включень використано 
формулу чисельного інтегрування для подвійного 
інтеграла в квадратурах [12, 14]. Зазначимо, що під-
інтегральні функції (26) і (29) не мають стрибків і 
нескінченностей та інтегрування відбувається по 
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обмеженій області. Приклади поверхонь, які утво-
рює підінтегральна функція (27), наведені на рис. 4 
для моментів часу 1 0.8; 2 0.8 (рис. 4,a) та 

1 2; 2 2 (рис. 4,b). 

 
Рисунок 4 – Підінтегральна функція (29): 

а) – для 1 0,8; 2 0,8; b) – 1 2; 2 2  
 
На рис. 5 проілюстровано характерні розподіли 

дисперсії поля концентрації домішкової речовини в 
напівпросторі з експоненціальним розподілом вклю-
чень в різні моменти безрозмірного часу  0,05; 
0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,6 (криві 1–6) для малого 1l  
(рис. 5,a) і великого 10l  (рис. 5,b) радіусів коре-
ляції включень. Зазначимо, що радіус кореляції є 
вхідним параметром задачі, він вводиться у функції 
кореляції фаз для експоненціального розподілу (23). 
Тут приймались наступні значення коефіцієнтів 

1,001 dd ; 8,001  ; 1n 50.  

 

 
Рисунок 5 – Дисперсія поля концентрації  

в різні моменти безрозмірного часу 
 при l 1 (a) та l 10 (b) 

 
Від початку перебігу процесу дифузії у випад-

ковій шаруватій структурі дисперсія поля концент-
рації починає зростати в околі поверхні, де діє дже-
рело маси (криві 1, рис. 5). З часом цей максимум 
зростає і зсувається в глиб тіла (криві 2–6, рис. 5), 
крива прямує до симетричного вигляду. Зазначимо, 
що для  0, як і  0,   ,2

c =0.  
У стаціонарному випадку дисперсія поля дорів-

нює нулю на всьому проміжку: 


),(lim 2
c 0. 

Зауважимо, що величина радіусу кореляції вклю-
чень практично не випливає на дисперсію поля для 
невеликих часових інтервалів протікання процесу 
дифузії (криві 1–4, рис. 5). Потім, починаючи з мо-
менту безрозмірного часу τ = 0,3, більші значення 
радіуса кореляції включень призводять до більших 
значень дисперсії поля концентрації. Так, для часу 

6.0  максимальні значення дисперсії для l 1 і 
l 10 (криві 6, рис. 5) відрізняються на 17%. 

На рис. 6, 7 показано просторові розподіли та їх 
проекції на площину Oxy  для функції кореляції по-
ля концентрації в різні моменти безрозмірного часу 

1  і 2 . Вздовж осей Ox  та Oy  відкладені безроз-

мірні просторові змінні 0zzii   2,1i , вздовж 
осі Oz – функцію   *2211 ,,, cc  . При цьому при-

йнято 01 dd 0,01;  01 0,8;  0zhh 0,05, 
1n 50; 10l . 

  
Рисунок 6 – Функція кореляції поля концентрації  
в моменти безрозмірного часу 1 0,05; 2 0,01 

   
Рисунок 7 – Функція кореляції поля концентрації  
в моменти безрозмірного часу 1 0,1; 2 0,2 
 
На границях півпростору ( 01 z , 02 z ) і в по-

чаткові моменти часу ( 01 t , 02 t ) функція кореля-
ції дорівнює нулю.  

З ростом часової змінної функція кореляції різко 
зростає біля поверхні, де діє джерело маси. Рис. 6 
ілюструє появу максимуму функції ),;,( 2211 tztzc  
в момент часу 1 0,05; 2 0,01, а рис. 7 – зсув 
цього максимуму в глиб тіла в момент 1 0,1; 

2 0,2. 
Збільшення однієї часової змінної при фіксації 

іншої призводить до зростання функції кореляції в 
околі тієї самої границі 01 z  (рис. 6). При цьому 
цей максимум поступово зсувається до в глиб тіла 
(рис. 7). Далі збільшення часів 1  і 2  веде до по-
дальшого зростання функції кореляції в усій області 
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визначення та поступовому прямуванні поверхні до 
симетричного вигляду. У стаціонарних випадках 

0),;,(lim 2211
1




tztzct
 і 0),;,(lim 2211

2




tztzct
. 

Величина радіуса кореляції включень l  не впли-
ває на функцію кореляції, як і на дисперсію поля, в 
малих часових інтервалах. Для великих часів проті-
кання процесу дифузії збільшення радіуса кореляції 
l  призводить до зростання функції ),;,( 2211 tztzc . 

Зміна характеристик середовища, як і для диспе-
рсії, призводить тільки до зміни значення функції 
кореляції не змінюючи її поведінку. При цьому змі-
на відношення коефіцієнтів дифузії суттєво впливає 
на значення функції кореляції поля. Так, збільшення 
параметра 01 dd  на порядок веде до зростання мак-

симуму функції *cc  також на порядок. При змен-
шенні характерної товщини шаруватих включень в 
рази при тій самій їхній об’ємній частці (тобто збі-
льшені кількості включень) значення функції коре-
ляції поля концентрації зростає на порядки. 

ВИСНОВКИ. Таким чином, запропоновано під-
хід до математичного опису других моментів поля 
концентрації речовини, дифундуючої у двофазних 
випадково неоднорідних шаруватих тілах – диспер-
сії поля і функції кореляції поля концентрації. Цей 
підхід використовує подання поля концентрації у 
вигляді збіжного інтегрального ряду Неймана та 
враховує усереднення за ансамблем конфігурацій 
фаз. У результаті отримано формули для визначення 
дисперсії поля та функції кореляції поля в інтегра-
льному вигляді через детерміновані функцію Гріна 
та концентрацію речовини в однорідному тілі, а та-
кож відому функцію кореляції фаз. При цьому вра-
ховувався не тільки ймовірнісний розподіл фаз, але і 
парний взаємовплив включень. 

Отримано розрахункові формули для дисперсії 
поля та функції кореляції поля концентрації мігру-
ючих домішкових частинок у півпросторі з експоне-
нціальним розподілом включень. На основі одержа-
них формул проведено комп’ютерне моделювання 
дисперсії та функції кореляції поля концентрації та 
встановлено їхні основні закономірності. Зокрема 
показано, що від початку протікання процесу дифу-
зії дисперсія і функція кореляції зростають в околі 
поверхні тіла, де діє джерело маси. З часом макси-
мум зсувається в глиб тіла, а досліджувані функції 
прямують до симетричного вигляду. 

Зазначимо, що враховуючи накладені обмеження 
при отриманні формул для дисперсії поля та функції 
кореляції поля, а також їх достатньо загальний ви-
гляд, одержані результати можна застосовувати і до 
інших фізичних процесів, що описуються диферен-
ціальними рівняннями параболічного типу, якщо 
відповідне випадкове поле можна подати у вигляді 
збіжного ряду Неймана. 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE SECOND MOMENTS OF RANDOM CONCENTRATION FIELD  

IN A SEMISPACE WITH EXPONENTIAL DISRTIBUTION OF STRATIFIED INCLUSIONS 
Y. Bilushchak 
Centre of Mathematical Modelling of Pidstryhach IAPMM of Ukrainian NAS 
vul. Dudayeva, 15, Lviv, 79005, Ukraine. E-mail: byixx13@gmail.com. 
The work is devoted to mathematical modeling of admixture diffusion processes in a two-phase stratified semi-

space with taking into account the random disposition of a sublayers and the condition of nonideal mass contact on in-
terphases. The layer inclusions are disposed according to the exponential distribution. The equivalent integrodifferential 
equation is formulated. Its solution is obtained in the form of integral Neumann series. Averaging of the obtained solu-
tion is carried out on the basis of the ensemble of phase configurations with the exponential function of inclusions dis-
tribution. Dispersion of the field of particle concentration is defined as well as a two-point function of field correlation 
(self-correlation) for the diffusion process in the stratified semispace with exponential distribution of inclusions. Soft-
ware is designed and the influence of environment characteristics and structure parameters on second moments of ad-
mixture particle concentration field, which migrates to the layered semispace with an exponential distribution of inclu-
sions, is established. 

Key words: diffusion, randomly inhomogeneous stratified structure, exponential distribution, field dispersion, cor-
relation function. 
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