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Системи автоматичного керування електроприводами змінного струму, в тому числі і електроприводами на 

основі синхронних двигунів з постійними магнітами, у своїй більшості є нелінійні. Синтез класичних систем 
підпорядкованого керування для таких об’єктів вимагає вирішення питання врахування нелінійності електрич-
них параметрів об’єкту керування, збурень, викликаних зміною моменту, похибками в каналах керування та ін. 
Все це підвищує складність синтезу систем автоматичного керування електроприводами та знижує ефектив-
ність їх роботи. Одним зі шляхів вирішення даної проблеми є синтез законів керування електроприводами 
змінного струму на основі теорії розривних керувань, а саме, шляхом застосування законів оптимального ре-
лейного керування. Застосування таких систем автоматичного керування дозволить покращити точність керу-
вання, а також забезпечити прийнятні показники якості перехідного процесу, що безумовно призведе до підви-
щення продуктивності електроприводів на основі синхронних двигунів з постійними магнітами. В зв’язку з 
тим, що система з релейним елементом є за своєю суттю дискретною імпульсною системою, то для вирішення 
задачі синтезу системи оптимального релейного керування найдоцільніше мати математичну модель об’єкта 
керування в дискретній формі. Розроблені дискретні математичні моделі синхронного двигуна з постійними 
магнітами в просторових d–q координатах на основі методики перетворення рівнянь неперервних процесів у 
різницеві рівняння і рівняння в Z-формі, а також отримані авторами дискретні передаточні функції для контурів 
струму та швидкості дозволяють реалізувати методики синтезу систем автоматичного оптимального релейного 
керування електроприводом із синхронними двигунами на постійних магнітах. 
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Системы автоматического управления электроприводами переменного тока, в том числе и электроприводы 

на основе синхронных двигателей с постоянными магнитами, в своем большинстве нелинейны. Синтез класси-
ческих систем подчиненного управления для таких объектов требует учета нелинейности электрических пара-
метров объекта управления, возмущений, вызванных изменением момента, погрешностями в каналах управле-
ния и др. Все это повышает сложность синтеза систем автоматического управления электроприводами и снижа-
ет эффективность их работы. Одним из путей решения данной проблемы является синтез законов управления 
электроприводами переменного тока на основе теории разрывных управлений, а именно путем применения 
законов оптимального релейного управления. Применение данных систем позволит улучшить точность управ-
ления, обеспечит приемлемые показатели качества переходного процесса, а также приведет к повышению про-
изводительности электроприводов на основе синхронных двигателей с постоянными магнитами. В связи с тем, 
что система с релейным элементом является по своей сути дискретной импульсной системой, то для решения 
задачи синтеза системы оптимального релейной управления целесообразно иметь математическую модель объ-
екта управления в дискретной форме. Разработанные дискретные математические модели синхронного двига-
теля с постоянными магнитами в пространственных d–q координатах на основе методики преобразования урав-
нений непрерывных процессов в разностные уравнения и уравнения в Z-форме, а также полученные авторами 
дискретные передаточные функции для контуров тока и скорости позволяют реализовать методики синтеза 
систем автоматического оптимального релейного управления электроприводом с синхронными двигателями на 
постоянных магнитах. 
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АКТУАЛЬНІСТЬ РАБОТИ. Сучасний автома-

тизований електропривод є складною електроме-
ханічну систему, що складається із регулятора і 
об’єкта керування (рис. 1), який в більшості випа-

дків виявляється нелінійним. 
Процес регулювання полягає в тому, що регуля-

тор перешкоджає будь-яким відхиленням об’єкту 
керування від заданого стану, що виникають в ре-
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зультаті впливу збурень і зміни задаючої дії [1, 2]. 

 
 

Рисунок 1 – Узагальнена структурна схема  
регулювання напруги в електричній мережі  

із глухозаземленою нейтраллю 
 

На рис. 1: рW  – передаточна функція регулятора; 

окW  – передаточна функція об’єкту керування; f  – 
збурення; *J  – сигнал задаючої дії; J  – вихідний 
сигнал системи автоматичного керування; *J J    
– помилка керування; u  – сигнал керування. 

Залежно від наявності зовнішніх впливів на сис-
тему автоматичного керування (САК) усі САК мо-
жуть бути поділені на автономні і неавтономні. В 
автономних САК зовнішні впливи відсутні. В неав-
тономних САК існують залежні від часу зовнішні 
впливи. 

У нелінійних САК найбільш характерними є два 
процеси – рівновага і стійкі автоколивання, тому для 
таких систем розглядаються різні поняття стійкості: 

– стійкість рівноваги; 
– стійкість автоколивань; 
– стійкість процесу, що обумовлений зовнішнім 

впливом для неавтономних систем. 
Прагнення застосувати для аналізу нелінійних 

систем методи [3, 4], аналогічні методам досліджен-
ня лінійних систем, призвело до введення поняття 
збуреного та незбуреного руху системи. 

До САК електроприводом висуваються різні ви-
моги, що витікають із конкретних умов їх роботи. 
Тим не менш можна виділити невелике число вимог, 
які відносяться практично до всіх САК – стійкість, 
швидкодія і точність. Остання вимога відноситься 
як до усталеного режиму, так і до перехідного про-
цесу. В усталеному режимі точність визначається 
усталеною похибкою, а в перехідному процесі – 
величиною відхилення дійсного значення регульо-
ваної величини від заданого. 

Із теорії автоматичного керування відомо, що 
збільшення коефіцієнту підсилення системи призво-
дить до зниження усталеної похибки. Тому з точки 
зору усталеної точності бажано змінити коефіцієнт 
підсилення, в тому числі необмежено збільшити 
його без порушення стійкості системи. 

В найпростіших одноконтурних системах збіль-
шення коефіцієнту підсилення призводить до зни-
ження стійкості [5, 6].  

Для синтезу релейного регулятора необхідна ро-
зробка дискретних математичних моделей для 
СДПМ. Вирішення таких моделей доцільно викону-

вати в d–q координатах за допомогою диференціа-
льних рівнянь Парка–Горєва. 

Мета роботи – створення математичних моделей 
для синтезу релейного регулятора в електроприво-
дах синхронних двигунів середньої та великої поту-
жності на постійних магнітах. 

МАТЕРІАЛ і РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ. Згі-
дно з теорією синтезу структур, стійких при необ-
меженому коефіцієнті підсилення [5, 6], стійкість 
САК може бути досягнута при необмежено велико-
му коефіцієнті підсилення в багатоконтурних сис-
темах, що задовольняють певним структурним умо-
вам якості [7, 8]. 

Такими властивостями володіють системи, регу-
лятори яких побудовані за принципом мінімізації 
функціоналів квадратичних критеріїв якості виду: 

 2 2

10

n

k
k

J a cU dt




    
 
 . (1) 

При 0c   лінійні регулятори таких систем тра-
нсформуються в релейні, для яких критерій якості 
має вигляд: 
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Таким чином, можлива побудова систем з релей-
ними регуляторами, що забезпечують стійкість і 
задані показники регулювання. 

У релейних системах при середніх значеннях си-
гналу на вході рівному нулю, релейний елемент під 
дією зворотних зв’язків, що охоплюють його спіль-
но з окремими ділянками лінійної частини [9], пере-
микається з високою частотою із одного стійкого 
стану в інший, тобто така система забезпечує орбі-
тальну асимптотичну стійкість. Такий режим нази-
вається ковзним, а значення сигналу на виході по 
абсолютній величині менше максимального і дорів-
нює одному із стійких станів. 

В ковзному режимі релейна система володіє вла-
стивостями лінійної системи з нескінченно великим 
коефіцієнтом підсилення [4, 10]. Перш за все, такі 
системи володіють властивістю інваріантності по 
відношенню до зовнішніх збурень. На рис. 2 зобра-
жена система з регулюванням по відхиленню.  

Для такої системи передаточна функція по збу-
ренню при пk   рівна нулю: 

 

1
з

зз 1 2 п

( ) ( ) 0
( ) 1 ( ) ( ) ( )

J p W pW
f p W p W p W p k

  


. (3) 

 
В той же час передаточна функція по керуючому 

впливу відмінна від нуля і не залежить від парамет-
рів 1( )W p , 2 ( )W p : 

1 2 п
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Рисунок 2 – Структурна схема приводу з СДПМ 
пk  – коефіцієнт підсилення; звW  – передаточна функція зворотного зв’язку 

 
Це означає, що системі притаманна властивість 

інваріантності до зміни параметрів об’єкту керуван-
ня. Таким чином, синтез релейних регуляторів, що 
працюють в ковзному режимі, є одним із шляхів 
створення високоякісних систем керування електро-
приводами. 

Для синтезу САК такими приводами необхідно 
створити математичну модель СДПМ. 

Рівняння Парка–Горєва, записані в довільній си-
стемі координат к , містять всю необхідну для ви-
рішення задачі керування, і з допомогою елементар-
них перетворень можуть бути приведені до будь-
якої системи координат. Один із методів перетво-
рення зводиться до задавання величини к r   , 
потім визначення проекцій в новій системі коорди-
нат, яка виконається звичайним способом – розкла-
данням вектора по координатним осям. 

Система рівнянь, що описує динаміку перехідних 
процесів СДПМ в символьній формі: 
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Потокозчеплення СДПМ з електромагнітним 
збудженням і пусковими обмотками: 
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де IS – струм статора; Ir – струм пускової обмотки; Ib 
– струм еквівалентної обмотки збудження; LS, Lr – 
індуктивності фаз статора і пускової обмотки; Lm – 
взаємоіндукція фази статора і пускової обмотки; 
IbLSb – величина, що характеризує потокозчеплення 
обмотки статора з полем постійного магніту; IbLrb  – 

величина, що характеризує потокозчеплення пуско-
вої обмотки. 

Рівняння моменту однополюсного (p = 1) СДПМ 
з трьохфазною обмоткою має вигляд:  
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Запишемо рівняння в змінних r  і SI . З цих рі-
внянь знаходимо: 
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Так як вісь потокозчеплення ротора 
r  оберта-

ється зі швидкістю ротора ( к r   ), то можна за-
писати: 
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Рівняння в проекціях на вісі d і q з урахуванням 

0bdI dt   і 0rU   , а також з урахуванням того, що 
струм bI  має лише складову по вісі d маємо: 
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Позначимо  rb r
n b

r

L RU I
L

  та e b bk I L  і запише-

мо систему диференційних рівнянь,що описують 
динаміку електромагнітних змінних в системі коор-
динат d та q: 
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(11) 

Враховуючі перехресні зворотні зв’язки як збу-
рення системи запишемо їх окремо: 
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  (12) 

Виходячи з вище сказаного, динаміку змінних 
Ψr, Id , Iq и ω можна описати системою лінійних рів-
нянь з постійними коефіцієнтами: 
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де 
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L

 ; 4 0d  ; 

1 d r nU U k U  ; 1 d r nU U k U  ; 2 qU U . 
 
В математичній моделі СДПМ, що описується 

системою рівнянь (11), в якості параметрів прийняті 
RS, kr, Rr, LS

´, Lr, ke, Uп, J. В паспортних даних СДПМ 
найчастіше вказуються лише RS, Rr, Lr., інші ж мож-
на визначити розглянувши номінальний (усталений) 
режим роботи, який характеризується величинами 
Өн, Мн, ωн. 

Запишемо рівняння усталеного режиму роботи 
СДПМ згідно системи рівнянь (11) враховуючи, що 
всі похідні, що входять до складу цієї системи, рівні 
нулю: 
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 (14) 

 
Структурна схема приводу з СДПМ наведена на 

рис. 3. На рис. 3 пунктирною лінією показано фор-
мування збурюючих впливів. 

Позначивши r rA k   маємо r rA k    

н н2 / 3 qМ I . Із системи рівнянь (14) можна вирази-
ти: 
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 (15) 

 
Рівняння 3 і 4 системи (14) запишемо у вигляді: 
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Рисунок 3 – Структурна схема приводу з СДПМ 

 
Виразивши систему рівнянь (16) відносно rk  

отримаємо: 
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Звідки r rA k  , п н( ).r r r r dU R A L k k I   
Необхідною умовою визначення параметрів 

моделі СДПМ є знання кута навантаження Өн і 
струмів Іdн, Іqн. Якщо ці параметри невідомі, то їх 
можна визначити через Р1н, Q1н, cosφн скористав-
шись наступними співвідношеннями: 
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 (18) 

 
Запишемо систему рівнянь (18) у вигляді: 
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 (19) 

 
Враховуючи співвідношення: 
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  (20) 

 
після очевидних перетворень системи (18) можна 
записати: 
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 (21) 

 
Позначивши 2

н Sp I R B   і прирівнявши вираз 
(21) до нуля отримаємо: 
  
 2 2 2 2 2 2

н н q н н( 2 ) ( ) 0S q н q qB R I I I I I x     (22) 
 
Після алгебраїчних перетворень рівняння (22) 

отримаємо бікубічне рівняння: 
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 (23) 

 
Розв’язком рівняння (23) буде номінальне зна-

чення струму нqI . Тоді значення параметрів моделі 
можна знайти наступним чином: 
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 (24) 

 
Таким чином, знаючі паспортні дані СДПМ: Р1Н, 

cosφн, Р2Н, ηн, Ін, ωн, Хd, Хq, Rs, Lr, Rr можна визначити 
Θн, Іdн, Іqн, а потім і параметри математичної моделі. 

Розглянемо математичну модель збуреного руху 
ЕП з СДПМ в координатах d, q. Для цього предста-
вимо диференційні рівняння СПДМ у вигляді сис-
теми ортогональної синхронної системи координат 
d–q. В цьому випадку вони приймуть вигляд: 
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(26) 

 
Приймаємо, що наведені складові виступають, як 

збурення для системи:  
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 (27) 

 
Позначимо траєкторію заданого (бажаного) руху, 

індексом “*” та введемо позначення параметрів не-
збуреного руху як Ud*, Uq*, id*, iq*, iQ*, *. Врахо-
вуючі дані позначення введемо нові змінні: 
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5     . 
 
Система диференціальних рівнянь збуреного ру-

ху прийме вид: 
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(28) 

 

 
У запропонованій системі рівнянь прийняті поз-

начення *
1 d dU U U   та *

3 q qU U U   являють со-

бою додаткове, зверх *U  керування, що забезпечує 
рух id = id*, iq = iq

*, iD = iD*, iQ = iQ
*,  = * незалежно 

від того, чим викликане дане відхилення. 
При такому підході вектор керування U повинен 

формуватися у функції вектора відхилення n істин-
ного руху від заданої траєкторії. Тобто регулятор не 
відрізняє відхилення, викликані зміною положення 
об'єкта керування від відхилень, викликаних збу-
реннями в електричних ланцюгах і механічними 
навантаженнями. Таким чином, можна розглядати 
два незалежні канали по осях d і q, що описуються 
системою лінійних рівнянь. 

Імпульсне керування з відомим періодом дискре-
тності Т зумовлює доцільність застосування теорії 
імпульсних систем [3, 6] для аналізу та синтезу ре-
гульованих електроприводів з широтно-
імпульсними перетворювачами (ШІП). 

Для отримання дискретних моделей була вико-
ристана методика перетворення безперервних про-
цесів в різницеві рівняння та рівняння в Z-формі [3].  

В результаті перетворень отримана система рів-
нянь і передавальні функції в Z-формі для вісі d: 
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 (29) 

З допомогою цієї системи рівнянь та передаваль-
них функцій можуть бути реалізовані методики син-
тезу дискретних релейних регуляторів. 

Алгоритм визначення імпульсної моделі системи 
ШІП з СДПМ по осі q аналогічний як і для осі d. 

Запишемо диференційні рівняння збуреного руху 
для контуру q згідно системи (14) у наступному ви-
гляді: 
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 (30) 

 
В результаті алгебраїчних перетворень (в даній 

роботі не приводяться) отримана система рівнянь і 
передавальні функції в Z-формі для вісі q: 
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. (31) 

 
де 10P , 11P , 12P , 13P , 20P , 21P , 22P , 23P , 30P , 31P , 

32P , 33P  1q , 2q , 3q  – коефіцієнти, вирази для знахо-
дження яких в даній роботі не приводяться. 

З допомогою системи рівнянь (31) та передава-
льних функцій можуть бути реалізовані методики 
синтезу дискретних релейних регуляторів ЕП з 
СДПМ. 

Імпульсна модель системи ШІП з СДПМ для се-
редніх значень Id, r, може бути отримана в резуль-
таті Z-перетворень. Збурений рух траєкторії контуру 
d може бути описаний системою неперервних дифе-
ренційних рівнянь: 
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Розв’язок системи відносно '

dI  і '
d  в оператор-

ній формі при '
1U const  та періоді дискретності 

рівному Т має вигляд: 
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 (33) 

 
де  a і b – корні рівняння (p - b11)(p - b22) - b21b21 = 0; 
с = –b22, що відповідає структурній схемі на рисун-
ку 4:  
 

 
 

Рисунок 4 – Структурна схема моделі по вісі d  
з урахуванням дискретності перетворювача 

 
Модифіковані Z-перетворення мають вигляд: 
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(34) 

 
Проінтегрувавши  ' ,dI Z m  і  ' ,d Z m відносно 

m в межах від 0 до 1 отримаємо середнє значення '
dI  

і '
d  за заданий період дискретності. Після прове-

дення перетворень отримаємо дискретні моделі се-
редніх значень: 
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 (35) 

 
Після математичних перетворень  рівняння 

приймуть вид: 
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 (36) 

 
де 11

aTZ e  ; 21
bTZ e  . 
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Отримані математичні вирази аналогічні рівнян-
ням (29), але визначення коефіцієнтів приведених 
поліномів значно простіше. 

Аналогічно можна отримати дискретні моделі 
відносно вісі q:  
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 (37) 

 
Отримані дискретні передаточні функції елект-

ромеханічного контуру струму та швидкості по осях 
d і q дозволяють синтезувати числові регулятори та 
провести аналіз перехідних процесів системи ШІП-
СДПМ. 

ВИСНОВКИ. В результаті проведених дослі-
джень можна зробити наступні висновки: 

1. Cинтез систем автоматичного керування на 
основі релейних регуляторів, що працюють в ковз-
ному режимі, є одним зі шляхів створення високоя-
кісних систем керування електроприводами на ос-
нові СДПМ за рахунок їх інваріантності відносно 
зовнішніх збурень. 

2. Розроблені дискретні математичні моделі на 
основі перетворення системи диференційних рів-
нянь Парка-Горєва для СДПМ можуть бути викори-
стані для реалізації методики синтезу систем авто-
матичного керування електроприводом із СДПМ на 
основі релейних регуляторів. 
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Systems of the automatic management of electric AC drives, including electric drives on the basis synchronous 

motors with permanent magnets are usually nonlinear. The synthesis of classical slave control for control of such 
facilities require resolving the issue of consideration of nonlinear electrical parameters object control for the many 
perturbations caused by the change of moment, of errors in control channels and others. All this increases the 
complexity of synthesis of automatic control of electric drives and lowers effectiveness of their work. One solution to 
this problem is the synthesis of laws control of electric drives AC based on the theory of discontinuous controls, namely 
by applying the laws of optimal relay control. The use of such automatic control systems will improve the accuracy 
control and to ensure of desirable performance qualities of the transition process that will certainly lead to increased 
productivity drives on the basis of synchronous motors with permanent magnets. Due to the fact that the system with 
relay element is essentially discrete, pulse system ago to for solve the problem of synthesis of optimal relay control 
system is most expedient to have a mathematical model of control object in the discrete form. Розроблені дискретні 
математичні моделі синхронного двигуна з постійними магнітами в просторових d-q координатах на основі ме-
тодики перетворення рівнянь неперервних процесів в різницеві рівняння і рівняння в Z-формі, а також отримані 
авторами дискретні передаточні функції для контурів струму та швидкості дозволяють реалізувати методики 
синтезу систем автоматичного оптимального релейного керування електроприводом з синхронними двигунами 
на постійних магнітах.Designed discrete mathematical model of synchronous motor with permanent magnets in d-q 
coordinates based on the methodology сonvert equations of continuous processes in difference equations and equations 
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in the Z-form. and obtained by the authors of discrete transfer function for circuits  current and speed allow to realize 
the solutions of synthesis of automatic optimal relay control of the electric drives with synchronous motors on 
permanent magnets. 

Key words: automatic control system, relay systems, synchronous motors with permanent magnets. 
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