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інтервального різницевого рівняння на основі модифікованого рівняння Моно. Також модифіковано метод по-
будови ідентифікації параметрів математичної моделі, що забезпечує знаходження інтервальних оцінок цих 
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АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ. Енергетична неза-
лежність країни та добробут населення повною мі-
рою залежить від забезпечення її енергоносіями для 
функціонування всіх галузей економіки. Провідне 
місце серед складових енергоресурсів посідає біогаз, 
який отримують в процесі анаеробної мікробіологі-
чної ферментації органічних речовин в біогазових 
установках.  

Існує достатня кількість технологічних схем біо-
газових установок, які відрізняються складом обла-
днання, топологією, режимами роботи. 

В основних елементах біогазових установок від-
буваються складні тепломасообмінні процеси. Для 
забезпечення високої ефективності таких установок 
необхідно надійно витримувати сталими такі пара-
метри як температура субстрату в реакторі, концен-
трація, тиск у біогазовій установці; кислотність 
середовища, швидкість подачі субстрату в реактор, 
збалансованість потоків субстрату тощо. 

Аналіз процесів анаеробного мікробіологічного 
бродіння показав, що на обсяг виходу біогазу найбі-
льше впливають такі фактори як температура (T) 
ферментації, концентрація субстрату (S) і склад 
органічної речовини [1], що є основними факторами 
впливу. 

Математична модель процесу анаеробного мік-
робіологічного бродіння твердих органічних відхо-
дів, яка дає можливість прогнозувати цей процес 
при таких умовах (температурі, концентрації суб-
страту та складу органічної речовини), є не-
від’ємною складовою частиною системи контролю 
за процесом. Незважаючи на те, що існують вже 
розроблені та визнані моделі процесу, задача моде-
лювання анаеробного мікробіологічного бродіння в 

біогазових установках залишається актуальною і на 
сьогоднішній день [2]. Зокрема більшість математи-
чних макромоделей анаеробного мікробіологічного 
бродіння в біогазових установках описують автоно-
мну систему [3]. Разом із тим реальний процес є 
неавтономним, оскільки вимагає врахування факто-
рів впливу, таких як температура субстрату. 

Тому метою даної роботи є розробка підходу до 
перетворення відомої системи автономної системи 
до моделі неавтономної (з управляючими факторами 
впливу) та розробка методу ідентифікації такої мо-
делі для конкретного прикладу.  

МАТЕРІАЛ І РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ. Для 
прикладу обрано процес анаеробного мікробіологічно-
го бродіння бананових шкірок, результати імітаційно-
го експерименту, які є вихідними даними для моделю-
вання зазначеного процесу наведені у праці [2]. 

У прикладі, наведеному у праці [3], розглянуто 
процеси анаеробного бродіння твердих органічних 
відходів (бананової шкірки).  

Процес бродіння відбувається в анаеробних умо-
вах реактора періодичної дії з використанням мезофі-
льних бактерій. Усі експериментальні дані отримано 
авторами [3] за умови використання 20-літрового 
реактора з періодичним завантаження із початковим 
об’ємом субстрату 10 дм3. 

У математичній моделі процесу анаеробного 
бродіння бананових відходів на кінетику процесу 
враховувалися фактори впливу.  

У загальному вигляді розглядається задача іден-
тифікації параметрів модифікованого нелінійного 
диференціального рівняння Моно в дискретній 
формі: 
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де ky – об’єм залишкової маси органічних відходів 
в реакторі біогазової установки на k-тій дискреті 
процесу бродіння, h – крок дискретизації, )(1 ug  , 

)(2 ug  , )(3 ug  , )(4 ug  – невідомі функції, значення 
яких залежить від факторів впливу на процеси в 
біогазових установках, u  – вектор факторів впливу, 
який визначає характер процесу. 

Об’єм накопиченого біогазу обчислюють на ос-
нові встановленої за різницевим рівнянням (1) ди-
наміки відбродженого субстрату із використанням 
такого виразу:  

  00max /][ vvvyy kk  ,  (2) 

де ky – відносна маса біогазу, накопиченого на k- 
тій дискреті процесу бродіння; 0max [10;20]][ vy  – 
максимальна питома маса метану, яка враховує ін-
тервал виходу [10;20] 3дм  біогазу на 1 3дм  субстра-
ту залежно від вмісту глюкози в органічних речови-
нах; kvv ,0 – об’єми початкової та залишкової маси 
органічних відходів у реакторі біогазової установки 
на k-тій дискреті процесу бродіння. 

Для розв’язування задачі ідентифікації парамет-
рів моделі (1) потрібно забезпечити такі умови:  

Nkvvvv kkkk ...1],;[];[    .  (3) 

У нашому випадку в різницевому рівнянні (1) 
замість функцій )(1 ug  , )(2 ug  , )(3 ug  , )(4 ug  , що 
залежать від зовнішніх факторів впливу на процеси 
в біогазових установках, доцільно розглянути іншу 
схему ідентифікації, яка б включала знаходження 
інтервальних оцінок цих функцій за умов змінних 
факторів впливу на процеси в біогазовій установці з 
подальшим уточненням інтервальних оцінок (зву-
женням інтервалів) за рахунок використання наборів 
даних для різних наборів факторів. У результаті 
математичну задачу ідентифікації параметрів моделі 
запишемо у вигляді задачі розв’язування інтервальної 
системи нелінійних алгебричних рівнянь (ІСНАР): 
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де ];[ 
kk vv 

– оцінка гарантованого інтервалу 
об’єму залишкової маси органічних відходів у k-тий 
момент часу; ];[ 

kk vv – гарантований інтервал 

об’єму залишкової маси органічних відходів встано-
влений експериментальним шляхом; 

];[)(  igiguig  , Uu 
 , U – область зміни фак-

торів впливу. Якщо в інтервальну систему (4) підс-
тавити інтервальні дані – результати експерименту, 
то розв’язком цієї системи є інтервальні оцінки па-
раметрів ];[)(  igiguig   4,...,1i , а результатом 
розв’язування задачі ідентифікації в цілому – є кін-
цева інтервальна модель у вигляді інтервального 
різницевого рівняння: 
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                     Kk ,...,1 .                                             (5) 

Тоді формулу для накопиченого об’єму біогазу 
перетворюємо до такого інтервального вигляду: 

  ];/[];[];[];[];[ 0000maxmax
 vvvvvvyyyy kkkk ,(6) 

де ];[ 
kk yy  – гарантований інтервал значень відносної 

маси біогазу, накопиченого на k-тій дискреті процесу 
бродіння; ];[[10;20]];[ 00maxmax

  vvyy – оцінка 
гарантованого інтервалу значень максимальної питомої 
маси метану, яка ураховує інтервал виходу [10;20] 3дм  
біогазу на 1 3дм  субстрату, залежно від вмісту глюко-
зи в органічних речовинах; ];[],;[ 00


kk vvvv – оцінки 

гарантованих інтервалів об’ємів початкової та 
залишкової  маси органічних відходів в реакторі 
біогазової установки на k-тій дискреті процесу 
бродіння. 

Проте, основною проблемою побудови матема-
тичних моделей процесів у біогазових установках є 
складність отримання експериментальних даних у 
різних режимах їх функціонування. Разом із тим, 
спираючись на універсальну формулу Чена-
Хашімото [4], доцільно отримати інтервальні оцінки 
процесу накопичування біогазу у біогазовій устано-
вці при різних режимах її функціонування і для 
змінних зовнішніх факторів впливу, користуючись 
методами, наведеними в праці [5]. 

Розв’язком даної ІСНАР (4) є деяка область, яка, 
як правило, є розірваною та не опуклою. Тому, за-
мість знаходження точного розв’язку ІСНАР (4), 
переважно використовують наближені методи оці-
нювання деякого розв’язку із заданої області, звівши 
зазначену задачу до задачі оптимізації 

]);([  gg


 деякої цільової функції [6]: 

min];[]);([  
 gggg


 .  (7)  

Розв’язком задачі оптимізації (7) є вектор інтер-
вальних оцінок ];[ 

ll gg


 параметрів, які забезпечать 
прогнозований коридор на основі лінійного інтерва-
льного різницевого рівняння (5), що буде включати-
ся в межах коридору для експериментальних даних. 
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У працях [7, 8], розглянуто подібну задачу. Та-
кож описано властивості цільової функції. Проте в 
нашому випадку задача є складнішою, оскільки 
необхідно оцінити не один розв’язок, а певну об-
ласть розв’язків у вигляді вектора інтервальних 
оцінок ];[ 

ll gg


. 
Розглянемо особливості побудови цільової фун-

кції на основі інтервальної системи (4) з метою зна-
ходження інтервальних оцінок параметрів моделі. 

Нехай задано деяку інтервальну оцінку парамет-
рів різницевого оператора ];[ 

ll gg


. Підставимо 

отриману інтервальну оцінку ];[ 
ll gg


 разом із ві-
домими значеннями векторів вхідних змінних 

kuu


,...,0  у вираз для обчислення інтервальної оцін-

ки )]();([ lvlv kk
   прогнозованого значення об’єму 

залишкової маси органічних відходів. У результаті 
обчислимо величину  ( ];[ 

ll gg


), що задає якість 
наближення інтервальної оцінки вектора параметрів. 

Якість наближення ]);([ 
ll gg


  будемо визнача-
ти кількісно у вигляді різниці центрів найбільш 
віддалених між собою прогнозованого та експери-
ментального інтервалів – у випадку, коли вони не 
перетинаються та найменшою шириною перетину 
серед прогнозованих та експериментальних інтерва-
лів – для випадку їх перетину. Дані умови запишемо 
наступним чином: 
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 ]);[),...)],...,();([..., 011 llkkk gguulvlv


 

)],...();([)],...,();(([( 1100 lvlvlvlvfmid kk
T 





   

]);[),...,..., 0
 llk gguu
 , якщо 

 )]();([ lvlv kk
   )]();([ lvlv kk ,  Kk ,...,1 ; (8) 

 )],...();(([(max]);([ 00
,...,1

lvlvfwidgg T

Kk
ll





  


 



 ]);[),...)],...,();([..., 011 llkkk gguulvlv


 

)],...();([)],...,();(([( 1100 lvlvlvlvfwid kk
T 





   

)]();([]);[),...,..., 0 lvlvgguu kkllk
 

 , якщо 

 )]();([ lvlv kk
  )]();([ lvlv kk ,  Kk ,...,1 ; (9) 

де )(),(  widmid  – операції визначення центру та 
ширини інтервалу, відповідно. 

Зауважимо, що цільова функція ]);([ 
ll gg


  є 
дискретною від Kk ,...,1  і немає представлення в 
аналітичному вигляді, а її значення можна обчисли-
ти виключно чисельними методами. Формули (8) і 
(9) для обчислення ступеня «розугодження» між 
коридорами інтервальних оцінок прогнозованої 
характеристики на основі інтервального різницевого 
рівняння та експериментальних оцінок цієї характе-
ристики на усіх дискретах проілюстровано на рис. 1.  

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 1 – Ілюстрація до обчислення цільової  
функції: а) за формулою (8) для випадку неточного 
наближення оцінок параметрів інтервального різни-

цевого рівняння; б) за формулою (9) для випадку 
уточнення оцінок параметрів інтервального  

різницевого рівняння 
 

Як бачимо із рис 1,а, у першому випадку –
обчислення за формулою (8) – інтервальні оцінки 
прогнозованої характеристики та отримані з експе-
рименту для дискретних значень k суттєво відхиля-
ються одна від одної. При цьоому найбільше відхи-
лення існує між центрами інтервалів 

)]();([ 22 lvlv kk






 та )]();([ 22 lvlv kk




  для дискрети k=2. 

Модуль цього відхилення й є значенням цільової 
функції. Можна припустити, що у цьому випадку 
інтервальні оцінки прогнозованого значення об’єму 
залишкової маси органічних відходів отримані за 
наявності неточних оцінок параметрів інтервального 
різницевого рівняння (5). Як тільки оцінки парамет-
рів інтервального різницевого рівняння (5) у процесі 
процедури випадкового пошуку уточнюються, то 
перетини інтервальних оцінок прогнозованого інте-
рвалу та інтервалів цієї характеристики, отриманих з 
експерименту для кожної дискрети стають не поро-
жніми множинами, як це показано на рис. 1,б, тоді 
цільову функцію обчислюємо за формулою (9). 

З рис. 1,б найбільше відхилення (неузгодження) 
спостерігається між інтервалами )]();([ 11 lvlv kk







  та 

)]();([ 11 lvlv kk




  для дискрети k=1. Саме це неузго-

дження, обчислене за формулою (9), визначає зна-
чення цільової функції. 

Нехай знайдено хоча б один розв’язок 
  ];[];[ gggg ll


 ІСНАР (4). Підставимо його 

у вираз (6) разом із відомими значеннями векторів 
вхідних змінних kuu  ,...,0 . Отримаємо інтервальні 

оцінки )]();([ lvlv kk
   на основі інтервального різни-
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цевого рівняння. Оскільки   ];[];[ gggg ll


, 
то згідно з умовами формування ІСНАР (4) викону-
ються умови належності інтервальних оцінок 

)]();([ lvlv kk
   до інтервалів, отриманих з експериме-

нту: 

)],...();(([)]();([ 00];[ lvlvflvlv T
ggkk

ll




 




)],();([];[),...,)],...();([..., 011 lvlvgguulvlv kkllkkk




 



 Kk ,...,1 .     (10) 
Тоді справджується рівність ширини інтервалів  







 ),...,)],...,();([)],...,();(([(( 01100 kkk
T uulvlvlvlvfwid 

]);[  ll gg


,  Kk ,...,1 .  (11) 
і відповідно значення цільової функції у формулі 

(9) набуває мінімального нульового значення:  

 ]);([min
];[



 ll
gg

gg
lll


  =0.   (12) 

Отже, найменше значення цільової функції 
]);([ 

ll gg


 , обчисленої за виразом (9), досягається 

для векторів інтервальних оцінок ];[  gg


 парамет-
рів різницевого рівняння, які забезпечують суміс-
ність ІСНАР (4). У цьому випадку цільова функція 
набуває нульового значення:  

)];[];([   gggg ll


 =0. 

Таким чином, задачу знаходження розв’язків 
ІСНАР (4) перетворюємо до задачі інтервального 
оцінювання її розв’язків, яка за своєю суттю є опти-
мізаційною задачею з цільовою функцією, що вста-
новлює відношення між прогнозованим і експериме-
нтальним коридором. 

Виходячи з особливостей побудови цільової фу-
нкції, модифікуємо відому обчислювану схему про-
цедури випадкового пошуку мінімуму цільової фун-
кції з використанням направляючого конуса Растри-
гіна [9]. 

На початковій ітерації випадкового пошуку (l=0) 
задаємо інтервал початкового наближення вектора 
параметрів інтервального різницевого рівняння 

];[ 00
 gg


. В околі цього наближення на поверхні 
уявної гіперсфери, радіусом r, тобто на відстані r від 
інтервалу ];[ 00

 gg


 у просторі параметрів на основі 
рівномірного закону розподілу генеруємо p випад-
кових інтервалів: 

];[];[];[ 00
  pppp rgggg 


, p=1,…, P      (13) 

Cеред згенерованих інтервалів вибираємо інтер-
вал, який забезпечує найменше значення цільової 
функції: 

]));[];([(minarg];[ 00
,...,1

11




  pp
Pp

rgggg 


.    (14) 

Варто зазначити, що незалежно від використання 
інтервальної оцінки параметрів інтервального різ-
ницевого рівняння значення цільової функції, яке 

обчислюємо за формулою (8) або (9), не є інтерва-
льним. 

Отримана оцінка інтервалу вектора параметрів 
інтервального різницевого рівняння є наближенням 
для наступної ітерації. Додатково у цій процедурі 
обчислюємо вектор пам’яті, який визначає успішний 
напрям пошуку:  

rggggw /)5.0)(5.0)(( 0011  


. (15) 

На наступних ітераціях у просторі параметрів 
будуємо уявну множину гіперконусів із вершинами, 
які належать інтервалу ];[ 

ll gg


, та є поточними 
оцінками вектора параметрів інтервального різнице-
вого рівняння, із кутом розкриття   і віссю lw


. Ці 

гіперконуси «відсікають» від гіперсфери з центрами 
в інтервалі ];[ 

ll gg


 і радіусом r деякі поверхні. На 
отриманих поверхнях у просторі параметрів генеру-
ємо на основі рівномірного закону розподілу p ви-
падкових інтервалів за формулою (13), де інтервал 

];[ 
pp 


 у даному випадку обчислюємо, виходячи 
із обмежень на параметри конусів. Cеред згенерова-
них інтервалів вибираємо інтервал, який забезпечує 
найменше значення цільової функції: 

]));[]);([(minarg];[
,...,1

11








  ppll

Pp
ll rgggg 


.  (16) 

Отримана оцінка інтервалу вектора параметрів 
інтервального різницевого рівняння є наближенням 
для наступної l+1 ітерації пошукової процедури. 
Додатково у цій процедурі перевизначаємо вектор 
пам'яті: 

r
gggg

ww llll
ll

)5.0)(5.0)(( 11
1















 , (17) 

де   – ( 10   ) – коефіцієнт забування, а   – 
коефіцієнт інтенсивності врахування нової інформації. 

Пошук продовжується до тих пір, поки зменшу-
ється значення цільової функції. Якщо ж значення 
цільової функції не зменшується на певній ітерації, 
то замість конусів використовуємо набір гіперсфер, 
як на початковій ітерації для заданого вектора оці-
нок параметрів. Якщо ж і далі серед згенерованих 
інтервалів не можливо знайти інтервал, який забез-
печує зменшення цільової функції, то у цьому випа-
дку налаштовуємо довжину кроку r, як правило 
зменшуємо її.  

Розглянемо приклад побудови неавтономної мо-
делі процесів виробництва біогазу, шляхом анаеро-
бного мікробіологічного бродіння в біореакторі, 
бананових шкірок [3]. При цьому використаємо 
дані, наведені у праці [2]. 

На інтенсивність процесу зброджування і, як на-
слідок, утворення біогазу впливають чотири групи 
факторів: біологічні (склад зброджуваної біомаси; 
склад мікрофлори; умови життєдіяльності мікроор-
ганізмів), фізичні (температура зброджування; тиск 
у біогазовій установці; гідравлічний режим), хімічні 
(концентрація, кислотність середовища; вміст лет-
ких жирних кислот у зброджуваній масі; обсяг і 
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склад біогазу, що утворюється) та організаційно 
технологічні( доза добового завантаження нових 
порцій зброджуваної маси; навантаження за беззо-
льною речовиною; залишкові речовини).  

Проаналізувавши процеси анаеробного мікробі-
ологічного бродіння можна стверджувати, що на 
обсяг виходу біогазу найбільше впливають такі 
фактори, як температура (T) ферментації, концент-
рація субстрату (S) і склад органічної речовини [1], 
що є основними факторами впливу. Але основним 
параметром, який повинен регулюватися в процесі 
такого бродіння слід вважати температуру (T), так 
як температура впливає на метаболічну активність 
та репродуктивну здатність мікроорганізмів. 

Підтримка оптимальної температури є одним з 
найважливіших чинників процесу зброджування. У 
природних умовах утворення біогазу відбувається 
при температурах від 0 до 97°C [10], але з урахуван-
ням оптимізації процесу переробки органічних від-
ходів для отримання біогазу та біодобрив виділяють 
три температурних режими: 

– психофільний – від 20 до 25 °C; 
– мезофільний – від 25 до 40 °C;  
– термофільний – понад 40 °C. 
Відомості щодо оптимального температурного 

режиму різні для різних видів сировини, але на підс-
таві емпіричних даних установок періодичного за-
вантаження, що працюють на сировині з бананових 
відходів, оптимальною температурою для мезофіль-
ного температурного режиму є 32–35 ° C, а для тер-
мофільного 52–54 ° C. Психофільний температур-
ний режим дотримується в установках без підігріву, 
в яких відсутній контроль за температурою. Най-
більш інтенсивне виділення біогазу в психофільно-
му режимі відбувається при 23 °C. Перевагу здебі-
льшого надають мезофільному режимові, оскільки 
при цьому досягається економія енергії. Метанове 
бродіння – процес ендотермічний, який потребує 
постійного підігріву для підтримки температури фе-
рментації. Метантенки і сировина переважно підігрі-
ваються за рахунок спалювання утвореного газу. 

На основі детального аналізу біохімічних проце-
сів та універсальної формули Чена-Хашімото [4], 
отримано експериментальні дані процесу бродіння 
твердих органічних відходів (бананової шкірки) в 
анаеробних умовах реактора періодичної дії з вико-
ристанням мезофільних бактерій.  

Процес бродіння спостерігався протягом 50 діб із 
кількістю дискрет k=0,...41. З використанням отри-
маних даних проводили аналіз впливу температури 
на динаміку процесів у біогазових установках. Зок-
рема, в межах мезофільного температурного режиму 
змінювали діапазони температур до таких значень:  
[T–;T+]=[28;30] oC, [T–;T+]=[30;38] oC, [T–;T+]=[32;35]oC. 
Концентрацію S при цьому залишали незмінною. 
Результати спостережень за даним процесом 
наведено в табл. 1. 

Провівши аналіз впливу різних температурних 
режимів ( CTT  ]40;28[];[ , CTT  ]38;30[];[  

та CTT  ]35;32[];[ ) на динаміку процесів у 
біогазових установках, результати моделювання 
динаміки інтервальних оцінок об’єму залишкової 

маси бананових відходів в реакторі біогазової 
установки представимо у вигляді табл. 1. 

Таблиця 1 – Інтервальна оцінка об’єму залишкової 
маси органічних відходів в реакторі біогазової 
установки при різних температрних режимах 

№
 д

ис
кр

ет
и 

k діб 


kv  

[28,4
0], 

3дм  


kv  

[28,4
0], 

3дм  


kv  

[30,3
8], 

3дм  


kv  

[30,3
8], 

3дм  


kv  

[32,3
5], 

3дм  


kv  

[32,35] 
3дм  

0 9,01 9,398 9,979 9,515 9,971 9,615 9,960 
1 10 8,958 9,958 9,174 9,943 9,359 9,922 
2 11 8,566 9,938 8,866 9,917 9,127 9,886 
3 12 8,211 9,918 8,587 9,891 8,914 9,853 
4 13 7,888 9,899 8,330 9,867 8,717 9,821 
5 14 7,591 9,881 8,093 9,843 8,535 9,790 
6 15 7,316 9,864 7,873 9,821 8,364 9,761 
7 16 7,061 9,847 7,668 9,800 8,205 9,734 
8 17 6,821 9,831 7,475 9,780 8,055 9,708 
9 18 6,596 9,816 7,293 9,761 7,913 9,683 
10 19 6,384 9,801 7,121 9,742 7,778 9,659 
11 20 6,183 9,786 6,959 9,724 7,651 9,636 
12 21 5,993 9,772 6,804 9,707 7,529 9,615 
13 22 5,812 9,759 6,657 9,691 7,413 9,594 
14 23 5,639 9,746 6,516 9,675 7,302 9,573 
15 24 5,474 9,733 6,381 9,660 7,196 9,554 
16 25 5,316 9,722 6,252 9,645 7,094 9,535 
17 26 5,164 9,710 6,128 9,630 6,996 9,517 
18 27 5,018 9,699 6,009 9,616 6,901 9,500 
19 28 4,878 9,688 5,894 9,603 6,810 9,482 
20 29 4,742 9,677 5,783 9,590 6,722 9,466 
21 30 4,612 9,667 5,676 9,577 6,637 9,450 
22 31 4,486 9,657 5,572 9,565 6,555 9,434 
23 32 4,363 9,647 5,472 9,553 6,475 9,419 
24 33 4,245 9,638 5,375 9,541 6,398 9,405 
25 34 4,131 9,628 5,281 9,530 6,323 9,390 
26 35 4,019 9,619 5,189 9,519 6,250 9,377 
27 36 3,911 9,611 5,100 9,508 6,179 9,363 
28 37 3,806 9,602 5,014 9,498 6,110 9,350 
29 38 3,704 9,594 4,930 9,488 6,043 9,337 
30 39 3,605 9,585 4,848 9,478 5,978 9,325 
31 40 3,508 9,577 4,768 9,468 5,914 9,312 
32 41 3,414 9,570 4,690 9,458 5,852 9,300 
33 42 3,322 9,562 4,614 9,450 5,791 9,289 
34 43 3,232 9,554 4,540 9,440 5,732 9,277 
35 44 3,144 9,547 4,467 9,431 5,674 9,266 
36 45 3,058 9,540 4,396 9,422 5,617 9,255 
37 46 2,974 9,533 4,327 9,414 5,562 9,244 
38 47 2,892 9,526 4,259 9,405 5,507 9,234 
39 48 2,812 9,519 4,193 9,397 5,454 9,223 
40 49 2,733 9,512 4,128 9,389 5,402 9,213 
41 50 2,656 9,506 4,064 9,381 5,351 9,203 
 
Тепер розглянемо задачу ідентифікації матема-

тичної моделі динаміки об’єму залишкової маси 
органічних відходів при різних температурних ре-
жимах. При цьому за основу зазначеної динаміки 
використаємо нелінійне інтервальне рівняння у 
вигляді (5). 

При розв’язуванні цієї задачі методами парамет-
ричної ідентифікації із застосуванням процедур 
випадкового пошуку отримано нелінійне інтерваль-
не різницеве рівняння у вигляді (5). 

Задамо умову для забезпечення прогнозу інтер-
вальних оцінок об’єму залишкової маси органічних 
відходів в процесі переробки в заданих межах, ви-
значених похибками вимірювальних пристроїв 

],;[][];[][ 111111










  kkkkkk vvvvvv 

(18) 
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де k = 0,...1 – часові дискрети. 
Виходячи із умов (18), структура інтервальної 

системи алгебричних рівнянь [11] матиме такий 
вигляд: 

 












 ];[];[];[ 1111111 kkkkk vvgghvvv 

,
]);[];([

]));[];[];([1(
1

1144

332222 



 















k
kk

kk v
vvgg

ggvvggh




 k=2…41.     (19) 

При цьому за початкові умови покладемо інтер-
вальні оцінки об’ємів залишкової маси органічних 
відходів в реакторі біогазової установки з відхилен-
нями в межах  1 % маси завантажених у реактор 
бананових шкірок ]0[ kv  та ]1[ kv , вибрані згідно з 
даними табл. 1 (перші дві стрічки для k=0 та k=1). 

У результаті розв’язування цієї задачі методами 
параметричної ідентифікації інтервального різнице-
вого рівняння із застосуванням процедур випадко-
вого пошуку отримано параметри інтервального 
різницевого рівняння (5).  

При температурі CTT  ]40;28[];[  і початко-
вих умовах: 

  )5,0)(();01,01()5,0)[((];[ 000000 vvvvvv 

)]01,01(   [9,398;9,979]; 

  )5,0)(();01,01()5,0)[((];[ 111111 vvvvvv 

)]01,01(   [8,958;9,958], 
отримано такі параметри моделі процесу переробки 
органічних відходів в інтервальному вигляді: 

]571,6;311,3[];[ 11  gg , ]817,6;197,3[];[ 22  gg , 

]494,6;520,2[];[ 33  gg , ]582,6;665,3[];[ 44  gg ; 

при температурі CTT  ]38;30[];[  і початкових 
умовах:  

  )5,0)(();01,01()5,0)[((];[ 000000 vvvvvv 

)]01,01(   [9,515;9,971]; 

  )5,0)(();01,01()5,0)[((];[ 111111 vvvvvv 

)]01,01(   [9,174;9,943], 

отримано такі параметри: ]683,7;963,3[];[ 11  gg , 

]519,7;781,4[];[ 22  gg , ]005,9;645,4[];[ 33  gg , 

]069,8;905,3[];[ 44  gg ; 

а при температурі CTT  ]35;32[];[  і початкових 
умовах:  

  )5,0)(();01,01()5,0)[((];[ 000000 vvvvvv 

)]01,01(   [9,615;9,960]; 

  )5,0)(();01,01()5,0)[((];[ 111111 vvvvvv 

)]01,01(   [9,359;9,922], 

отримано такі параметри: ]029,8;066,5[];[ 11  gg , 

]757,8;897,5[];[ 22  gg , ]613,7;592,2[];[ 33  gg , 

]949,8;039,6[];[ 44  gg . 
Для знаходження розв’язку отриманого рівняння 

використовувався алгоритм, описаний у праці [11]. 
Програмне забезпечення для реалізації вказаного алго-

ритму, створено на основі мови програмування С#. 
Результати прогнозування порівняно з експери-

ментальними даними об’єму залишкової маси 
органічних відходів при різних температурних ре-
жимах зображено на рис. 2–4. 

 

 
Рисунок 2 – Коридор динаміки об’єму залишкової 

маси бананових відходів при температурі 
CTT  ]40;28[];[  

 

 
Рисунок 3 – Коридор динаміки об’єму залишкової 

маси бананових відходів при температурі 
CTT  ]38;30[];[  

 

 
Рисунок 4 – Коридор динаміки об’єму залишкової 

маси бананових відходів при температурі 
CTT  ]35;32[];[  

 
Як бачимо з рис. 2–4, для усіх температурних 

режимів процесу анаеробного мікробіологічного 
бродіння відходів у вигляді бананових шкірок отри-
мано математичну модель, яка описує процеси ди-
наміки об’єму залишкової маси в реакторах. При 
цьому коридори динаміки об’єму залишкової маси 
знаходяться в межах коридору експериментальних 
даних, що забезпечує адекватність математичної 
моделі. Слід зауважити, що отримана математична 
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модель є неавтономною, оскільки оцінки параметрів 
залежать від заданих температурних діапазонів. 

Тепер спробуємо перейти до єдиного інтерваль-
ного рівняння, яке адекватно описує зміну інтервалу 
температур в межах CTT  ]40;28[];[ , тобто 
включає всі температурні інтервали, які можуть 
використовуватися для управління процесом бро-
діння. На рис. 5 показано, що коридор для інтерва-
льної моделі динаміки зміни об’єму залишкової 
маси субстрату включає коридори, отримані для 
інших температурних режимів. 

 

 
Рисунок 5 – Результати моделювання коридорів 

динаміки об’єму залишкової маси бананових 
відходів в реакторі біогазової установки для різних 

температурних режимів: CTT  ]40;28[];[ , 

CTT  ]38;30[];[ , CTT  ]35;32[];[  
 

Отже, можемо вважати, що єдиною інтерваль-
ною моделлю, для всього температурного діапазону, 
є інтервальне різницеве рівняння (5), з такими інте-
рвальними оцінками коефіцієнтів: 

]571,6;311,3[];[ 11  gg , ]817,6;197,3[];[ 22  gg , 

]494,6;520,2[];[ 33  gg , ]582,6;665,3[];[ 44  gg . 
ВИСНОВКИ. Розглянуто задачу побудови мате-

матичної моделі неавтономної системи для вироб-
ництва біогазу у вигляді інтервального різницевого 
рівняння на основі модифікованого рівняння Моно. 
У результаті досліджень модифіковано метод побу-
дови ідентифікації параметрів математичної моделі, 
який, на відміну від існуючого, забезпечує знахо-
дження інтервальних оцінок параметрів моделі. 

Побудовано єдину неавтономну модель динаміки 
об’єму залишкової маси субстрату на основі бана-
нових шкірок, яка забезпечує адекватне відобра-
ження динаміки зазначеного процесу для цілого 
діапазону температур, який як правило, реалізує 
мезофільний режим процесу бродіння. 

Перевагою запропонованого підходу є можли-
вість дослідження температурних режимів бродіння 
(в межах мезофільного), з метою досягнення най-
більш ефективного, за часовим показником, режиму 
отримання біогазу в біогазових установках. 
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NON-AUTONOMOUS MODEL OF BIOGAS PRODUCTION AND METHOD OF ITS IDENTIFICATION 

I. Hural’, M. Dyvak, Yu. Pigovsky 
Ternopil National Economic University 
Chekhova St., 8, Ternopil, 46000, Ukraine. E-mails: div@tneu.edu.ua, mdy@tneu.edu.ua, pigovsky@gmail.com 
The article considers the problem of mathematical modeling of non-autonomous systems for biogas production as 

interval difference equation based on modified Mono equation. Also, the method of constructing mathematical model 
parameter identification was modified and this method provides finding of the interval estimates of these parameters. 
The non-autonomous model of the volume of residual substrate masses from banana peels was established, which pro-
vides an adequate reflection of the dynamics of this process for a range of temperatures within the mesophilic fermenta-
tion regime. 

Key words: biogas, anaerobic microbial fermentation, non-autonomous model, interval difference equation, the ob-
jective function, identification of parameters. 
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