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У статті досліджується теоретична можливість покращення апроксимаційних властивостей базисів лагран-

жевого трикутного скінченного елемента другого порядку за рахунок переходу до опису базисних функцій за 

допомогою степеневих рядів. Використовуються такі локальні оцінки властивостей елемента як число обумов-

леності матриці Грама, яка складена із базисних функцій елемента, та величина сліду матриці жорсткості дослі-

джуваного елемента. Знайдені вирази для частинних сум рядів, які надають локальні мінімуми переліченим 

оцінкам як функціям від невідомих коефіцієнтів рядів. Модифіковані базиси протестовані при розв’язанні прак-

тичних задач. Проведена оцінка точності отриманих розв’язків. Зроблені рекомендації щодо доцільності прак-

тичного використання досліджених у статті базисів. 
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В статье изучается теоретическая возможность улучшения аппроксимационных свойств базисов лагранже-

вого треугольного конечного элемента второго порядка за счет перехода к описанию базисных функций с по-

мощью степенных рядов. В качестве локальных оценок свойств элемента используются число обусловленности 

матрицы Грама, составленной из базисных функций элемента, и величина следа матрицы жесткости исследуе-

мого элемента. Найдены выражения для частных сумм степенных рядов, которые доставляют локальные мини-

мумы перечисленным оценкам как функциям от неизвестных коэффициентов рядов.  Модифицированные бази-

сы протестированы при решении практических задач. Проведена оценка точности полученных решений.  Сде-

ланы рекомендации о целесообразности практического использования исследованных в статье базисов. 

Ключевые слова: треугольный конечный элемент, локальные оценки. 

 

АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ. Метод скінченних 

елементів є одним із найбільш вживаних методів 

інженерних розрахунків у різних предметних 

галузях [1–2]. В літературних джералах 

обговорюються такі прогностичні оцінки 

апроксимаційних властивостей базисів скінченних 

елементів (СЕ) як число обумовленості матриці 

Грама, складеної для базисних функцій [3], і 

величина сліду матриці жорсткості 

використовуваного елемента [4]. Застосування цих 

оцінок в наведених роботах має теоретичне 

обгрунтування. В той же час для методу скінченних 

елементів надійна кількісна і якісна оцінка 

прогнозованої похибки розв’язку може бути 

отримана, в більшості випадків, в результаті 

тестування модифікацій методу на задачах з 

відомими аналітичними розв’язками. 

У роботах [5–7] досліджуються задачі побудови 

гармонічних базисів для прямокутних скінченних 

елементів і доводяться переваги використання цих 

базисів.  Гармонічні базисні функції будуються при 

цьому у вигляді тригонометричних рядів як 

розв’язки за методом Фур’є задачі Діріхлє з 

стандартними базисними функціями у якості 

граничних умов. У вказаних роботах відзначається 

можливість отримання аналогічних базисів для 

скінченних елементів у формі прямокутних 

рівнобедрених трикутників та звертається увага на 

такі позитивні риси цих елементів, як можливість 

сполучення у сітках із прямокутними елементами, 

краща обумовленість матриць жорсткості, ніж при 

застосуванні різносторонніх елементів тощо. 

Нами у роботах [8–9] показано, що перехід до 

гармонічних базисів може супроводжуватися 

неузгодженістю оцінок апроксимаційних 

властивостей і погіршенням точності отримуваних 

розв’язків у порівнянні із розв’язками, отриманими 

при використанні стандартних базисів. 

Отже, актуальною є задача встановлення причин 

виникнення вказаних суперечностей.  

Метою дослідження є побудова та обґрунтуван-

ня доцільності практичного застосування базисних 

функцій у вигляді степеневих рядів для скінченного 

елемента другого порядку у формі рівнобедреного 

прямокутного трикутника.   

МАТЕРІАЛИ ТА РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІД-

ЖЕНЬ. Розглянемо стандартні базиси для трикутно-

го скінченного елемента ІІ порядку 
    6 ;1 ,
2

iNSi  

(рис. 1): 
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і першого порядку 
    3 ;1 ,
1

iNSi  (рис. 2): 
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Вирази базисних функцій (1) і (2) записані для 

СЕ у формі прямокутних рівнобедрених трикутників 

із катетами довжиною 1. 

 

 
 

Рисунок 1  Трикутний СЕ ІІ порядку у формі 

 прямокутного рівнобедреного трикутника 

 

 
 

Рисунок 2  Трикутний СЕ І порядку у формі 

 прямокутного рівнобедреного трикутника 

 

Відомо, що значення числа обумовленості мат-

риці Грама для базисних функцій і величина сліду 

матриці жорсткості зростають з ростом порядку СЕ 

при одному і тому самому геометричному носієві 

[3]. Тому для подальших досліджень доцільно ви-

ражати базисні функції наступних порядків через 

базисні функції попередніх порядків [10]. 

Між досліджуваними базисними функціями (1) і 

(2) існують співвідношення: 
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Модифікація базисних функцій з метою надання 

їм додаткових властивостей традиційно виконується 

за рахунок переходу до їх опису у вигляді рядів або 

частинних сум цих рядів для практичних 

розрахунків [5–7]. 

З формул (3) зрозуміло, що модифікації доцільно 

піддавати тільки базисні функції, які асоційовані із 

вузлами на серединах сторін трикутника (рис. 1).  

Нові базисні функції будемо шукати у вигляді: 
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де 3 ;1k ; 
k

ija2
 невідомі коефіцієнти. 

Розглянемо перші два найгрубіші наближення 

шуканих базисних функцій, коли 1r  і 2r . 

Для 1r  шукані функції представлені поліно-

мами третього порядку, а для 2r   четвертого. 

Відзначимо, що для будь-яких значень коефіціє-

нтів 
k

ija2
 базисні функції (3–4) відповідають тради-

ційним вимогам до базисних функцій у методі СЕ, в 

тому числі умові повноти базису [10]. 

Для базису виду (3–4) розв’яжемо дві задачі мі-

німізації: 

1) числа обумовленості матриці Грама G, скла-

деної для цих функцій, в метриці норми L2: 

 

min)2,( Gcond ;                             (5) 

 

2) величини сліду матриці жорсткості досліджу-

ваного елемента К за умови одиничної матриці кое-

фіцієнтів пружності середовища: 

 

min)( Ktrace .                             (6) 

 

Окремо відзначимо, що кількість аргументів 

обох функцій (5) і (6) можна суттєво знизити, враху-

вавши вимоги до базисних функцій у методі СЕ. 

Так, для 1r  функції (5) і (6) залежать від 9 аргуме-

нтів. Врахувавши, що  

 в своєму вузлі базисна функція повинна 
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 функція 
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 графік функції 
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4

NM  є симетричним відносно 

площини 0 yx , тому 
4
01

4
10

aa  , 

остаточно маємо три аргументи:  
2
00

a , 
2
01

a  і 
4
00

a . 

Оскільки задачу (5) неможливо розв’язати в за-

гальному випадку для невідомих коефіцієнтів  

k
ija2

, тому виконаємо табуляцію функції )2,(Gcond  

з кроком зміни значень коефіцієнтів 0,05 в області, 

що містить точку 12
00

a , 02
01

a  і 14
00

a , яка 

відповідає стандартним базисним функціям. У ре-

зультаті досліджень встановлено, що поверхня чис-

ла обумовленості матриці Грама G, як функції неві-

домих коефіцієнтів 
k

ija2
, має багато локальних 

екстремумів. Один з них знаходиться у точці  

12
00

ka , 02
01

2
10

 kk aa , саме коли функції (4) від-

повідають стандартним базисним функціям (1)  

(рис. 3).  
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Рисунок 3  Переріз графіка функції числа 

 обумовленості матриці Грама, коли 14
00

a  

  

У даному дослідженні обмежимося розглядом 

ще одного локального мінімуму числа обумовленос-

ті матриці Грама для функцій (4), який знаходиться 

у точці з наближеними координатами: 
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a  і 95,14
00
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і дорівнює 715,5)2,(min Gcond . 

 

Функція сліду матриці жорсткості 

досліджуваного СЕ є поліномом другого порядку 

від трьох аргументів 
2
00

a , 
2
01

a  і 
4
00

a . Вона має 

єдиний мінімум (рис. 4), який знаходиться у точці з 

координатами: 
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a , 57,1
113

1772
01

a 14
00
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Мінімум функції сліду матриці жорсткості дорі-

внює 56,8)(min Ktrace . Числові значення отримані 

для одиничної матриці коефіцієнтів пружності сере-

довища. 
 

 
 

Рисунок 4  Переріз графіка функції сліду матриці 

жорсткості, коли 14
00

a  

Для тестування побудованих базисів 

використаємо задачу про відновлення стаціонарного 

температурного поля );( yxu  у квадратній області зі 

стороною 2a  за таких граничних умов: на грани-

цях x=а і х=0 підтримується температура 

;0);();0( Cyauyu   на границях y=0 і y=a підтриму-

ється температура  

  Cxaxaxuxu  );()0;( . 

 

Матрицю коефіцієнтів теплопровідності 

середовища будемо вважати одиничною. Задачу 

розв’яжемо за допомогою методу Фур’є. Отриманий 

при цьому розв’язок приймемо за точний. 

Також задачу розв’яжемо за допомогою методу 

СЕ, при цьому на область накладемо рівномірну 

сітку із 8 СЕ досліджуваного виду. 

Відносну похибку методу СЕ будемо оцінювати 

у нормі метрики С. Враховуючи симетричність 

граничних умов, найбільша відносна похибка 

скінченноелементного розв’язку очікувано має 

місце в центрі квадрата. 

Результати тестування базисів занесемо в табл. 1. 

Очевидно, що базиси, побудовані як розв’язки 

задач оптимізації локальних характеристик СЕ, мають 

гірші апроксимаційні властивості, ніж стандартний 

базис. Краща (із двох гірших) точність розв’язка 

тестової задачі отримана для базиса із мінімальним 

слідом матриці теплопровідності. Причому 

температури відновлені із заниженням значень. 

Побудуємо ще один базис виду (4) для 2r . Пі-

сля розв’язання для нього задачі мінімізації (6) 

отримаємо такі значення незалежних коефіцієнтів: 
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Повторимо для цього базису розрахунки, які ви-

конувалися для всіх попередніх базисів (табл. 1). 

Цікавим є той факт, що температурні показники 

відновлені із надлишком. 

Очевидно, що зважуючи базиси з мінімальним 

слідом матриці теплопровідності для 1r  і для  

2r ,  можна отримати базис 
 2
iNT , що приведе до 

точного розв’язку тестової задачі: 
 

       2
2,

2
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1
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де w – ваговий коефіцієнт  1 ;0w ; 6 ;1l ; 
 2

1, rl
NT  

– функції виду (3-4) із коефіцієнтами (8); 
 2

2, rl
NT  – 

функції виду (3-4) із коефіцієнтами (9). 
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В результаті розрахункових експериментів вста-

новлено, що при 358,0w  розв’язок за методом СЕ 

із базисом (10) з точністю до четвертого знаку спів-

падає із розв’язком за методом Фур’є. 

 

  

Також авторами вивчався вплив граничних умов на 

точність отримуваних розв’язків. Знайдені значення 

коефіцієнтів, що забезпечують мінімальний слід 

глобальної матриці теплопровідності після враху-

вання граничних умов для базису (3–4), коли 1r :  

 

 

Таблиця 1 – Характеристики апроксимаційних властивостей досліджуваних базисів 

 

 

 

57,0
7

42
00

a , 79,0
14

112
01

a 14
00

a  (11)  

 

і коли 2r :    

 

20,0
567352

1122892
00

a , 66,3
283676

10378272
10

a ,

30,1
567352

7356512
01

a , 65,0
1134704

7356512
02

a , 

51,0
1134704

5737972
11

a , 14
00

a ,           (12) 

04
01

4
10

 aa , 57,1
1134704

17856794
00

4
20

 aa .    

 

З даних табл. 1 видно, що використання базисів 

із коефіцієнтами (11) і (12) не привело до покра-

щення точності отримуваного розв’язку. 

 

 

ВИСНОВКИ. Проведені обчислювальні експе-

рименти показали, що досліджувані локальні харак-

теристики трикутного СЕ ІІ порядку є неузгодже-

ними між собою. Мінімізація оцінок локальних і 

глобальних характеристик не приводить до зростан-

ня точності розв’язку тестової задачі. 

Знайдений емпіричним шляхом базис (10), який 

забезпечує найкращу точність розв’язка тестової 

задачі, призводить до локальних і глобальних оці-

нок, які близькі до мінімальних за величиною сліду 

матриці теплопровідності. 

При зміні граничних умов в ряді задач, що 

розв’язували автори, базис (10) незмінно демон-

стрував найкращу точність, тому він рекомендуєть-

ся для подальшого практичного тестування при 

розв’язанні граничних задач еліптичного типу. 

Перспективи подальших досліджень автори 

пов’язують із пошуками нових видів локальних 

оцінок апроксимаційних властивостей базисів, які б 

забезпечували найкращу точність розв’язків при 

застосуванні базисів, обраних за цими оцінками. 

 

Спосіб розв’язання 

задачі 

Локальні характеристики 
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Метод Фур’є — — — — 0,4106 — 

МСЕ з стандартним 

базисом (1) 
17,209 10,000 17,670 109,333 0,4000 2,58 

МСЕ з базисом (3-4) і 

коефіцієнтами (7) 
5,715 12,989 23,159 139,646 0,5263 28,18 

МСЕ з базисом (3-4) і 

коефіцієнтами (8) 
19,599 8,556 15,039 100,192 0,3927 4,36 

МСЕ з базисом (3-4) і 

коефіцієнтами (9) 
7,359 7,001 10,516 79,909 0,4358 6,14 

МСЕ з базисом (10) 9,762 
7,200 5,749 49,945 

0,4106 0,00  

МСЕ з базисом (3-4) і 

коефіцієнтами (11) 
18,559 9,502 7,511 58,095 0,3928 4,34 

МСЕ з базисом (3-4) і 

коефіцієнтами (12) 
6,591 7,070 5,200 47,558 0,4688 14,17 
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PROGNOSTIC ESTIMATION OF APPROXIMATIVE PROPERTIES OF BASES 

 FOR TRIANGULAR FINITE ELEMENTS OF II ORDER 

G. Tuluchenko, N. Starun, T. Belousova, S. Bezerdyan 

Kherson National Technical University 

Berislav Highway, 24, Kherson, 73008, Ukraine. E-mail: tuluchenko@mail.ru 

Purpose. The aim is to build and rationale for the practical application of basic functions in a power series for the 

finite element of the second order in the form of an isosceles right triangle. Methodology. For prognostic evaluation of 

the proposed basis functions approximationary properties we have used the value of the trace of stiffness (thermal 

conductivity) matrix of the element and the condition number of the Gram matrix for the functions of the test basis. 

Results. For the finite element of the second order in the form of an isosceles right triangle new base is constructed. On 

test problems it leads to solutions of higher accuracy compared with known bases. It is shown that local characteristics 

such as the value of the trace of stiffness (thermal conductivity) matrix of the element and the condition number of the 

Gram matrix for the basis functions are not consistent and not uniquely determined basis with the best approximationary 

properties. Originality. The relationships between the coefficients of power series, which describe the basic functions 

of the test finite element, and its local characteristics are established for the first time. On the graphs of these 

dependencies the placement features of points that correspond to known bases of test finite element and the authors' 

proposal basis are studied. Practical value. Modified bases are tested when solving the practical problems. The 

accuracy of the solutions is estimated. Recommendations on the feasibility of practical use of bases studied in the article 

are made. References 10, tables 1, figures 4. 

Key words: triangular finite element, local estimates. 
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