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АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Решение проблемы 

повышения эффективности технологических процес-
сов обогащения полезных ископаемых является одним 
из важнейших компонентов обеспечения устойчивого 
развития горных предприятий. Обеспечить высокую 
эффективность технологических процессов обогаще-
ния невозможно без наличия качественной информа-
ции о процессе, формирования технологической базы 
данных и ее последующей обработки для построения 
адекватных и эффективных математических моделей.  

В промышленных условиях часто применяется 
подход, основанный на анализе данных активных и 
пассивных экспериментов [1–2]. Это позволяет оп-
ределить зависимости между качественными пока-
зателями моделируемого процесса и условиями, в 
которых он протекает.  

Как объекты управления технологические агре-
гаты обогатительного производства могут быть 
представлены в виде операторов, преобразующих 
векторы входных переменных в векторы выходных 
параметров [2–6]. При этом выходные параметры 
одной стадии технологического процесса являются 
входными для последующей стадии. Среди элемен-
тов векторов выходных параметров измельчитель-
ных агрегатов присутствуют как качественные и 
количественные показатели. Следует отметить, что 
в условиях переработки нескольких минералого-
технологических разновидностей соответственно 
возрастает и количество показателей, которые необ-
ходимо учитывать при формировании математиче-
ских моделей процессов обогащения рудного сырья. 

Поскольку большое количество входных и вы-
ходных переменных значительно усложняет процесс 

структурной и параметрической идентификации 
математических моделей, возникает необходимость 
предварительной обработки данных с целью умень-
шения их размерности.  

Таким образом, целью работы является анализ 
методов понижения размерности моделей нелиней-
ных динамических процессов обогащения железо-
рудного сырья.  

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ.  
Анализ результатов работ [3–6] позволяет сделать 
вывод, что наиболее перспективным подходом для 
решения проблемы управления технологическими 
линиями обогатительного производства является 
представление процесса переработки минералого-
технологических разновидностей железорудного 
сырья как системы с сосредоточенными входами и 
распределенным во времени и пространстве выхо-
дом, которым является функция распределения со-
держания полезного компонента по классам крупно-
сти рудного материала. Такой подход позволит опи-
сать сосредоточенные управляющие воздействия, 
которые формируются технологическими агрегата-
ми измельчения, классификации и разделения. На 
показатели функционирования технологических 
обогатительных агрегатов оказывают существенное 
влияние массовые доли минералого-техноло-
гических разновидностей руды во входном потоке. 
Каждая минералого-технологическая разновидность 
характеризуется несколькими физико-механи-
ческими и химико-минералогическими параметра-
ми. Рассмотрим распределение характеристик проб 
руды нескольких минералого-технологических раз-
новидностей на 5 и 8 кластеров (рис. 1). 
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а) 

 
б) 

Рисунок 1 – Результат кластеризации  

исходных данных: 

а – на 5 кластеров; б – на 8 кластеров 
 

Одним из наиболее распространенных методов 

понижения размерности является метод главных 

компонент (Principal Components Analysis, PCA). В 

результате применения данного метода получают 

представление данных меньшей размерности, кото-

рое описывает направление наибольшего изменения 

исходных данных [8]. Полученное линейное преоб-

разование Θ, максимизирует выражение 

 

maxcov 
XX

TF ,  (1)  

где 
XX 

cov  – ковариационная матрица центрирован-

ных относительно начала координат данных Х. Ис-

пользование метода главных компонент позволило 

получить корректное отображение исходных дан-

ных в пространство меньшей размерности за 1,04-

1,15 С. Результат понижения размерности при по-

мощи метода главных компонент представлен на 

рис. 2.  
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б) 

 

Рисунок 2 – Результат понижения размерности  

при помощи метода PCA: 

а – 5 кластеров;  б – 8 кластеров 
 

Нелинейный метод многомерного шкалирования 

(multidimensional scaling, MDS) [8–10] при отобра-

жении многомерного представления данных о пара-

метрах технологического процесса обогащения ми-

нералого-технологических разновидностей железо-

рудного сырья в представление меньшей размерно-

сти сохраняет попарные расстояния между точками 

данных. Качество отображения описывается функ-

цией, которая оценивает разницу попарных расстоя-

ний в начальном многомерном представлении и по-

лученном представлении меньшей размерности. 

Примером такой функции является функция напря-

жения 
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jiji
yyxxYF

2

, (2) 

где 
ji

xx   – Эвклидово расстояние между точками 

данных большей размерности; 
ji

yy   – Эвклидово 

расстояние между точками данных меньшей раз-

мерности.  

Минимизация функции напряжения выполнена с 

использованием метода сопряженных градиен-

тов [9]. Использование данного метода позволило 

получить корректное отображение исходных дан-

ных в пространство меньшей размерности за 21,07–

22,86 С. Результат понижения размерности при по-

мощи метода MDS представлен на рис. 3. 

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 3 – Результат понижения размерности при 

помощи метода MDS: 

а – 5 кластеров; б – 8 кластеров 
 

Недостатком метода многомерного шкалирова-

ния является то, что он не позволяет учитывать рас-

пределение близлежащих точек, поскольку он ис-

пользует при расчетах Эвклидовы расстояния [8]. В 

случае, когда многомерные данные находятся на 

криволинейном многообразии, расстояние между 

ними может быть значительно больше чем Эвкли-

дово. Метод Isomap [8, 11] учитывает криволиней-

ное расстояние между точками данных по данному 

многообразию. В Isomap, геодезические расстояния 

между xi точками данных вычисляются с помощью 

построения графа, в котором каждая точка xi связана 

с его k ближайшими соседями xij в множестве дан-
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ных X. Кратчайший путь между двумя точками гра-

фа является оценкой криволинейного расстояния 

между этими двумя точками и определялся с помо-

щью алгоритма Дийкстры [12–13]. Однако, при ис-

пользовании данного метода к обработке результа-

тов кластеризации характеристик технологического 

процесса обогащения железорудного сырья отобра-

жение исходных данных в пространство меньшей 

размерности оказалось некорректным. Время обра-

ботки данных составило 35,08–36,14 С. Результат 

понижения размерности при помощи метода Isomap 

представлен на рис. 4. 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 4 – Результат понижения размерности при 

помощи метода Isomap: 

а – 5 кластеров; б – 8 кластеров 
 

В соответствии с методом локальных линейных 

вложений (Local Linear Embedding, LLE) [8, 14] дан-

ные представляют в виде графа. В отличие от мето-

да Isomap [11] в данном методе большую значи-

мость имеют локальные свойства данных, что по-

зволяет получить лучшие результаты при работе с 

невыпуклыми многообразиями. При этом локаль-

ный свойства многообразия около точки xi описы-

вают как линейную комбинацию Wi ближайших k 

соседей xij. Таким образом, нахождение d-

размерного представления данных Y доставляет ми-

нимум весовой функции  
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j

iiji j
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2
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.  (3) 

Координаты представления меньшей размерно-

сти, которое минимизирует данную весовую функ-

цию рассчитывают путем вычисления собственных 

векторов, соответствующих d наименьшим ненуле-

вым собственным значениям скалярного произведе-

ния (I−W), где I – единичная квадратная матрица. 

При использовании данного метода отображение 

исходных данных в пространство меньшей размер-

ности оказалось некорректным. При этом время об-

работки данных составило 0,4–0,7 С. Результат по-

нижения размерности при помощи метода LLE 

представлен на рис. 5. 

В связи с некорректностью результатов примене-

ния метода LLE при обработке результатов кластери-

зации характеристик технологического процесса обо-

гащения железорудного сырья, была проанализиро-

вана возможность использования его модификации – 

метода Hessian LLE [7, 8]. На первом этапе опреде-

ляют k ближайших соседей для каждой точки данных 

xi. Базис для локального касательного пространства в 

точке xi находят при помощи метода главных компо-

нент (PCA) по его k ближайшим соседям 
ji

x .  

 
а) 

 
б) 

Рисунок 5 – Результат понижения размерности при 

помощи метода LLE: 

а – 5 кластеров; б – 8 кластеров 
 

Используя оценочную функцию гессиана матри-

цу H находят по формуле [7, 8] 

     
i j

jmijlilm
HH .  (4) 

Результирующая матрица Y, которая содержит 

представление исходных данных в меньшей размер-

ности, формируется из собственных векторов мат-

рицы H, которые соответствуют d ее наименьшим 

ненулевым собственным значениям. При использо-

вании данного метода отображение исходных дан-

ных в пространство меньшей размерности оказалось 

некорректным. При этом время обработки данных 

составило 3,1–3,5 С. Результат применения метода 

Hessian LLE представлен на рис. 6. 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 6 – Результат понижения размерности при 

помощи метода Hessian LLE: 

а – 5 кластеров; б – 8 кластеров 
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Метод Laplacian Eigenmaps формирует представ-

ление данных меньшей размерности путем сохране-

ния локальных свойств исходного многообразия [8, 

15], которые основываются на попарных расстояни-

ях между ближайшими соседними точками. При 

решении данной задачи на первом этапе формируют 

граф смежности G в котором каждая точка данных xi 

соединена с ее k ближайшими соседями. Веса ребер, 

соединяющих точки xi и xj в графе G, определяют с 

использованием гауссовой ядерной функции [15] 
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2
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где σ – дисперсия: что приводит к получению раз-

реженной матрицы смежности W. При расчете пред-

ставления yi меньшей размерности минимизируют 

весовую функцию вида 
 

    
ji

ijji
wyyYF

2
.  (6) 

Вычисление степенной матрицы M и матрицы 

Кирхгофа L графа W позволяет поставить задачу 

минимизации как задачу нахождения собственных 

значений [16]. В работе [15] показано, что справед-

ливо выражение  

    LYYwyyYF T

ji

ijji
2

2
 . (7) 

Таким образом минимизация F(Y) пропорциональна 

минимизации Y
T
LY. Представление данных меньшей 

размерности Y может быть найдено посредством 

решения обобщенной задачи нахождения собствен-

ных векторов vi 

Lv=λMv   (8) 
 

для d наименьших ненулевых собственных значе-

ний. Найденные собственные вектора формируют 

представление Y исходных данных меньшей раз-

мерности. При использовании данного метода ото-

бражение исходных данных в пространство мень-

шей размерности оказалось некорректным. При 

этом время обработки данных составило 0,3–0,5 С. 

Результат понижения размерности при помощи ме-

тода Laplacian Eigenmaps представлен на рис. 7. 
 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 7 – Результат понижения размерности  

при помощи метода Laplacian Eigenmaps: 

а – 5 кластеров; б – 8 кластеров 

Первым этапом метода карт распространения 

(diffusion maps, DM) [8, 17, 18] является формирова-

ние графа данных. Веса ребер графа вычисляются с 

использованием гауссовых ядерных функций, при-

водящих к формированию матрицы W. Затем, вы-

числяется нормированная матрица W
*
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ki

ji

ji
w

w
w*  .  (9) 

Полученную матрицу W
*
 считают стохастиче-

ской матрицей, которая определяет матрицу вероят-

ностей переходов вперед динамического процесса. 

Следовательно, матрица W
*
 представляет вероят-

ность перехода от одной точки данных к другой 

точке данных за единицу времени. На основе веро-

ятностей перехода w
*

ij определяется расстояние рас-

пространения [8, 17, 18] 
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где ψ(xi)
(0)

=mi/Σjmj – коэффициент, придающий 

больший вес элементам графа с большей плотно-

стью (density); mi=Σjpij – степень узла. Представле-

ние меньшей размерности Y, которое позволяют 

сохранить расстояния распространения, с помощью 

спектральной теории формируют из d ненулевых 

главных собственных векторов, которые находят из 

выражения 

W
*
(t)Y = λY.    (11) 

Поскольку граф является полносвязным, наи-

большее собственное значения является нулевым, то 

есть λ1=1, его собственный вектор v1 не учитывается. 

В представлении меньшей размерности собственные 

вектора являются нормированными по соответст-

вующим собственным значениям 
 

Y={λ2v2, λ3v3, ..., λd+1vd+1} .  (12) 
 

Использование данного метода позволило полу-

чить корректное отображение исходных данных в 

пространство меньшей размерности за 0,5–0,7 С. 

Результат понижения размерности при помощи ме-

тода Diffusion Map представлен на рис. 8. 

  
а) 

 
б) 

Рисунок 8 – Результат понижения размерности  

при помощи метода Diffusion Map: 

а – 5 кластеров; б – 8 кластеров 
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Метод локального анализа касательного про-

странства (Local Tangent Space Analysis, LTSA) опи-

сывает локальные свойства данных высокой раз-

мерности используя локальное касательное про-

странство каждой точки данных [8, 19]. На первом 

этапе с помощью метода главных компонент нахо-

дят локальное касательное пространство в точке xi 

на основе k соседних точек xij. Это приводит к ото-

бражению Mi из окрестности xi в локальное каса-

тельное пространство Θi. В локальном касательном 

пространстве Θi существует линейное отображение 

Li из координат локального касательного простран-

ства 
ji

  в представление меньшей размерности 
ji

y , 

что позволяет выполнить минимизацию  
 

 
i

iiki
LY

LJY
ii

2

,
min , (13)  

 

где Jk –матрица центрирования размерности k [20]. 

Решение задачи минимизации формируется на ос-

нове собственных векторов матрицы расположения 

B, которые соответствует d наименьшим значениям 

матрицы B. Элементы матрицы B определяются пу-

тем итеративного суммирования (для всех матриц Vi 

и начиная с bij=0 для ∀ij) 
 

 
k

T

iikNNNN
JVVIJBB

iiii
 ,  (14) 

 

где Ni – матрица выборки, которая содержит индек-

сы ближайших соседей точки данных xi. Следова-

тельно, представление меньшей размерности Y на-

ходят путем вычисления собственных векторов, со-

ответствующих d наименьшим ненулевым собст-

венным векторам симметричной матрицы ½(B+B
T
). 

При использовании данного метода отображение 

исходных данных в пространство меньшей размер-

ности оказалось некорректным. При этом время об-

работки данных составило 0,5–0,7 С. Результат по-

нижения размерности при помощи метода LTSA 

представлен на рис. 9. 

 

 
а) 

 
б) 

Рисунок 9 – Результат понижения размерности  

при помощи метода LTSA: 

а –5 кластеров; б – 8 кластеров 

 

ВЫВОДЫ. Среди рассмотренных методов по-

нижения размерности наибольшую скорость обра-

ботки данных продемонстрировали методы LLE, 

Laplacian Eigenmaps, Diffusion Map, LTSA, PCA. Из 

данных методов корректное отображения результа-

тов кластеризации характеристик проб руды не-

скольких минералого-технологических разновидно-

стей позволили получить методы Diffusion Map и 

PCA. Кроме этих двух методов целесообразно до-

полнительно исследовать возможность использова-

ния метода MDS, который в данных условиях по-

требовал сравнительно большее время на обработку 

данных. 
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ANALYSIS OF THE METHODS OF DIMENSIONALITY REDUCTION OF THE MODEL 

 OF NONLINEAR DYNAMIC PROCESSES OF IRON ORE PROCESSING 
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«Kryvyi Rih National University» 

vul. XXII Partzjizdu, 11, Kryvyi Rih, 50027, Ukraine. E-mail: vtron@ukr.net 

Purpose. To find optimal method of data preprocessing for forming mathematical models of processes of enrich-

ment mineralogical-technological varieties of iron. Methodology. Ore-processing technological units as a control object 

in the form of operators, which transforming vectors of input variables to output are presented. Since a large number of 

input and output variables greatly complicates the process of structural and parametric identification of mathematical 

models, there is a need for pre-processing reduction of their dimensions. Results. The analysis of existing approaches to 

modeling and control the formation of mineral-rich technological varieties of iron ore was accomplished. It was shown 

that the most promising approach to solve the automatized control problem of technological ore-processing lines is to 

present the controlled process as a system with lumped inputs and distributed in time and space output variables, which 

is the distribution function of the useful component content by size of the ore particles. The expediency of reducing the 

dimension of the data on the parameters of technological processes in the formation of nonlinear dynamic models was 

proved. The results of comparative analysis of the effectiveness of a number of methods for dimension reduction in the 

processing of clustering results of mineralogical and technological characteristics of varieties of iron ore were present-

ed. Among the investigated methods of dimensionality reduction the highest processing speed demonstrated methods 

LLE, Laplacian Eigenmaps, Diffusion Map, LTSA, PCA. From these methods, the results display the correcting cluster-

ing of mineralogical and technological characteristics of iron ore varieties allowed to obtain by Diffusion Map and PCA 

methods. Originality. For the first time, we have carried out the integrated research of the methods of dimensionality 

reduction of the model nonlinear dynamic processes of iron ore processing. Practical value. The analysis of existing 

approaches to modeling and control the formation of mineral-rich technological varieties of iron ore was accomplished. 

It was shown that the most promising approach to solve the automatized control problem of technological ore-

processing lines is to present the controlled process as a system with lumped inputs and distributed in time and space 

output variables, which is the distribution function of the useful component content by size of the ore particles. Refer-

ences 20, figures 9. 

Key words: automation, control system, mathematical model, the reduction of dimension. 
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