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у неоднорідних середовищах. Основна увага приділяється моделюванню потоку антропогенно забруднених 

ґрунтових вод у складних гідрогеологічних умовах. Математичними моделями таких процесів є нелінійні пара-

болічні рівняння з розривними коефіцієнтами. Алгоритм розв’язку задач ґрунтується на апроксимаційному ме-

тоді В.К. Дзядика розв’язування лінійних диференціальних та інтегральних рівнянь та узагальнює цей метод на 

параболічні рівняння з нелінійностями у вигляді поліномів. Одержано оцінки похибок наближених розв’язків у 

рівномірній та квадратичній метриках, а також метриці простору Соболєва. Показано, що переваги вказаних 

алгоритмів над існуючими полягають у властивостях ненасиченості та оптимальності у сенсі найкращих на-

ближень. Для чисельної реалізації запропонованого алгоритму, у залежності від області, використовуються 

класичні ортогональні многочлени Чебишева, Лежандра, Якобі, Лаггера та ін. Алгоритми апробовані на тесто-

вій задачі шляхом комп’ютерної реалізації, яка показала високу ефективність алгоритму як в сенсі точності, так 

і інформаційної складності. Проведено порівняльний аналіз одержаних результатів з іншими відомими сучас-

ними алгоритмами.  

Ключові слова: неоднорідне середовище, гідрогеологічні умови, математичні моделі, інтегро-

апроксимаційні технології, соболєвська метрика, найкращі наближення. 

 

ИНТЕГРО-АПРОКСИМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ АНАЛИЗА МОДЕЛЕЙ ЗАГРЯЗНЕНИЯ 

ГРУНТОВЫХ ВОД В СЛОЖНЫХ ГИДРОГЕОЛОГИЧЕСКИХ УСЛОВИЯХ 

В. И. Биленко 

Физико-математический институт Национального педагогического университета им. Михаила Драгоманова 

ул. Пирогова, 9, г. Киев, Украина. Е-mail: bilenko@voliacable.com 

В. П. Ляшенко, А. В. Пасенко 

Кременчугский национальный университет имени Михаила Остроградского 

ул. Первомайская, 20, г. Кременчуг, 39600, Украина. Е-mail: сonon-v@yandex.ru, pasenko2000@ukr.net 

О. Б. Стеля 

Киевский национальный университет им. Тараса Шевченко 

пр. Глушкова, 4-д, г. Киев, 39600, Украина. Е-mail: oleg.stelya@gmail.com 

Е. Б. Сёмик 

Управление образования исполкома Кременчугского городского совета  

ул. Карла Маркса, 3, г. Кременчуг, 39600, Украина. Е-mail: info@kr-osvita.gov.ua 

Предложен и обоснован интегро-апроксимационный алгоритм анализа и моделирования динамических про-

цессов в неоднородных средах. Основное внимание уделяется моделированию потока антропогенно загрязнен-

ных грунтовых вод в сложных гидрогеологичеких условиях. Математическими моделями таких процессов яв-

ляются нелинейные параболические уравнения с разрывными коэффициентами. Алгоритм базируется на апрок-

симационном методе В.К. Дзядика для решения линейных дифференциальных и интегральных уравнений и 

обобщает этот метод на параболические уравнения с полиномиальными нелинейностями. Полученные оценки 

отклонений приближенных решений в равномерной и квадратичной метриках, а также метрике пространства 

Соболева. Показано, что предложенные алгоритмы имеют преимущества перед существующими в том, что об-

ладают такими двумя свойствами, как ненасыщенность и оптимальность в смысле наилучших приближений. 

Для численной реализации предложенного алгоритма в зависимости от области применяются классические ор-

тогональные многочлены Чебишева, Лежандра, Якоби, Лаггера и др. Алгоритмы апробированы путем компью-

терной реализации на тестовых задачах, которые показали высокую эффективность алгоритма как в смысле 

точности, так и информационной сложности. Проведен сравнительный анализ полученных результатов с дру-

гими известными современными алгоритмами. 
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АКТУАЛЬНІСТЬ РОБОТИ. Оцінка стану ґрун-

тових вод у вертикальному перерізі товщі ґрунту є 

необхідним компонентом багатьох геотехнічних, 

гідрогеологічних та т.п. досліджень. Такі дослі-

дження проводяться для аналізу стану різноманіт-

них гідротехнічних об’єктів, до яких відносяться: 

фільтруючі дамби, земляні греблі, дренажні систе-

ми, зокрема, відкритого типу, для оцінки фільтра-

ційних режимів поблизу каналів, водосховищ та 

відстійників різних типів. У такому випадку моде-

лювання здійснюється одночасно в зонах повного і 

неповного насичення без їх явного виділення. Осно-

вними моделями є зв’язані двовимірні рівняння ди-

фузії. Такі моделі дозволяють враховувати шарува-

тість ґрунтів (зокрема, наявність тонких слабкопро-

никних прошарків), перетік між шарами ґрунту, різ-

номанітні гідрогеологічні умови, що змінюються у 

часі та просторі, точкові та розподілені джерела за-

бруднення, складну форму границі області.  

Актуальність теми роботи обумовлена зростаю-

чими вимогами до математичного моделювання різ-

номанітних динамічних процесів в неоднорідних 

середовищах. Основними вимогами до обчислюва-

льних алгоритмів є порядок апроксимації, стійкість, 

та порядок збіжності [1–3, 16]. Крім того до основ-

них вимог можна віднести точність побудови чисе-

льних алгоритмів у вигляді явних та неявних різни-

цевих схем, яка тісно пов’язана із порядком  апрок-

симації та порядком збіжності різницевих схем. 

У роботі основна увага приділяється підвищенню 

точності побудованих алгоритмів, їх оптимальності 

та ненасичуваності. Важливими властивостями та 

перевагами над іншими методами та алгоритмами [1, 

2] є їх оптимальність в сенсі найкращих наближень і 

ненасиченість (алгоритм без насичення точності або 

алгоритм інтелектуального моделювання в термінах 

[4]). Це особливо важливо при необхідності уникнен-

ня явища вибуху похибок при розв’язуванні задач в 

неоднорідних середовищах на великих, та необмеже-

них  областях. У значній мірі цим вимогам задоволь-

няє апроксимаційний метод В.К. Дзядика, що відо-

бражено в багатьох його роботах та роботах його уч-

нів-послідовників у галузі обчислювальної та прик-

ладної математики [5–11, 15–17]. 

Метою роботи є конструювання та теоретичне 

обґрунтування високоточних чисельно-аналітичних 

алгоритмів аналізу моделей нестаціонарного потоку 

ґрунтових вод у складних гідрогеологічних умовах 

шляхом розв’язування початково-крайових задач у 

неоднорідних середовищах. 

МАТЕРІАЛ І РЕЗУЛЬТАТИ ДОСЛІДЖЕНЬ. 

Постановка задачі та моделі. 

За певних припущень стосовно гідрофізичних 

параметрів процесу, можна вважати, що коефіцієнти 

задачі  
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відповідного числа змінних,    x 0,x t D T . 

Математичну модель нестаціонарної дифузії рі-

дини в області ( , ) Tx t Q розглянемо у вигляді по-

чатково-крайових задач для двомірних рівнянь па-

раболічного типу 

1 2

1 1 2 2

1

( , ,  )   
( , )  ( , )

( , , )

x t u
k x u k x u

t x x x x

f x u t

    

    

   
     

   



  
(2)

 

 

де   ,  i = 1,2x i
 – вертикальна та горизонтальна ко-

ординати, x x x ( , )1 2
;   t  – час;   ( , )u x t  – гідравліч-

ний напір; 
1( , , )f x u t  – розподілені або зосереджені 

джерела чи стоки в області; ( , , )x t u  – об’ємна во-

логість ґрунту;  1` 2( , ), ,k x u k x u  – коефіцієнти воло-

гопровідності у напрямі координатних осей. 
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де
2 ( , , )f x u t ,  3` 4( , ), ,k x u k x u  – параметри аналогічно-

го змісту, як і у рівнянні (1). 

Рівняння (3) є рівняння нестаціонарної дифузії, 

що визначає зміну гідравлічного напору в області 

( , ) Tx t Q . 

Крайові умови    1,u x t t ,   

 

   2 1, , , ( )x t u t t   , x                   (4) 

 

Початкові умови    1,0u x x ,. 

 

   2 1, , , ( )x t u x x   , x G                  (5) 

 

де 2G R , – однозв'язна обмежена область, 

[0, ]I T , 
TQ G I  ; G I    . 

Задача (2)–(5) враховує як зміни об’ємної воло-

гості ненасиченої зони,  так і фільтрацію у ній (для 

більшості випадків у насиченій зоні можна вважати 

функції  ,x u  і  , , 1 4ik x u i    кусково-

сталими) [7]. 

З метою запобігання громіздких викладок, розг-

лянемо аналогічно [7] спрощену модель у вигляді 

початково-крайової задачі для параболічного рів-

няння в області ( , ) Tx t Q  
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де    x 0,x t D T . 

Крайові умови 

    ,u x t x .                   (7) 

Початкові умови  
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   ,0u x x , x D .             (8) 

 

Узагальненим розв’язком початково-крайової за-

дачі (6)–(8) називається функція  ,u x t H , яка 

для кожного   0x H   задовольняє наступним 

тотожностям: 
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де  0,t T  . 
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    1

0 2: , 1,2iH x W i     , 

де  1

2 iW   – простір функцій Соболєва, визначений 

на області i . 

Алгоритм. 

Запропонований алгоритм узагальнює алгорит-

ми, що були побудовані у роботах [5–9, 18, 19]. 

Введемо наближений узагальнений розв’язок. 

Розглянемо лінійну множину 0H  функцій  x  

з базисом   
1

n

i i
x


.  Наближений розв’язок шука-

ємо у вигляді 
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де   – деяка відома функції із 0H . 

Наближеним узагальненим розв’язком початко-

во-крайової задачі (6)–(8) називається функція 

 ,mnu x t , яка для   0x H   задовольняє то-

тожностям 
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R R


     

  
      


,   (12) 

де  0,t T  . 

 
 , Г

, 2 1 2 1mn kj kj i j

k j

x t
x t T T

h T
  



   
     

   
 , (13) 

де  

1) 
00

1

4
  , 

/ 00

1

2
k   , якщо 1k   і 1j  , 

та 1kj  , якщо 0kj  ; 

2)    : 2 1i iT s T s   – зміщені на  0,1  много-

члени Чебишева, а 2 1i

x
T

h

 
 

 
 та 2 1j

t
T

T

 
 

 
 – змі-

щені многочлени Чебишева, «пересаджені» відпові-

дно на сегменти  0,h  і  0,T ; 

3) через  1 2Г , , ,m n j j  позначена у координатній 

площині XOY  фігура, яка є  різницею двох прямо-

кутників:        1 2Г 0, x 0, \ 0, x 0,m j n j m n    

      1Г 1,0 ,..., ,0 ,..., 1, ,...m m j m n    

     1 1..., , , 0, 1 ,..., , 1 ,...m j n n m j n      

   2 1 2..., 0, ,..., ,n j m j n j   , та kj  – невідо-

мі коефіцієнти. 

Алгоритм побудови наближених розв’язків у ви-

гляді многочленів  ,mnu x t  операторного рівняння 

(12) подібний випадку звичайних лінійних диферен-

ціальних рівнянь з коефіцієнтами у вигляді многоч-

ленів (ЛДРМК). Він ґрунтується на апроксимацій-

ному методі В.К. Дзядика та алгоритмах, розробле-

них і апробованих комп’ютерною реалізацією.  

У рівняння (12) підставляємо значення 

 ,mnu x t  та  ,mn x t  у вигляді сум (11) і (13) з 

невизначеними коефіцієнтами 
ijc  і kl . Потім, після 

виконання операцій множення та інтегрування, при-

рівнюємо коефіцієнти при однакових членах 
i jx t  і 

в отриманій, таким чином, системі лінійних рівнянь 

визначаємо усі невідомі коефіцієнти 
ijc  через kl , а 

потім ці останні обчислюємо з отриманої для них 

системи лінійних рівнянь.  

Теоретичне обґрунтування алгоритму. 

Мають місце справедливі наступні твердження: 

Теорема 1.  

Існують скінчені числа  0 0,i ih H , 1, 2i   і 

 0 0

1 2,B B h h const   такі, що  00,i ih h     і 

довільних натуральних m  і n   таких, що 

0 0

1 2

1 1 B

m n h h
  , 

справедливі твердження: 

а) операторне рівняння (12) має розв’язок; 

б) у прямокутнику 0 0

1 20, x 0,h h          мають 

місце оцінки 

     
 ,, ,mn m n C

u x t u x t A m nE u


   , 

 0 0

1 2, 0A A h h const   .                   (14) 

Теорема 2.  

Якщо при деяких  0,i ih H , 1, 2i   і 

1m m , 1n n  операторне рівняння (12) має 

розв’язок, то на    1 20, x 0,h h  при вказаних m  і 

n  справедливі оцінки: 
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а)    
 ,

, ,mn kl kl

k l r

u x t u x t K  


   ,   

де  1 2,K K h h const  ; 

б) 

   
 

 

2
,1 2

1 2
2

,
,

, ,
lim 2

g h h

g

mn L

h hm n
m n L

u x y u x y

E u


 ;    

в) 

   
 

 

2
,1 2

1 2
2

,
,

, ,
lim 1

g h h

g

mn L

h hm n
m n L

u x y u x y

E u


 ,    

де  1 2,g h h  – чебишевська вага така, що 

 
 

 1 2

2

1 2

2

2 2
0 0

1 2

,
, : x

2 2
1 1 1 1

g h h

h h

L

x t
x t

x t

h h









 
    
       
    

 


1

2x dxdt . 

Результати обчислювальних експериментів. 

1. Нехай у області 1 2 ,    

    1 21,0 , 0,1      задано рівняння пара-

болічного типу (2), а на кінцях відрізка  1,1  зада-

ні умови Діріхле 

  1 21,u t e c   ,     21, 5u t t  , 

де 
1,     [ 1,0]

( , )
2,    [0,1]

x
k x t

x

 
 


, 

3

2 ,     [ 1,0]
( , )

40 2 ,    [0,1],   [0,1]

xe t x
f x t

x t x t

   
 

   

. 

У точці 0x    неоднорідні умови спряжен-

ня мають вигляд (9), де 1 0,5R  , 2 0,25R  , 

3 , 0,5  . 

Початкова умова має вигляд  

0 5

,     [ 1,0]
( )

2 2,    [0,1]

xe x
u x

x x x

  
 

  
. 

Класичний точний розв’язок задачі, що розгля-

дається, має вигляд  

 

2

5 2

,     [ 1,0]
( , )

2 2 ,    [0,1], 0,1

xe t x
u x t

x x t x t

   
 

    

. 

Ця початково-крайова задача була розв’язана чи-

сельно за допомогою запропонованого вище алгори-

тму. 

Тут використані, для кожного  0,1t , значен-

ня 0,125h  , 0,1  . У роботі [7] використову-

вався метод кінцевих елементів та різницева схема 

Кранка-Ніколсона [12–14]. 

Відносна похибка на кожному часовому шарі не 

перевищувала 10
-4

 %, де Tu  і nu  – відповідно точ-

ний і наближений розв’язок. 

2. Розв’язується операторне рівняння при 

2m n   на квадраті  
2

0,1/ 2D  . Знаходимо 

наближений поліноміальний розв’язок  

   2,2 , 0,000289 0,005290u x t x t      

   2 20,952230 0,518436 || ,x t x t u x t     

         2,2 , || 0,0043
C D

u x t  , 

де    , 1u x t csh x t   . 

ВИСНОВКИ. 

1. На основі апроксимаційного метода Дзяди-

ка В.К. сконструйовано та теоретично обґрунтовано 

високоточний алгоритм без насичення точності для 

аналізу моделей забруднення ґрунтових вод в скла-

дних гідрогеологічних умовах. 

2. Доведені теореми про існування розв’язків ві-

дповідних задач на основі запропонованого алгори-

тму у рівномірній квадратичній та соболєвській ме-

триках. Одержані оцінки похибок розв’язків в рів-

номірній і квадратичній метриках. 

3. Проведені обчислювальні експерименти на те-

стових задачах, які добре проілюстрували теоретич-

но прогнозовані властивості ненасичуваності та оп-

тимальності в сенсі найкращих наближень побудо-

ваного алгоритму.  

4. Дослідження були застосовані для побудови 

реальних математичних моделей забруднення ґрун-

тових вод в складних гідрогеологічних умовах аква-

торії Дніпровського басейну. Математична модель 

дозволить також визначити переважаючі напрями 

руху ґрунтових вод та об’єми можливого виносу 

забруднень із відстійників у р. Дніпро. 
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