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ВЛИЯНИЕ ТЕПЛОВОЙ АНИЗОТРОПИИ И ДВОЙНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ  

НА ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ СПЛОШНОГО БЕСКОНЕЧНОГО ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО 
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На основе приближенного метода решения краевых задач дважды нелинейной нестационарной теплопро-

водности, рассмотрено влияние тепловой анизотропии, термочувствительности материала и зонального лу-

чисто-конвективного теплообмена на распределение температурных полей по длине, в центре и поверхности 

цилиндра. Учёт зависимостей теплофизических характеристик материала от температуры, анизотропии и высо-

котемпературного теплообмена с окружающей средой приводит к большим математическим трудностям, что 

является причиной малого количества публикаций по приближенным аналитическим методам решения таких 

задач. На большом количестве числовых расчетов, графически показаны качественные изменения влияния тер-

мочувствительности, двойной нелинейности и тепловой анизотропии на распределение относительной темпе-

ратуры цилиндра в зависимости от времени, а также приведены приближенные значения времени, при которых 

процесс нагрева стабилизируется как по нелинейностям, так и анизотропиям.  
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НА ТЕМПЕРАТУРНЕ  ПОЛЕ СУЦІЛЬНОГО НЕСКІНЧЕННОГО ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОГО 
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На основі наближеного методу розв'язання крайових задач двічі нелінійної нестаціонарної теплопровідності, 

розглянуто вплив теплової анізотропії, термочутливості матеріалу і зонального конвективно-променевого теп-

лообміну на розподіл температурних полів за довжиною, в центрі та поверхні циліндра. Врахування залежності 

теплофізичних характеристик матеріалу від температури, анізотропії та високотемпературного теплообміну з 

навколишнім середовищем призводить до великих математичних труднощів, що є причиною малої кількості 

публікацій з наближених аналітичних методів розв’язання таких задач. На великій кількості числових розраху-

нків, графічно показані якісні зміни впливу термочутливості, подвійної нелінійності і теплової анізотропії на 

розподіл відносної температури циліндра в залежності від часу, а також наведені наближені значення часу, за 

якими процес нагріву стабілізується як за нелінійностями, так і анізотропіями. 

Ключові слова: теплопровідність, анізотропія, термочутливість, суперпозиція, перетворення Гудмена і Кір-

хгофа, ряди Фур'є. 

 

АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Среди расширен-

ной номенклатуры конструкционных материалов, 

успешно функционирующих в условиях высокотем-

пературного теплообмена, наряду с изотропными, 

широкое применение находят анизотропные мате-

риалы. В связи с этим возрастает роль приближен-

ных аналитических методов решения краевых задач 

нестационарной теплопроводности в дважды нели-

нейной постановке [1], с учетом анизотропии мате-

риала. Это позволяет получить более точное реше-

ние удобное для оценки теплового режима твердого 

тела, выделить превалирующие факторы теплооб-

мена и использовать полученные результаты для 

последующего анализа термонапряженного состоя-

ния тела. При решении задач теплопроводности 

анизотропных и изотропных тел, различные типы 

нелинейностей учитывались в работах [2–11], одна-

ко, среди них незначительная часть работ решалась 

в дважды нелинейной постановке, с последующим 

анализом влияния нелинейностей и анизотропии на 

распределение относительной температуры. 

Актуальность решаемой задачи состоит в том, 

что, разработка приближенного аналитического ме-

тода, позволяет наиболее полно и адекватно учиты-

вать свойства материала, анизотропию и высоко-

температурный теплообмен с окружающей средой.  

Целью исследования является установление ко-

личественного и качественного влияния двойной 

нелинейности и анизотропии на характер распреде-

ления температурных полей в цилиндре при различ-

ных значениях критерия Фурье.  
МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВА-

НИЙ. Рассмотрим сплошной трансверсально-изо-
тропный бесконечный цилиндр радиуса R, имеющий 
нулевую начальную температуру, ось которого со-
вмещена с осью цилиндрической системы коорди-

нат (r, , z). По поверхности (r = R), цилиндр осе-
симметрично и зонально нагревается лучисто-
конвективной средой, с постоянной температурой 

cT , двумя способами: 
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где H  функция Хевисайда по времени и по оси, 

d  половина длины центральной зоны, 
id  поло-

вина длины зоны, отстоящей от начала координат на 

расстоянии .ig  

Нестационарное температурное поле в цилиндре 
может быть определено из решения следующей 
краевой задачи, записанной в размерном виде: 
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
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â ,( 1, 2i  )● (1) 

где ○ и ●    начало  и  конец   группы   соотношений; 

0  
â

приведенный коэффициент теплообмена 

излучением;   степень черноты; 
0  постоянная 

Стефана-Больцмана;   коэффициент теплоотдачи. 

Преобразуем поставленную задачу (1) к сле-
дующему безразмерному виду относитель-

но ( , , ) ( , , ) cFo T r z t T    : 
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где теплофизические характеристики представлены 
в виде произведения двух множителей  
 

0( ) ( )r r rT    , 0( ) ( ),z z zT    0( ) ( )v v vC T C C   

 

из которых первый с индексом «нуль» имеет раз-
мерность и не изменяется, а второй, обозначенный 
звездочкой, безразмерный и является функцией от-

носительной температуры  ;  
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Вводя в (2) преобразования Гудмэна и Кирхгофа 
[1; 2] 

○
0

( ) ( )vA C d


      , 
0

( ) ( )r rB d

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0

( ) ( )z zB d

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с помощью равенств ,( ) ( ), vFo FoA C   ,  

, ,( ) ( )r rB      ,  , ,( ) ( )z zB       преобразуем 

(2) к следующему эквивалентному виду: 
 

○ 1 2

, , , ,( ) ( ) ( ) ( )Fo r r zA B B B           ;    

0
( , , ) 0

Fo
Fo  


 ; , 0

0 



 ;    , 0

0; 



  

,, 0, ;      4

,
1

( ) ( )rB Bi Sk


  


      
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В (4) функции (3) и 
( )m ( 1, 4)m   непрерывны и 

удовлетворяют условиям Дирихле [1; 2] на априор-

но выбранном интервале (0, )P  (
P пока неопре-

деленная постоянная), а, следовательно, их можно 
представить в виде следующих сходящихся рядов 
Фурье по синусам: 
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С учетом (5), (6) и разложения экспоненты 
xe  в 

ряд Маклорена при 1x  , т. е. 
1

1
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перепишем в виде: 
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Применяя к (9) обобщенный принцип суперпози-
ции [1], получим совокупность следующих линеаризо-

ванных задач теплопроводности относительно 
( )k : 
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где  
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○ , ,k k k r k kFo Fo b a       
2 2( ) ,k z k r kb b    

 4 (1)( , ) ( , ) ( ( 1))!,k i i k r kM Bi Fo Sk Fo e b k          

(1) (4)( ) ,k k k r kBi Bi Sk b          ( 1,2,...).k    ●     (11) 

Решая (10) аналогично [2], получим окончатель-

ные решения для случаев тепловых воздействий I, II 

и частного случая II при 1N  : 
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Значение P  определяется из условия, что отно-

сительная температура цилиндра, полученная из 

решения задачи, при заданных значениях  ,   и 

Fo , принимает значение .P  Поэтому 
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деляется из уравнений 

 0

1 0

2 sin cos
;

( )

k

P k

k k

I pp p
D d p

p U p

  









        (15) 

 

 0

1 0

2 sin cos

( )

k

P k

k k

I pp p
D d p

p U p

  








 
 


   

0

sin cos cos
2

p p p

p

  


 
 0

.
( )

k

k

I p
d p

U p

  



      (16) 

В дальнейшем числовые расчеты проделаны для 

решений (12) и (14) в среде MATLAB [12], с исполь-

зованием алгоритма [2].  

Результаты вычислений по определению темпе-

ратурного поля трансверсально-изотропного цилин-

дра, изготовленного из графита, проанализированы 

для случаев I и II (N=1), с тремя случаями зависимо-

стей теплофизических характеристик материала от 

температуры: ,A B   трансверсально-изотропный 

цилиндр; C   изотропный цилиндр, и значениями 

входных числовых параметров: 

2

0 1 2
. ( ) ,r rr r

A T T T         где 0 261,35,r    

1 2
0,3452, 0,0001727;r r

     

2

0 1 2
( ) ,z zz z
T T T         где 0 342, 41,z    

1 2
0, 48267, 0,0002454,z z

      1,145;K    

2

0 1 2
. ( ) ,r rr r

B T T T         где 0 342, 41,r    

1 2
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     
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0 1 2
( ) ,z zz z
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1 2
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      0,874;K   

2

0 1 2
. ( ) ,r rr r

C T T T         где 0 261,35,r    

1 2
0,3452, 0,0001727;r r

     

2

0 1 2
( ) ,z zz z
T T T         где 0 261,35,z    

1 2
0,3452, 0,0001727;z z

       1;K   

2

0 1 2
( ) ,

v v c c
C T C T T     где 0 1647002,vC   

1 2
, 2,5538;5333,6c c

     

0,3 ; 0,5; 1,5; 0,85.R ì        

Было выбрано максимальное значение коэффи-

циента теплоотдачи в газе 500   при вынужден-

ной конвекции, для которого критерии Био имеют 

значения: 0, 574;CABi Bi   0, 438,BBi   а также 

температура среды 1880cT C , для которой крите-

рии Старка имеют значения: 

0, 3676;CASk Sk  0, 2806.BSk   Для расчета из-

менения относительной температуры во времени в 

секундах, было выбрано три значения, для которых 

приведены соответствующие критерии Фурье:  

1 60,T    0,106,CAFo Fo    0,14;BFo   

2 480,T    0,85,CAFo Fo    1,11;BFo   

3 3600,T    6, 37,CAFo Fo    8,316.BFo   
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На приведенных ниже графиках введены такие 

обозначения для параметров и линий: 

;TET  ;Ro   eta; 1   пунктирная линия 

обозначает линейное решение; 2   штрихпунктир-

ная, обозначает нелинейность 1-го рода; 3   сплош-

ная, обозначает решение с двойной нелинейностью. 

На рис. 1, 2, 3 и 4 показаны осевые влияния ли-

нейности, нелинейности 1-го рода, двойной нели-

нейности, анизотропии и изотропии на распределе-

ние относительной температуры при 0   и 1  , 

в зависимости от времени. Влияние нелинейностей 

и анизотропий для двойной нелинейности, анализи-

руются в зоне нагрева по направлению снизу вверх. 

На рисунке 1 видно, что при 0   влияние не-

линейностей, для всех анизотропий, идет по направ-

лению (3 2 1), а влияние анизотропий для двой-

ной нелинейности незначительно.  
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Рисунок 1 Зависимость относительной  

температуры по длине, в центре трансверсально-

изотропного цилиндра при значении 1T  

 

На рис. 2 показаны также графики рис. 1 при 

0   в масштабе рис. 2. При 1   влияние нели-

нейностей идет по направлению (2 1 3), т. е. ка-

чественно меняется по сравнению с осью цилиндра, 

а анизотропий   (А С В). 
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Рисунок 2 Зависимость относительной  

температуры по длине, в центре и поверхности 

трансверсально-изотропного цилиндра  

при значении 1T  

 

На рис. 3 при 0   влияние нелинейностей идет 

по направлению (2 3 1), анизотропий   

(А С В), а при 1   влияние нелинейностей   

(1 2 3), анизотропий   (В А С). В этом случае 

имеет место качественный переход нагрева от оси к 

поверхности цилиндра как по нелинейностям, так и 

анизотропиям. 
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Рисунок 3 Зависимость относительной  

температуры по длине, в центре и поверхности 

трансверсально-изотропного цилиндра  

при значении 2T  

 

На рис. 4 при 0   влияние нелинейностей идет 

по направлению (1 2 3), анизотропий   

(А С В). При 1   будет такое же влияние не-

линейностей и анизотропий, т. е. процесс нагрева 

стабилизируется.  
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Рисунок 4 Зависимость относительной  

температуры по длине, в центре и поверхности 

трансверсально-изотропного цилиндра  

при значении 3T  

 

Из анализа рис. 3 и 4 можно сделать вывод, что 

существует такое значение времени, начиная с  ко-

торого процесс нагрева стабилизируется и для 

0  . В результате числового анализа, начиная с 

времени 1725t  сек. происходит качественное из-

менение нагрева оси цилиндра, как показано на  

рис. 5. 
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Рисунок 5 Качественное изменение относительной 

температуры нагрева оси цилиндра в зависимости 

 от времени при 0,5   и 1,5   

 

На рис. 6 и 7, для случая II при 1N   

( 0,5; 1,5)   , показаны осевые влияния ли-

нейности, нелинейности 1-го рода, двойной нели-

нейности, анизотропии и изотропии на распределе-

ние относительной температуры при 0   и 1  , 

в зависимости от времени.  

На рис. 6 видно, что при 0   влияние нели-

нейностей, для всех анизотропий, идет по направ-

лению (2 3 1), а влияние анизотропий для двой-

ной нелинейности (А С В). При 1   влияние 

нелинейностей   (2 1 3), а анизотропий   

(В А С), т. е. процесс нагрева качественно меня-

ется как по нелинейностям, так и по анизотропиям. 
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Рисунок 6 Зависимость относительной  

температуры по длине, в центре и поверхности 

трансверсально-изотропного цилиндра,  

для нагрева II при значении 2T  

 

На рис. 7 видно, что процесс нагрева стабилизи-

руется и имеет одинаковое влияние на оси и по-

верхности цилиндра как по нелинейностям, так и 

анизотропиям, т. е. (1 2 3) и (А С В). Прибли-

женное значение времени 3400t   и соответст-

вующие графики, при котором процесс нагрева ста-

билизируется как на оси, так и в центре цилиндра, 

показаны на рис. 8. 
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Рисунок 7 Зависимость относительной  

температуры по длине, в центре и поверхности 

трансверсально-изотропного цилиндра,  

для нагрева II при значении 3T  
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Рисунок 8 Качественное изменение относительной 

температуры нагрева оси цилиндра в зависимости 

 от времени, для нагрева II 

 

ВЫВОДЫ. 1. Для времени Т1, одной централь-

ной зоны нагрева и 0  , влияние анизотропий на 

распределение относительной температуры   для 

двойной нелинейности незначительно. При перехо-

де от 0   к 1   качественно меняется влияние 

нелинейностей с (3 2 1) на (2 1 3), а влияние 

анизотропий сохраняется неизменным (А С В).  

2. При возрастании времени до Т2 качественно 

меняется влияние как нелинейностей от центра 

(2 3 1) до поверхности (1  2  3) цилиндра, так и 

анизотропий от (А С В) (А и С в центре теплово-

го воздействия почти совпадают) до (В А С). 

3. При возрастании времени до Т3 процесс на-

грева стабилизируется как по нелинейностям 

(1 2 3), так и по анизотропиям (А С В), при-

чем, стабилизация нагрева происходит приближенно 

при 1900t  . 

4. Для случая температурного воздействия II при 

1N   и времени Т2, качественно меняется влияние 

нагрева как по нелинейностям с (2 3 1) в центре 

на (2 1 3) поверхности цилиндра, так и анизотро-

пиям с (А С В) в центре на (В А С) поверхно-

сти цилиндра.  
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5. При изменении   в рассматриваемом диапа-

зоне, максимальная амплитуда колебаний   для 

0   незначительна, а при 1  , для всех анизо-

тропий, существенно увеличивается и приближенно 

составляет 0,35 для двойной нелинейности. 

6. При дальнейшем увеличении времени до Т3 

процесс нагрева стабилизируется как по нелинейно-

стям (1 2 3), так и анизотропиям (А С В), при-

чем, стабилизация нагрева происходит приближенно 

при 3400t  . Максимальная амплитуда колебаний 

относительной температуры   поверхности цилин-

дра при Т3 приближенно составляет 0,26 для двой-

ной нелинейности.  

Дальнейшие исследования будут направлены на 

исследования влияния нелинейностей и анизотро-

пий для полубесконечного сплошного цилиндра при 

зональном высокотемпературном теплообмене.  
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INFLUENCE OF THE THERMAL ANISOTROPY AND DOUBLE NONLINEARITY  

ON A TEMPERATURE FIELD OF THE SOLID INFINITE  

TRANSVERSALY ISOTROPIC CYLINDER  
Y. Zaytsev 
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vul. Dobrovolsky, 1, Kirovohrad, 25005, Ukraine. E-mail: zaytsev-knu@mail.ru 

Purpose. Among the expanded nomenclature of compositional materials that effectively work in conditions of high-

temperature heat exchange, non-isotropic materials that work in a wide spectrum of temperatures are extensively used 

along with isotropic materials. In this regard, the role of approximate analytical methods for solving boundary value 

problems of the transient heat conduction in a double nonlinear arrangement, with account of the material anisotropy, is 

increasing. This allows obtaining more precise solution, convenient for a solid body temperature regime assessment, 

and deducing heat exchange prevailing factors. Methodology. Initially to the original problem, transformed to the di-

mensionless form, Goodman and Kirchhoff transformation should be applied, then, the relative temperature and its 

functions are expanded according the sines on the priori interval. Further on, the principle of superposition is applied, 

following which the initial setting is transformed in totality of linearized problems. Linear problems can be solved by 
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integral transformation method, after which they are summarized. The upper boundary of priori interval is defined ac-

cording to the condition, that the relative temperature, derived from the problem solution, at the problem values ρ, η and 

F0 →∞, possesses value of the priori interval upper boundary. Originality. Thermal anisotropy, material 

thermosensitivity and double nonlinearity quality effects on the relative temperature distribution along the axis in the 

center and on the cylinder’s surface have been ascertained based on a large amount of numerical computations, for two 

cases of zonal heat effect, in a wide range of Fourier’s criteria. Practical value. The developed method allows more 

complete and adequate accounting for anisotropy, material properties and high-temperature heat exchange with the en-

vironment when determining temperature fields of the structural elements that work in a wide spectrum of temperatures. 

In addition, this method allows utilizing it in the function of finding trial solutions during complex structural elements 

computations. References 12, figures 8. 

Key words: heat conduction, anisotropy, thermosensitivity, superimposition, Goodman and Kirchhoff transfor-

mations, Fourier series. 
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