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Широкое применение в различных отраслях промышленности вибрационных машин зарезонансного типа 

привело к необходимости исследования и изучения основного недостатка рассматриваемых виброустановок – 

прохождения резонансной зоны, а также нестационарных процессов, возникающих при этом. С целью упроще-

ния исследований рассмотрена математическая модель электрического аналога вибрационной машины – после-

довательного резонансного RLC -контура при изменении во времени частоты напряжения питания. Получены 

кривые мощности до и после прохождения резонансной зоны при увеличении и уменьшении частоты. Показано 

влияние темпа нарастания напряжения и частоты питания на максимальное и минимальное значение мощности 

при прохождении резонансной зоны. Установлено, что в дорезонансный период, как и в зарезонансный, частота 

тока меньше частоты напряжения, что является причиной перехода активной мощности в сети питания через 

нуль, вследствие чего после накопления энергии в дорезонансный период наблюдается ее генерирование в ис-

точник питания. 
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нестационарные процессы. 
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В. Ю. Ноженко, Д. Й. Родькін, В. В. Ченчевой 
Кременчуцький національний університет імені Михайла Остроградського 

вул. Першотравнева, 20, м. Кременчук, 39600, Україна. Е-mail: viktoriya_nozhenko@mail.ru 

Широке застосування в різних галузях промисловості вібраційних машин зарезонансного типу призвело до 

необхідності дослідження й вивчення основного недоліку розглянутих віброустановок – проходження резонан-

сної зони, а також нестаціонарних процесів, які при цьому виникають. З метою спрощення досліджень розгля-

нуто математичну модель електричного аналога вібраційної машини – послідовного резонансного  

RLC -контуру при зміні в часі частоти напруги живлення. Отримано криві потужності до і після проходження 

резонансної зони при збільшенні та зменшенні частоти. Показано вплив темпу наростання напруги й частоти 

живлення на максимальне та мінімальне значення потужності при проходженні резонансної зони. Установлено, 

що в дорезонансний період, як і в зарезонансний, частота струму менша за частоту напруги, що є причиною 

переходу активної потужності в мережі живлення через нуль, унаслідок чого після накопичення енергії в доре-

зонансний період спостерігається її генерування в джерело живлення. 

Ключові слова: вібраційна машина, послідовний резонансний контур, зарезонансний режим, нестаціонарні 

процеси. 

 

АКТУАЛЬНОСТЬ РАБОТЫ. Разнообразная 

вибрационная техника и технологии на ее базе ши-

роко используются в различных отраслях промыш-

ленности и определяют техническое совершенство 

систем управления и регулирования установками, 

процессами и комплексами. Применение вибраци-

онной техники позволяет существенно упростить 

конструкцию рабочих машин, повысить их управ-

ляемость, снизить металлоемкость и энергопотреб-

ление, поэтому возможности вибрационной техники 

далеко не исчерпаны и определяют одно из направ-

лений развития современных машин и технологий 

[1–5]. 

В основе вибрационной техники находится ис-

пользование сил и моментов, возникающих в эле-

ментах конструкции самого разнообразного меха-

нического и технологического предназначения.  

Расширение области применения вибротехники 

способствовало созданию различных видов вибро-

установок, основное отличие которых заключается в 

конструктивных особенностях устройств возбужде-

ния вибраций. При этом наиболее простыми уста-

новками являются те, у которых возбуждение виб-

раций осуществляется с помощью механического 

дебаланса [2]. 

Общим для разнообразных виброустановок явля-

ется то, что в математическом отношении все они 

описываются одинаковыми математическими зави-

симостями – дифференциальными уравнениями, 

хотя в их конструкции используются разные мате-

риалы, различна и природа кинематического и тех-

нического взаимодействия [1, 6]. Эта общность в 

части математического описания позволяет выявить 

и оценить важность наиболее характерных процес-

сов при работе виброустановок как в неустановив-

шихся режимах, так и при регулировании техноло-

гических параметров в так называемых квазиста-

ционарных режимах. 

Многочисленными исследованиями ряда авторов 

доказано то, что в основе разнообразных процессов, 

протекающих в вибрационных системах, происхо-

дят одни и те же энергетические процессы, харак-

терные для колебательных систем любого вида, в 

частности, для электротехнических устройств, наи-

более полно исследованных в радиотехнике, преоб-

разовательных системах, электромеханике. Именно 

по этой причине для различных вибрационных  

устройств в качестве аналогов используют извест-

ные в электротехнике колебательные системы раз-

ного применения и технического исполнения. При 

анализе вибросистем с помощью электрического 

аналога, как правило, пользуются структурой и со-
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ответствующим математическим аппаратом для по-

следовательного резонансного RLC -контура ввиду 

некоторых преимуществ его по сравнению с парал-

лельным [6, 7].  

Теория процессов в последовательном резонанс-

ном контуре разработана достаточно хорошо для 

стационарных и переходных режимов применитель-

но к цепям постоянного и переменного тока в пред-

положении постоянства как параметров контура, так 

и параметров источника питания. Эти режимы в 

конечном итоге составляют теорию стационарных 

режимов классического последовательного резо-

нансного контура.  

Следует отметить, что на данный момент слабо 

изученным является вопрос анализа нестационар-

ных процессов в последовательном резонансном 

контуре, которые наблюдаются при изменении час-

тоты напряжения, прилагаемого к контуру, что ха-

рактерно для разгона вибрационных систем, в част-

ности, прохождения частоты резонанса в вибраци-

онных машинах (ВМ) зарезонансного типа [8, 9].  

Целью работы является исследование и анализ 

нестационарных процессов, возникающих при про-

хождении точки резонанса в электрическом после-

довательном резонансном контуре. 

МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ. 

Решение уравнений, описывающих нестационарные 

процессы, не имеет приемлемого аналитического 

описания ввиду того, что даже простейшие зависи-

мости для полного сопротивления последовательно-

го резонансного контура включают в себя времен-

ные функции частоты источника питания и его на-

пряжения [7, 10]. При этом даже понятие сопротив-

ления резонансного контура теряет четкий физиче-

ский смысл. Указанный параметр легко определяет-

ся по известным зависимостям только в предполо-

жении постоянства амплитуды и частоты напряже-

ния питания, т.е. в стационарных режимах [11]:  
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где R  – сопротивление;   – частота источника пи-

тания; L  – индуктивность; C  – емкость резонанс-

ного контура. 

Действующее значение тока в резонансном кон-

туре: 
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где U  – действующее значение напряжения питания.  

Временная зависимость тока контура: 
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где   – угол сдвига между напряжением и током: 

R
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Активная и реактивная мощности контура: 
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На рис. 1 представлены зависимости параметров 

последовательного резонансного контура от часто-

ты: тока  I , активной мощности  P , реактив-

ной мощности  Q , а также угла сдвига   . Эти 

зависимости относятся к стационарному режиму 

контура, когда для каждой частоты  , являющейся 

постоянной (не меняющейся во времени величи-

ной), в соответствии с приведенными выше зависи-

мостями, получены значения iP , iQ , i , iI . На  

рис. 1 представлены также векторные диаграммы 

напряжения U , тока  I  и углов сдвига i  для 

дорезонансного (квадрант «а») и зарезонансного 

(квадрант «б») режимов. При резонансе ( ri  ) 

фазовый сдвиг тока относительно напряжения равен 

нулю, т.е. направления векторов тока и напряжения 

совпадают. 
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Рисунок 1 – Диаграммы тока, мощности 

и угла сдвига последовательного резонансного 

контура в стационарном режиме 
 

Баланс напряжения в стационарном режиме 

( const ) имеет вид: 

   
 

 

     ,
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где  tIm  – амплитудное значение тока в цепи; 

 tUR ,  tUL ,  tUC  – напряжение на активном со-

противлении, на индуктивности, на емкости, соответ-

ственно. 

Мгновенная мощность в цепи: 

             

  ,
2

RtI
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m

mCmLm




     (8) 

или в более простой форме записи: 

       tPtPtPtP RCL  ,         (9) 
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где  tPL ,  tPC ,  tPR  – мгновенная мощность на 

индуктивности, емкости, активном сопротивлении, 

соответственно. 

Последнее выражение определяет уравнение ба-

ланса мгновенной мощности источника питания и 

контура в стационарном режиме, для которого спра-

ведливы следующие свойства: 

– при синусоидальном напряжении питания ток в 

контуре синусоидален и определяется напряжением 

питания, его частотой и значениями емкости и ин-

дуктивности; 

– при переменном периодическом несинусои-

дальном напряжении питания ток в цепи несину-

соидален, причем каждая гармоника nI  его опреде-

ляется независимо от других так же, как и в линей-

ной цепи, т.е. зависит от амплитуды напряжения n-

ной гармоники, значений емкости и индуктивности: 

2
2 1















nC
nLR

U
I n

n ,       (10) 

где n  – номер гармоники; nU  – напряжение n-ной 

гармоники. Резонанс в цепи может иметь место для 

каждой из гармоник напряжения независимо от ос-

тальных [7, 10]. 

В стационарном режиме энергетический процесс 

характеризуется энергией электромагнитного поля 

индуктивности и энергией электростатического по-

ля конденсатора, которые равны: 

2

2
m

L

I
LW  ;    

2

2
c

C

U
СW  ,              (11) 

где cU  – напряжение на конденсаторе. 

Характерно при этом, что в стационарном режи-

ме запасенная энергия не проявляет себя, т.е. сумма 

LW  и СW  является величиной постоянной. Для ана-

лиза представим LW  и СW  таким образом: 

i
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где LiX , CiX  – сопротивления индуктивности и 

емкости на і-й частоте, соответственно; miI  – мак-

симальное значение тока на і-й частоте. 

Из приведенных выражений следует, что макси-

мальные значения запасаемой энергии в индуктив-

ности и емкости соответствуют резонансной часто-

те, когда их значения не только максимальны, но и 

равны друг другу. 

Нестационарные режимы существенно отлича-

ются от стационарных и имеют место только тогда, 

когда изменяется во времени частота напряжения 

питания в соответствии с той или иной функцио-

нальной зависимостью, причем диапазон изменения 

как частоты, так и напряжения может быть доста-

точно существенным, например таким, при котором 

на интересующем интервале времени происходит 

переход через резонансную зону. Как показывает 

анализ литературных источников [2, 8, 9, 12], это 

наиболее ответственный и важный режим в работе 

зарезонансных ВМ. При этом в [12] автор указывает 

на сложность математического описания процессов, 

происходящих при переходе резонанса. Значение 

максимума тока при прохождении резонанса с уве-

личением частоты наблюдается не в момент совпа-

дения частоты напряжения питания с собственной 

частотой резонансного контура, а позже, т.е. макси-

мум амплитуды тока при разгоне системы смещает-

ся в сторону больших частот, а при снижении часто-

ты питания – в сторону меньших частот. Характерно 

при этом, что смещение максимума увеличивается с 

увеличением скорости изменения частоты питания. 

Максимальная амплитуда нестационарных колеба-

ний всегда меньше амплитуды стационарных коле-

баний при разгоне контура, и она уменьшается с 

увеличением скорости прохождения через резо-

нансную зону.  

Указанные явления не являются причиной появ-

ления каких-то нелинейных характеристик или 

свойств в контуре, который, как следует из изло-

женного выше, включает линейные элементы R , L , 

C . Причина указанных явлений носит другой, чисто 

энергетический характер, ранее не затрагивавшийся 

исследователями. Существующие методы анализа 

процессов в последовательном резонансном контуре 

не дают полной картины явления вследствие того, 

что базируются на предположении о медленности 

изменения амплитуды и частоты. При этом для 

оценки медленности изменения частоты и использу-

ется отношение скорости нарастания частоты 
dt

d
 к 

квадрату частоты в резонансной зоне, т.е. 

012 ,
dt

d


 
. Результаты, получаемые при этом, 

как правило, получаются достаточно противоречи-

выми [12].  

Описанные явления, происходящие при неста-

ционарном режиме, проявляются не только в зави-

симости от скорости изменения частоты, но и от 

добротности последовательного резонансного кон-

тура. С уменьшением добротности отмеченные яв-

ления менее выражены. 

Для исследования процессов в резонансном кон-

туре могут быть полезны векторные диаграммы для 

дорезонансного, резонансного и зарезонансного ре-

жимов, хотя следует иметь в виду, что векторы на-

пряжения и тока имеют меняющие частоты. На осно-

вании векторных диаграмм (рис. 2) можно получить 

достаточно понятные представления о процессах.  

Векторные суммы, представленные на  

рис. 2,a,б,г, определяют уравнения электрического 

равновесия в стационарных режимах, для которых 

характерна неизменяемость энергии, запасенной в 

емкости и индуктивности. В нестационарных режи-

мах (рис. 2,в,д) векторные диаграммы не следует 

считать такими же информативными, как в стацио-

нарных, вследствие того, что напряжение и частота 

изменяются от периода к периоду. Как будет пока-

зано ниже, параметры, входящие в схему, изменя-

ются во времени, причем частота тока как в дорезо-

нансном режиме, так и в зарезонансном не совпада-

ет с частотой питающего напряжения. Другими сло-

вами, векторы напряжения и тока перемещаются 

друг относительно друга. Несмотря на указанный 
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факт, использование векторных диаграмм позволяет 

с качественной стороны рассматривать энергопро-

цессы в контуре. Как следует из рис. 2,в,д, вектор-

ные суммы в контуре включают ЭДС E , которая 

суммируется или вычитается от напряжения сети. 

Так, при увеличении частоты ЭДС E  снижает ре-

зультирующее напряжение в контуре до точки резо-

нанса и увеличивает его в зарезонансной зоне. Это 

напряжение имеет непосредственную связь как с 

процессами накопления энергии в реактивностях 

резонансного контура, так и с уменьшением ее. 
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Рисунок 2 – Векторные диаграммы последовательного резонансного контура в стационарных (a, б, в)  

и нестационарных режимах (г, д) 

 

В ранее выполненных исследованиях ряда авто-

ров отсутствует анализ энергетической стороны 

процесса прохождения через резонанс. При этом 

известно, что во время резонанса ток в последова-

тельном резонансном контуре теоретически дости-

гает своего максимума, вследствие чего достигает 

своего максимума и энергия, запасенная в контуре. 

После достижения максимума ток в резонансном 

контуре должен резко снижаться и фактически вся 

запасенная энергия должна рассеяться то ли на ак-

тивном сопротивлении, то ли возвратиться в источ-

ник. Первая часть этого условия очевидна и, следо-

вательно, процесс рассеяния энергии будет иметь 

всегда место, если ток в цепи не равен нулю. 

Возвращение энергии в сеть – вопрос более 

сложный и означает, что произведение    tItU  за 

точкой резонанса должно быть меньше нуля. Здесь 

следует отметить невозможность передачи энергии 

в сеть с помощью какого-то устройства, а также то 

обстоятельство, что контур становится источником 

энергии, т.е. способен генерировать энергию. Эта 

возможность появляется вследствие того, что при 

работе в дорезонансном и в зарезонансном режимах 

из-за изменения фазы между напряжением и током 

контура мгновенная частота тока оказывается не 

равной частоте источника питания. 

Это видно из того обстоятельства, что фазовый 

угол напряжения при известном законе изменения 

частоты  dttf)t(u  2 , где  tf  – зависимость 

частоты источника питания от времени. Фазовый 

угол тока изменяется в соответствии с зависимо-

стью  tf  и меняющимся с изменением частоты 

углом: 
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     tdttft ii 


  2
2 ,      (13) 

где  ti  – угол сдвига между напряжением и то-

ком. 

Частота изменения напряжения: 

 
 

     u
u

tu tfdttf
dt

d

dt

td



  22 .      (14) 

Частота тока в контуре: 

 
 

 
 

iu
ii

ti
dt

td
tf

dt

td






  2 ,  (15) 

где u  – мгновенная частота напряжения;  

i  – приращение мгновенной частоты тока. 

При исследовании для упрощения принят закон 

изменения угла i  пропорциональным изменению 

частоты напряжения с целью упрощения анализа. Из 

(13) и (15) следует, что при увеличении частоты на-

пряжения частота тока меньше соответствующего 

значения для напряжения. 

Очевидно, что в зарезонансной зоне ток умень-

шается, при этом фазовый угол ( i ) растет до 
2


, а 

частота тока, как и в предыдущем случае, будет 

меньше частоты напряжения. Это обстоятельство 

является основной причиной интенсивного роста 

тока и мощности при подходе к резонансу и соот-

ветствующего уменьшения тока и мощности в заре-

зонансной зоне.  

Режим рекуперации связан с тем, что накоплен-

ная энергия в реактивных элементах рассеивается на 

сопротивлениях и частично возвращаться в сеть. 

При этом чем с большей скоростью осуществляется 

переход через точку резонанса, тем большее значе-

ние активной мощности возвращается в сеть в заре-

зонансной зоне. Естественно, что с ростом доброт-

ности контура будет увеличиваться максимальное 

значение мощности, рекуперируемой в сеть. Ска-

занное можно иллюстрировать таким примером: 

мощность двух сигналов с различными частотами 

будет состоять из разночастотных компонент мгно-

венной мощности, периодически меняющих свой 

знак. В анализируемом случае процесс происходит 

на достаточно малом интервале времени, включаю-

щем несколько периодов напряжения сети. Рассмот-

ренный процесс иллюстрируется кривыми напряже-

ния  tU , тока  tI
 
и мощности

 
 tP  (рис. 3), полу-

ченными в ходе моделирования последовательного 

резонансного контура – аналога зарезонансной ВМ с 

дебалансными вибровозбудителями [9]. Параметры 

эквивалентного последовательного резонансного 

контура: 9000L  Гн; 
910886,7 C  Ф; 30600R  

Ом. Данные параметры соответствуют реальным 

параметрам ВМ: масса ВМ 9000plm  кг; коэффи-

циент жесткости опор 
8102681  ,c  Н/м; коэффици-

ент демпфирования 30600b  Нс/м. 

На рис. 3 обозначено: 1t  – время достижения ре-

зонансной частоты при ее росте; t  – время запазды-

вания максимума мощности и тока; nt  – время, в те-

чение которого мощность изменяется от максималь-

ного значения maxP  до минимального minP  и состав-

ляет всего два периода переменного напряжения. 
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Рисунок 3 – Кривые напряжения  tU  (а),  

тока  tI  (б) и мощности  tP  (в) последовательного 

резонансного контура при прохождении  

резонансной зоны при увеличении частоты 
 

Исследования влияния скорости изменения час-

тоты на maxP  и minP  позволяет установить некото-

рые закономерности, в частности то, что рост скоро-

сти изменения частоты приводит к существенному 

снижению maxP  и увеличению по абсолютной вели-

чине minP , при этом maxP  монотонно возрастает по 

мере роста параметра, характеризующего скорость 

изменения частоты pt , достигая значения, харак-

терного для стационарного режима резонансного 

контура 
cmaxP . 

Характерно при этом то, что при приемлемых 

значениях скорости нарастания частоты максималь-

ное значение maxP  снижается достаточно интенсив-

но. В нашем примере maxP  снижается более чем в 

четыре раза, что, несомненно, является важным вы-

водом, характеризующим эффективность снижения 

максимальной мощности при разгоне конкретной 

технологической установки. При этом скорость из-

менения частоты следует определять как отношение 

p

nom

t


, где nom  – некоторое постоянное значение 
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частоты, например, номинальной частоты питания 

двигателей ВМ; pt  – время нарастания частоты. 

Указанное снижение максимума maxP  для рассмат-

риваемого примера имеет место при 31,t p   с. 

Кривая зависимости  pmin tP  (рис. 4) характерна 

тем, что по мере снижения темпа роста частоты зна-

чение minP  постепенно растет, достигает максимума, 

и в дальнейшем уменьшается из-за уменьшения запа-

сенной энергии в реактивных элементах контура.  

 

0
80 160 240 320 400

4 10
5



2 10
5



2 10
5



4 10
5



6 10
5



tp, c

P, Вт

Pmin

Pmax

Pmax c

 

Рисунок 4 – Зависимость максимального 

и минимального значений мощности от времени 

нарастания частоты при прохождении  

резонансной зоны  

 

На рис. 5 представлены кривые, характеризую-

щие процесс прохождения резонансной зоны при 

уменьшении частоты от некоторого значения 

r  до r . Процесс практически не отлича-

ется от того, который имеет место при прохождении 

резонансной зоны при увеличении частоты (рис. 3). 

Это объясняется тем, что по мере приближения к 

резонансной зоне энергия, запасенная в конденсато-

ре, которая по величине больше, чем в индуктивно-

сти, постепенно уменьшается с приближением к 

резонансной зоне, компенсируя увеличение энергии 

в индуктивности. Процесс прохождения резонанс-

ной частоты при этом сопровождается резким воз-

растанием мощности, генерируемой в источник пи-

тания контура. Отличием этого процесса от того, 

который имеет место при прохождении резонанса с 

увеличением частоты, заключается в том, что мак-

симум мощности наблюдается при частоте, мень-

шей, чем резонансная.  

В электромеханических системах прохождение 

резонанса при замедлении является не менее опас-

ным режимом, чем в случае прохождения опасной 

зоны с увеличением частоты, т.к. в этом и другом 

случаях прохождение резонансной зоны сопровож-

дается значительными динамическими нагрузками. 

При снижении частоты до резонансной наблюда-

ется рост тока в контуре вследствие уменьшения 

индуктивного сопротивления с последующим его 

уменьшением после перехода резонансной зоны, в 

основном из-за влияния активного сопротивления 

контура. 

Следует отметить, что как в случае увеличения 

частоты, так и в случае ее уменьшения переход че-

рез точку резонанса сопровождается достаточно 

интенсивным уменьшением мощности, потребляе-

мой из сети от максимального значения maxP  до ми-

нимального minP . Разность этих значений 

minmaxmax PPP   наблюдается на промежутке 

времени, достаточно малом, не превышающем од-

ного–двух периодов переменного напряжения. 
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Рисунок 5 – Кривые напряжения  tU  (а),  

тока  tI  (б) и мощности  tP  (в) последовательного 

резонансного контура при уменьшении частоты 

 

Следует подчеркнуть то, что параметры maxP , 

minP , а также maxP  являются теми параметрами, 

которые в значительной мере определяют как энер-

гетические характеристики контура, так и тесно свя-

занные с ними иные характеристики реальных ма-

шин и механизмов на основании конструкционных 

особенностей, которые при исследованиях опреде-

ляют параметры схемы замещения электрического 

аналога – последовательного резонансного контура. 

При таком подходе ясно, что энергетические харак-

теристики колебательного контура адекватно опре-

делят энергетические характеристики, например, 

ВМ разного конструктивного исполнения. Необхо-
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димо отметить, что maxP  – один из параметров, ко-

торый определяет мощность двигателей дебаланс-

ных ВМ зарезонансного типа, а maxP  является 

важным параметром, определяющим частотный со-

став мощности исследуемой установки, который 

имеет место после перехода резонанса, т.е. в пере-

ходном режиме, следующем за упомянутым перехо-

дом. Этот переходной процесс, как указано в [3], 

имеет не менее сложный характер, как и сам пере-

ход через зону резонанса [3, 8, 13]. 

Констатируя тот факт, что аналитического реше-

ния для анализа процессов в нестационарных режи-

мах нет, следует подчеркнуть, что есть вполне при-

емлемый путь – моделирование, обеспечивающее 

приемлемые результаты при известной простоте. 

Это указывает на необходимость поиска упрощен-

ных, но вполне удовлетворительных по точности 

аналитических методов. Один из них заключается в 

том, что аналитическим путем определяется зависи-

мость тока контура от частоты, а затем определяют-

ся оптимальные варианты аппроксимирующих 

функций.  

Выполненный анализ показал, что приемлемые 

результаты при достаточной простоте аппроксими-

рующей функции возможен при зависимости вида 

  12
210


 aaay ,      (16) 

где   – угловая частота; 848,700 a , 187,11 a , 

3
2 10997,4 a  – значения коэффициентов аппрок-

симации.  

На рис. 6 приведены результаты выполненной 

аппроксимации зависимости  I  резонансного 

контура с указанными ранее параметрами. 
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Рисунок 6 – Ток контура  AI  и его  

аппроксимирующая кривая  AAI  

 

Тогда, при наличии аппроксимирующей функ-

ции  t,I  , зависимость для тока резонансного кон-

тура будет иметь вид 

     ttItI iu  cos, .
        

(17) 

Приведенные теоретические положения позво-

ляют при необходимости получить временные зави-

симости мощности резонансного контура при пере-

ходе резонансной зоны с соответствующим темпом 

изменения частоты. Зависимость, описывающая 

мощность последовательного резонансного контура 

(8), окончательно приобретает такой вид: 

         ttIttUtP iuuu  cos,cos, .  (18) 

Выполненный анализ кривых изменения мощно-

сти во времени имеет сложную форму, определяю-

щую картину переходного процесса, которую с дос-

таточной точностью можно аппроксимировать кри-

вой, представленной на рис. 7.  
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Рисунок 7 – Кривая мощности  

и ее аппроксимационные прямые 1, 2, 3 
 

Как указывалось ранее, при увеличении частоты 

до резонанса происходит постепенное увеличение 

энергии в индуктивности L  и емкости C . При 

этом, в отличие от статического режима, энергия, 

потребляемая от источника за период переменного 

напряжения, будет больше энергии, которая выде-

лится на сопротивлении R . Разность между указан-

ными величинами равна приращению энергии кон-

тура. На рис. 7 представлена кривая мощности на 

контуре, а также прямые 1, 2, 3, аппроксимирующие 

 tP  при переходе точки резонанса. Ломаная кривая 

abcd при этом соответствует в масштабе дополни-

тельной ЭДС, действующей на контур помимо при-

ложенного напряжения. Под действием указанной 

внутренней ЭДС в цепи R , L , C  появится состав-

ляющая тока, которую следует рассматривать как 

переходную составляющую, затухающую после 

прохождения точки резонанса с некоторой постоян-

ной времени. 

Таким образом, параметры maxP , minP , nt  можно 

рассматривать как параметры единократного воз-

действия на резонансный контур в момент прохож-

дения точки резонанса. В связи с этим переходной 

процесс можно рассматривать состоящим из двух 

компонент: 

– первой, вызванной внешним воздействием, т.е. 

напряжением на контуре и частоты в нем. Эти воз-

действия – вынужденные, а колебания, вызванные 

ими, – вынужденные колебания;    

– вторая компонента переходного процесса вы-

звана внутренними процессами, обусловленными 

активным сопротивлением, индуктивностью и емко-

стью на ударное изменение мощности в контуре при 

переходе через резонанс. Этот процесс зависит от 

гармонического состава воздействия и параметров 

резонансного контура.  

Очевидно, что наибольшее влияние на переход-

ную составляющую будет оказывать компонента 
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кривой  tEk , заключенная между точками b'bcc' 

ввиду значительных величин ЭДС в точках b и c и 

величины отрезка времени 3t – 2t , в течение которо-

го происходит прохождение точки резонанса. 

Для определения спектра собственных частот 

мощности следует разложить полученную кривую 

 tP  в ряд Фурье. Затухание составляющих мощно-

сти происходит в зависимости от корней характери-

стического уравнения резонансного контура [10]: 

CLL

R

L

R
p

1

42 2

2

2,1  .                  (19) 

Подтверждение обоснованности теоретических 

положений, изложенных выше, выполнено путем 

моделирования простейшего последовательного 

резонансного контура с указанными параметрами. 

Целью этих исследований являлось: 

– подтверждение проявления явления генериро-

вания мощности в сети питания резонансного кон-

тура при переходе резонансной зоны; 

– оценка снижения максимума потребляемой из 

сети мощности в зависимости от условий перехода 

точки резонанса, в частности, – ускорения частоты 

напряжения питания; 

– оценка максимума мощности, генерируемой в 

сеть, в зависимости от темпа изменения частоты при 

разгоне контура; 

– исследования процесса установления нестацио-

нарного режима при переходе резонансной зоны; 

– получение общей оценки, характеризующей 

форму зависимости потребляемой мощности при 

разгоне резонансного контура. 

Специфическим режимом является процесс, на-

блюдающийся после прохождения точки резонанса. 

Этот режим показан кривыми напряжения, тока и 

мощности, полученными для принятых ранее пара-

метров резонансного контура и иллюстрирующими 

переходной процесс после прохождения точки резо-

нанса (рис. 8).  

Если учесть, что переход через резонансную 

точку происходит достаточно быстро, то можно 

сделать предположение, что это происходит при 

неизменном питающем напряжении. Это означает, 

что свободная составляющая тока в переходном ре-

жиме будет определяться значением minI  за точкой 

резонанса; но т.к. свободная составляющая опреде-

ляет часть переходного процесса и не зависит от 

вынуждающей составляющей, то затухание пере-

ходного процесса будет определяться только пер-

вым слагаемым корня характеристического уравне-

ния 
L

R

2
 . 

На рис. 8 переходной процесс в зарезонансной 

зоне характеризуется временем nt  и включает уча-

сток 1t , который соответствует интервалу измене-

ния тока после точки перехода через резонансную 

зону. 

Закон изменения тока при этом   teItI  min , 

кривая мощности определяется двумя разными вы-

ражениями: 

   tKPtP umin  11 ,   (20) 

где 
1

2min

t

PP
Ku




 
при 01  tt ;  

  t
minePtP  22       (21) 

при 1tt  .    
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Рисунок 8 – Переходной процесс  

в зарезонансной зоне 

 

С учетом выполненного анализа можно сделать 

выводы, касающиеся общих особенностей и вида 

зависимости  tP  в зарезонансной зоне. При этом 

указанные значения  tP  определяются огибающей 

мощности, вызванной переходной составляющей 

тока в резонансном контуре. 

В соответствии с переходным процессом в кон-

туре, представленном на рис. 8, построены огибаю-

щие мощности на рассмотренных ранее участках 

(рис. 9). Важно то, что полученные кривые практи-

чески полностью с качественной стороны повторя-

ют кривую вибрационного момента реальной ВМ 

[9].  

Таким образом, можно считать доказанным то, 

что эта важная составляющая момента дважды ме-

няет знак: первый раз непосредственно после пере-

хода резонанса, а второй – после существенного 

снижения запасенной в контуре энергии, что соот-



ЕНЕРГО- ТА РЕСУРСОЗБЕРІГАЮЧІ ТЕХНОЛОГІЇ 

Вісник КрНУ імені Михайла Остроградського. Випуск 5/2016 (100) 

17 

ветствует по существу переходу в стационарный 

режим. Как указано ранее, в зависимости от скоро-

сти изменения частоты отрицательное значение 

мощности при переходе через резонанс будет изме-

няться, снижаясь до нуля при достаточно медленном 

изменении частоты. 
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Рисунок 9 – Общий вид зависимости  tP   

при переходе резонансной зоны:  tP1  – огибающая 

кривой мощности в дорезонансной зоне;  

 tP2  – огибающая мощности при переходе  

резонансной зоны;  tP3 ,  tP5  – огибающие  

мгновенной мощности в зарезонансной зоне;  

 tP4  – кривая активной мощности в зарезонансной 

зоне; 6P  – активная мощность в установившемся 

режиме 

 

Указанные особенности следует учитывать при 

разработке вопросов, касающихся расчета и выбора 

мощности приводных двигателей зарезонансных 

ВМ. 

ВЫВОДЫ. Нестационарные процессы в после-

довательном резонансном контуре – сложное явле-

ние при переходе через точку резонанса, сложность 

которого заключается прежде всего в том, что нет 

возможности точного аналитического выражения 

из-за явлений энергообменного характера, накопле-

ния и рассеивания энергии в индуктивности и емко-

сти. 

Установлено, что при переходе резонансной зо-

ны ток в контуре имеет частоту, отличную от часто-

ты напряжения питания. В дорезонансный период 

частота тока, как и в зарезонансный, меньше часто-

ты напряжения. Это свойство контура является при-

чиной перехода активной мощности в сети питания 

через нуль, вследствие чего после накопления энер-

гии в дорезонансный период наблюдается ее гене-

рирование в сеть в период зарезонансный. 

Изменение темпа нарастания частоты приводит к 

снижению максимального значения мощности при 

переходе через резонанс, причем максимум мощно-

сти происходит при частоте, выше резонансной. 

Затухание переходного процесса при частоте, 

выше резонансной, происходит в соответствии с 

постоянной контура 
L

R

2
.   

Установлено, что переход через точку резонанса 

представляет процесс, протекающий во времени, 

причем длительность этого процесса тем больше, 

чем меньше скорость изменения частоты. 

При переходе через точку резонанса значения 

максимума мощности в генераторном режиме тем 

больше, чем больше скорость изменения частоты. 

Характер переходных процессов при прохожде-

нии резонансной зоны зависит от законов изменения 

во времени как амплитуды питающего напряжения, 

так и его частоты. 
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NON-STATIONARY PROCESSES IN A CONSISTENT RESONANCE CIRCUIT 

V. Nozhenko, D. Rodkin, V. Chenchevoy 
Kremenchuk Mykhailo Ostrohradskyi National University  

vul. Pervomayskaya, 20, Kremenchug, 39600, Ukraine. E-mail: viktoriya_nozhenko@mail.ru 

Purpose. To research and analyze the non-stationary processes which arise during the passage of the resonance 

point at acceleration and stopping above resonance vibrating machines with consistent resonant RLC-circuit. Method-

ology. Power curves are obtained before and after the passage of the resonance zone with the help of the mathematical 

modeling of consistent resonance RLC-circuit with time change in the supply voltage frequency. Power supply voltage 

and frequency growth rate influence on maximum and minimum power value is also shown. Results. It is found that 

during the transition through the resonance zone current in the circuit has a frequency which differs from the frequency 

supply voltage. In the period before resonance frequency of the current, as well as in the period above resonance, is less 

than the voltage frequency. This property of the circuit is the cause of transition of the active power in the power supply 

through zero. Consequently, after accumulation of energy in the before resonance period its generation into a network in 

the above resonance period is observed. Originality. For the first time energy processes in the resonance circuit in a 

transient mode is considered by analyzing of changes of the consumption power before and after passing the resonance 

zone with the help of electric analog of vibration machine – consistent RLC-circuit. Conclusions. The research results 

can be used in the calculation of the power of the drive motors of the above resonance vibrating machines, as well as in 

the construction of starting vibratory installations control systems. References 13, tables 0, figures 9. 

Кey words: vibrating machine, consistent resonant circuit, the above resonance mode, non-stationary processes. 
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